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SOPRA  LÀ  KISOLOBILITA'  PER  RADICALI  DELLE  EQUAZIONI 
i  ALGEBRICHE  IRRIDUTTIBILI  DI  GRADO  PRIMO 

f  NOTA 

wÉh  me,.   Dott.  Eimica  betti 

Professore  dì  Matematiche  nel  Liceo  Fortegnerri  di  Pistoia. 


L 


agnurge,  if  primo,  dimostrò,  (nelle  Memorie  dell' Accade  mìa 
di  Beriina  per  gli  am»  177&  e  1771  )  che  le  radici  di  una- 
eqpazione  algebrica 


nella  qoale  il  grado  fi  ò  mi  numero  primo,  possono  sempre  t^ 
sere  date  sot4o  la  forma 


n^fi~i     fi 


,2,        —  ì-hSk«" 


essendo 


/=/*-x" 


(3)  K-^^X^*"-')"' 


m=/«-l 


^or=>0. 


m=9 


(6) 
Lagrange  dimostrò  ancora  che  i  [i — 1  valori  di  R  sono  radici 
di  una  equazione  di  grado  fx — 1, 

(4)        R^-'  H-  PR/^'-+-  QR^3  -H  . . .  +  SR  -^  T  =0, 


nella  quale  i  coefficienti  P,  Q,  .  .  .  .  ,  S  e  T  possono  sempre 
essere  espressi  razionalmente  per  quelli,  della  (1)  e  per  una 
radice  P  della  equazione  di  grado  y  =  1.  2.  3..«  .  /x  —  2, 

(5)        P-  -h  aP-'  ^iP"-"  4-  . .  .  .H-  rP  -h  S  =  0, 

dove  a,  ,b,  r  e  $  sono  funzioni  razionali  dì  p,  q  .  .  .tyU. 

Abel  trovò  poi  cbe,  se  la  (1)  è  irridultibile  e  risolvibile 
per  radicali  ^  la  (4)  deve  necessariamente  avere  i  suoi  coeffi- 
cienti funzioni  razionali  di  quelli  della  (1);  e  quindi  la  (5) 
deve  avere  almeno  una  radice  razionale:  Io  che  sappiamo 
\erificare  sulle  equazioni  numeriche.  Il  eh.  Signor  Professore 
Maimsten  ha  dimostrato  questo  teorema  con  tutto  il  rigore  e 
la  chiarezza  desiderabile^  in  una  Memoria  inserita  nel  Voi.  34 
dei  Giornale  di  Creile. 

Evaristo  Galoìs>  in  una  Memoria  che  si  trova  nel  YoL  XI 
del  Giornale  di  Liouville  ,  ha  posto  le  basi  di  una  teoria  gè* 
nerale  sopra  la  risolubililà  per  radicali'  delle  equazioni  alge- 
briche irriduttibili,  e  Tha  applicata  in  particolare  a  quelle  di 
grado  primo.  Il  teorema  di  Abel  si  trova  in  essa  nuovamente 
stabilito,  completato  coll'inverso  e  trasformato  in  quest'altro: 
K  affinchè  una  equazione  irriduttibile  di  grado  primo  sia  rl- 
»  solubile  per  radicali,  è  necessario  e  sufficiente  che  tutte  le 
A  radici  siano  funzioni  razionali  di  due  qualunque  tra  loro  d. 
La  profonda  teorìa,  e  la  deduzione  dalla  medesima  del  teore- 
ma enunciato  sono  esposte  però  in  un  modo  ,  per  concisione 
esagerata,  quasi  inintelligibile.  Ma  il  eh.  Sig.  Serret,  in  una 
Nota  del  suo  Trattato  di  Algebra  superiore,  ha  annunziato  , 
che  il  eh.  Sig.  Liouville  ha  intenzione  di  pubblicare  un  giorno 
alcuni  sviluppi,  coi  quali  egli  ha  potuto  render  chiaro  e  comr 
pleto  il  lavoro  di  Galois.  Contuttociò,  poiché  Maimsten  ha  po- 
sto già  la  scienza  in  pieno  possesso  del  teorema  di  Abel ,  io 
credo  non  sarà  disconveniente  né  inutile  il  dimostrare,  valen- 


i 


(7) 

dosi  di  teorie  gii  siriliippate  Bell'Algebra»  come  qaetto  n  pud 
transfonnare  in  qaello  di  Galois  ;  e  richiamando  Y  attenzione 
sopra  qaesto  fratto,  che  il  giovane  geometra  ebbe  il  tempo  di 
ottenere,  quasi  nnicamente,  dalle  sue  profonde  vedute,  far  roti 
che  il  celebre  Liouville  non  priTi  più  a  lango  il  pabblico  dei 
risaltati  dello  stadio  che  ha  fatto  sulle  medesime,  e  che  lé  ren- 
deranno ,  non  può  dubitarsi  f  fecoude  di  molto  note  voli  pn>- 
gressi  neirAlgebra. 

Lemma  1.  Se  ti  rUengaiw  eguali  gV  indici  numerici  congrui 
riifcUo  al  modulo  primo  \j,,  ed  è 

n^n  =  l(mod.ft)y 
n  ha 


e  guando  n  prende  tutti  %  indori  interi  inferiori  a  jx,  n'  li  prende 
tutti  ancKeeea,  sebbene  in  ordine  differente. 
I  residui  minimi  delle  quantità 

n' ,  2n' ,  3tt' ,  •  .  .  ,  (jx— 1^ 

comprendono,  come  è  noto,  tutti  i  numeri  interi  inferiori  a  fk, 
quando  W  è  uh  numero  qualunque  primo  con  ^\  onde  si  pud 
porr» 


Z^^'"  ^i  =»  irf«'' 


/  ss  o  i  s> 


e  poiché  nVi  =  1     (mod<  jx)^    e  quindi  in^n  =  i    (mod.  jtx), 
si  a?rà 

Ora^  sia  p  una  radice  primitiTa  di  fx,  e 

(«)    />*  =  n. 

(mod.  u)', 
(i3)    p»'=«' 


.(8) 
moltiplicando  V  ima:  per  l' altra  queste  congruenze ,  si  ottiene 

.    e  quindi 

(7)    h-^V^iL-ì. 

Dalle  (a)^  (7)  e  (/S)  è  facile  dedurre  che,  quando  n  pren- 
de  tutti  i  yalori  interi  inferiori  a  fi,  tutti  corrispondentemente 
li  prendono  ancora,  quantunque  in  diverso  ordine^  le  quantità 
»,  k'  e  n'. 

Lemma  II.  £e  permiUazioni  di  jll  lettere,  che  si  ottengono  in 
numero  di  [x(ii — 1)  da  una  sola  colle  sostituzioni  (*),  che  consistono 
nel  cangiare  alle  lettere  gVindici  t  in  ai  +  b,  essendo  a  e  h  due 
numeri  qualunque  <C  (X9  l^  quali  indicheremo  col  simbolo 


<*»  C' .). 


godono  la  proprietà  j  che  due  qualunque  tra  loro  non  possono  avere 
più  di  una  lettera  <dlo  stesso  posto. 

Supponiamo  che  la  permutazione,  dalla  quale  si  deducono 
tutte  le  altre,  abbia  tutte. le  lettere  nei  posti  rispettivamente 
indicati  dai  loro  indici,,  e  che  quelle  ottenute  colla  sostituzio* 
ne  enunciata,  prendendo  in  essa  per  a  e  b  i  valori  e  e  tf ,  0 
e'  j  d' ,  abbiano  eguali  le  lettere  che  sono  nei  posti  A*'™*  e 
faìBo  ^  avremo 

ch-^d  =  c'h-hd' 
{i)  (mod.  jtx); 

ci -f.  d  =  c'^ -4- rf^ 

dalle  quali  sottraendo, 

{e-c%h-t)  =  Or 

(*)  Sui  principj  della  Teoria  delle  aottituiioni  si  può  contulUre 
Serretf  Conrs  d'Algebre  Snperieure.  Paris  1849.  —  Le^DS  XI  et  XIX. 

f  *)  Vedi  i  gruppi  di  permutazioni  (F)  e  (G)  negli  esempj  delle 
pagine  15  e  le. 


(fi) 

e  poiclié  A  —  t^fi^  e  quindi  primo  eoo  |x  ,  si  deduce 
la  quale,  essendo  e  e  e'  ^  /x.  »  dar 

e  sostituendo  nelle  (s) 

Dunque  due  permutazioni  qualunque  ottenute  colte  sosti- 
tuzioni {i),  le  qnan  avessero  due  lettere  allo  stesso  posto,  Io 
avrebbero  tutte,  e  sarebbero  identiche 

Lemma  III.  Date  /x  httere^  essendo  al  solito  ju.  numero  primo^ 
sopra  le  quali  siano  possihiU  soltanto  le  sostituzioni  che  non  la» 
sciano  più  di  una  lettera  alto  stesso  posto;  le  permutazioni  che  si 
pt^anno  Menere  coRe  medesime^  saranno  in  numero  di  [i(ii — 1), 
e  SI  dedurranno  tutte  da  una  sola  còde  sostituzioni  (H) ,  le  quali 
unicamente  saranno  possibiti, 

Poìcbd  in  questo  caso  non  si  hanno  duo  permutazioni  che 
abbiano  due  lettere  allo  stesso  posto ,  é  evidente  che  non  sr 
potranno  avere  più  di  /x  — >  1  permutazioni  ,  che  abbiano  una 
lettera,  per  es.  x^  ,  in  uno  stesso  posto;  dunque,  essendo  fjci 
posti,  non  si  potranno  avere  in  tutte  più  di  /Ji(|x— 1)  permuta- 
zioni. 

Yi  saranno  tra  queste  alcune,  le  quali  non  avranno  nessu- 
na lettera  nello  stesso  posto.  Infatti,  prendiamo  una  permuta- 
zione P  che  abbia  x»  nel  primo,  e  il  gruppo  6  composto  delle 
fx  —  1,  che  hanno  la  stessa  x^  nel  secondo.  Le  Ietterò  differenti 
che  potrà  avere  allo  stesso  posto  la  P  con  le  G  non  potranno 
essere  più  di  jx — 2;  perchè  non  potrà  avervi  certamente  la  x^ 
e  qnellache  ò  nel  2.^  posto..  Due  permutazioni  delle  6  non 
potranno  avere  una  stessa  Tetterà  alTo  stesso  posto  colla  P; 
poiché  in  tal  caso  ne  avrebbero  un  altra  tra  loro  oltre  la  x^. 
Dunque,  poiché  le  6  sono  in  numero  di  jtx — 1,  una  P'  di  esso 
dovrà  rimanere  senza  nessuna  lettera  allo  stesso  posto  colla  P. 

La  sostituzione,  mediante  la  quale  si  passerà  dalla  permu- 
tazione P  alla  P'^  sarà  circolare  deirordine  jx.  Poiché,  se  ciò 


(10) 
non  fosse  (come  può  vedersi  in  una  Memoria  di  Canchy  in- 
serita nel  Yol.  X  del  Giornale  della  Scuola  Politecnica),  si  pas- 
serebbe dall'una  all'altra  con  una  sostituzione,  cbo  sarebbe  il 
prodotto  di  più  sostituzioni  circolari  degli  ordini  m,  n^p  ec, 
tali  che 

e  due  almeno  delle  quantità  fn,  n,  p,  ec.  dovrebbero  esser  di- 
suguali; poiché  la  loro  somma  è  un  numero  primo ,  e  tutte 
^  1,  perchè  le  due  permutazioni  non  hanno  alcuna  lettera 
allo  stesso  posto.  Ora,  se  m^^p^  e  si  ripete  questa  sostitu- 
zione p  volte  di  seguito ,  p  lettere  torneranno  nei  medesimi 
posti  che  avevano  nella  prima  permutazione,  e  m  saranno  an- 
cora in  posti  differenti.  Onde,  la  sostituzione  sarebbe  tale  che 
darebbe  luogo  a  due  permutazioni  differenti  con  p  lettere  allo 
stesso  posto,  lo  che,  essendo  p>\  ^  è  impossibile. 

La  sostituzione  circolare  dell'ordine  jx,  la  quale  abbiamo 
dimostrato  dovere  essere  possibile ,  potrà  ripetersi  /t  volte  di 
seguito,  e  darà  un  gruppo,  di  jx  permutazioni,  due  qualunque 
delle  quali  non  avranno  alcuna  lettera  allo  stesso  posto,  e  che, 
prendendo  convenientemente  gl'indici  e  la  prima  permutazione, 
che  *è  arbitraria,  potrà  essere  il  seguente 

d?| ,  a?2 ,  X3 ,  ^4 ,  •  •  •  •  »  ^o 
(A) 

nel  quale  si  deducono  tutte  le  permutazioni  dalla  prima,  per 
mezzo  della  sostituzione 


dando  a  e  tutti  i  valori  intert  <,  [jl. 


(11) 

Colle  sosUtozioDi  (5)  non  otleniamo  che  fi  permotazioni , 
quindi  ne  saranno  possibili  anche  altre ,  che  ora  passiamo  a 
determinare.  Sia  una  di  queste 


<«>  0  )• 


"^m 


Eseguiamola  sopra  tutte  le  permutazioni  del  gruppo  (A), 
avremo  il  seguente 


(B) 


(^F(o)  »    ^F(i)  '    *F(2)  >     •     •     •     >    ^F(f«— 1) 
^f(i)  >    ^F(2)  >    ^P(a)  »     •     •     •     •     ^F(O) 


Sopra  ognuna  di  queste  facciamo  le  fi  sostituzioni  comprese 
nel  simbolo  (5),  ed  otterremo  [i*  permutazioni,  la  forma  deHe 
quali  sarà 

dove  k  e  h  sono  due  numeri  qualunque  inferiori  a  jx,  e  pos- 
sono essere  anche  eguali  a  zero. 

Tra  queste  devono  necessariamente  alcune  essere  eguali  , 
perchè  le  differenti  abbiimo  veduto  non  potere  essere  più  di 
jx(/x — 1).  Supponiamo  eguali  quelle  che  si  hanno  prendendo  per 
*  e  A  i  valori  «,  /3,  e  aS  /3' 

Dovendo  essere  egaali  i  termini  corrispondenti,  avremo,  qaalun- 
que  sia  n, 

F(f» -f.  a)  H- /3  =  F(n  +  «') -H /5'; 


(12) 
e  ponendo 

si  otterrà  la  equazione 

F(i -4*  e)— r(t)=  oc, 

dalla  quale  é  facile  dedurne 

F(t)=ai.t-A. 
La  (6),  sostituendovi  questo  valore  diviene 


<^)  o 


ai-hb 

e  questa,  che  comprende  anche  la  (5),  contiene  tutte  le  sosti-^ 
tuzioni  possibili  sulle  [i  lettere ,  e  per  mezzo  di  essa  si  de- 
durranno tutte  le  permutazioni  da  una  sola;  come  volevamo  di- 
mostrare. Questa  e  la  proposizione  precedente  sono  dovute  a 
Galoisy  ehe  si  ò  servito  di  una  senza  dimostrarla  ^  deW  altra 
con  un  abbozzo  di  dimostrazione. 
Lemma  lY.  Se  la  equazione  algebrica 

F{x)  =0 , 

che  non  contiene  nessuna  delle  radici  r,  t^.  . .  r(")  di  una  equa- 
zione irridtUtibUe  F(r)  =  0»  Aa  per  radice  Xi  =  (f{r)  ;  avrà  an- 
che a?;j=y(r(")). 

Maimsten  ha  dimostrato  questa  proposizione  ,  nel  caso  in 
cui  r  sia  radice  di  una  equazione  binomia  di  grado  primo  , 
cioè  un  radicale,  nel  modo  seguente. 

Poichò  (p(r)  è  radice  di  F(x)  =  0  ,  si  avrà  identicamente 

F(x)  =  [ar  -  9(r)  ]  ((.(x) 

Cangiando  r  in  W''),  ¥{x)  che  non  contiene  r  riman  la  stessa; 
onde  si  avrà  ancora 

F(x)=lx  —  (p(r(''))-]iPn(x), 
e  9(r('*})  radice,  come  volevamo  dimostrare. 


(13) 
Teorema  I.  Affinché  una  efuaaiane  djtbtka    irriduiiiMe.  d$ 
grado  primo  tia  rùolubile  per  radicali ,  è  neeeuario   ohe  ttUte  h 
radici  «tono  funzioni  ranonaU  di  due  qualunque  tra  loro. 

Il  Teorema  di  Abel  atabilisee.  per  condixione  neeessaria 
aUa  risdiibililà  per  radicati  della  equazione  irridatlibile  (1)  ; 
che  i  coefficienti  della  aasiliaria  (4)  siano  fonzioni  razionai 
dei  coefficienti  della  (l),  e  qoindi  invariabili  per  qnalonqne 
sostìlozione  che  si  esegoisca  anlle  radici  X/  della  medesima  ; 
ma  essi  sono  anche  fonzioni  simmetriche  delle  Ri,  date  fer  le 
Xi  dalla  (3)  :  dunque  le  sostituzioni  possibili  sulle  Xt  non  do- 
Tranno  cangiare  le  funzioni  simmetriche  delle  R^  9  o  saranno 
soltanto  quelle,  che,  o  lasciano  invariabili  le  R»  >  0  le  conver* 
tono  una  nell'altra.  Ora,  poiché  per  il  Lemma  I ,  alla  (3)  si 
può  dar  la  forma 

le.  sostituzioni  che  lasciano  invariabili  le  R»  sono,  come  é  no^ 
to,  le  circolari 


C  ) 


quelle  che  cooTertono  le  Bn  ona  nell'altra  sono  eTidcntemente 


C); 


onde  tutte  le  sostituzioni  possibili  saranno  comprese  nel  simbolo 


e  quindi,  per  il  Lemma  II,  non  potranno  lasciare  più  che  una 
lettera  allo  stesso  posto.  Dunque  tenendo  ferme  due  radici , 
per  esempio  x^  e  o?^ ,  le  altre  dovranno  risultar  completamen- 
te determinate ,  e  non  potranno  permutarsi  tra  loro.  Affinchè 
questo  avvenga,  dovranno  esser  tutte  funzioni  razionali  delle 


(14) 
due  date;  razionali ,  poichò  se  èontenesseFO  ancKe  ttna  radice 
r  di  una  equazione  irrìduttibile,  per  il  Lemma  lY,  sostituendo 
a  r  le  altre  radici  della  stessa  equazione,  senza  cangiare  Xa  e 
x^  j  si  permuterebbero  tra  loro  le  radici  della  proposta. 

Teorema  II.  Se  tutte  le  radici  di  una  equazione  etmo  fimxio^ 
ni  raxionaU'  di  due  qualunque  tra  laro,  la  equazione  medeeitna  è 
risolubik  per  radieaU* 

Egli  è  evidente  che  9  essendo  tutte  le  radici  funzioni  ra- 
zionali di  due  qualunque  tra  loro ,  potranno  eseguirsi  sulle 
medesime  soltanto  le  sostituzioni  che  non  lasciano  più  di  una 
lettera  allo  stesso  posto,  e  che  per  il  Lemma  III ,  sono  tutte 
comprese  nel  simbolo 


(9)  C  )» 


le  quali  lasciano  invariabili  le  funzioni  simmetriche  delle  B/z. 
Dunque  i  coefficienti  della  (4)  saranno  invariabili  per  tutte  le 
sostituzioni  possibili  sulle  radici  della  proposta»  e  saranno  fun- 
zioni simmetriche  di  queste,  e  quindi  razionali  dei  coefficienti: 
una  condizione  necessaria  alla  risolubilità  per  radicali  della  (1) 
ò  quindi  adempita  ;  ma.  dimostriamo  che  avrà  luogo  di  fatto 
questa  risoluzione. 

Alla  serie  dei  numeri  naturali  inferiori  a  jx  sostituiamp. , 
per  indici  di  B  nella  (8),  la  serie  delle  potenze  pure  inferiori 
a  |x  di  una  radice  primitiva  p  del  numero  primo  jtx,  e  poniamo 
B  ^  =  Aj^  ;  avremo 

Le  sostituzioni  possibili  sulle  x  sono  unicamente  quelle  com- 
prese nel  simbolo  (7),  il  quale  ponendo 

•  =  Ap 
_  e  (mod./z) , 

ai=:p 


(  45  ) 
si  trasforma  nel  segaente 


e  a  queste  corrispondono  per  le  radici  A^l  delia  (4))  le  sosti- 
tozioni 

/A,    X 

Dunque  sulle  jx  —  1  radici  della  (4)  sono  possibili  soltanto 
le  sostituzioni  circolari  dell'ordine  jx  —  1»  e  quindi  la  mede- 
sima é  risolubile  per  radicali  col  metodo  di  Gauss  per  le 
equazioni  binomie  (*).  Dunque  le  x  date  dalla  (2)  in  funzione 
delle  radici  della  (4)  saranno  esprimibili  per  radicali,  come  yo- 
leyamo  dimostrare. 

ESEIin 

1 .  Se  |x  =  3  tutte  le  sostituzioni  possibili  non  lasciano 
più  di  una  lettera  allo  stesso  punto,  e  sono  comprese  net  sim- 
bolo (7)  ; 

i^  );  i»o>  ^i>  ^^ }  \^    p  •»!  >  «a  >  «o  J  \J    )j  ^x^  *o>  ^i; 

li  ^o>  ^M  ^li  \  ìi  ^af^o  9^2}  \^  li  ^2ì  ^iJ  ^#« 

Dunque  la  condizione  necessaria  e  suflSiciente  alla  risolubi- 
lità per  radicali,  ciod  cbe  una  radice  sia  funzione  razionale  di 
due  qualunque  delle  altre,  come  si  può  yedere  anche  diretta- 
mente dalla  equazione  stessa,  è  sempre  soddisfatta;  e  le  equa- 
zioni di  3^  grado  si  possono  sempre  risolrere  come  è  già  noto 
da  molto  tempo. 

^11  ■—■  —  ■■    ■     ■  I  ■    ■  I   ■■  PI  I     w  ■      ■      ■  <     II.      ■ -I  n  — i— — ^ 

O  Vedi  L.  XXYII  de!  G.  d'Àlg.  Sup.  di  Serret. 


(  16  ) 
2.^  Per  jxsaS  le  permutazioni  che  non  hanno  più  di  una  lettera 
allo  stesso  posto  tra  loro,  sono  le  20  seguenti 

/-Ha  /  ^^/4.3  ^ 

\J     )>  ^ii9^o9^i>^29^3ì  (*' .  ji  a?^  ,  «a  ,a?4  ,  «I ,  a?3; 

^^a/4.3^  Waio-A/ 


(  J     V**»  ^o^  ^3  >  a?! ,  a?4  j  (  J      )ja;3 ,  ar,  ,  a?4 ,  a?,  >  a?^  ; 


I  (^'      JJ  3:4  ,  a?a  ,  a?o  ,0:3  ,  a:,;  f ^' Jj  «^o  ^  ^4  >  ^3  >  a?a  >^i  1 
^'      j;  a?,  ,  a:^,  a;4 ,  ars  y  a;,  ;  f  '      j;  x^ ,  ar, >  a?^  ,  a?4,  xs  j 


'4«+i 


U);  a?3 ,  a?a  ,  ari ,  Xa  >  X4J  (  k  ^4  •  0^3 ,  ar,  ,  ar^  ,  ar^. 


Il  numero  delle  permutazioni  possibili  in  generale  è  di  1^0  ; 
dunque  potranno  eseguirsi  sulle  radici  anche  altre  sostituzionii 
oltre  quelle  comprese  nel  simbolo  (7)  W  ;  e  non  ò  soddisfatta 
la  condizione  necessaria  alla  risolubilità  per  radicali.  Lo  stesso 
è  facile  a  osservarsi  per  i  gradi  superiori.    Dunque  le  equa- 


(17) 

tiom  irrìdacibili  di  grado  primo  superiore  a  tre  non  possono 
risolrersi  per  radicali,  come  il  primo  trovò  il  celebre  Raffini. 


(*)  Le  altre  sostituzioni  possibili^  per  mezzo  delle  qaali  si 
ottengono  le  lOO  permutazioni,  sono  tutte  quante  comprese  nel 
simbolo 

prendere  dove  si  può  per  a^  b^  e  e  tutti  i  valori  intieri  in- 
feriori a  5. 

Indichiamo  con 

e  ) 

una  sostituzione  per  mezzo  della  quale  si  passa  dalla  prima 
delle  (G)  a  una  delle  altre  100.  Eseguiamola  sopra  le  20  per- 
mutazioni del  gruppo  (6);  ne  avremo  altrettante,  il  tipo  delle 
quali  sarà 

Sopra  ognuna  di  queste  facciamo  tutte  le  sostituzioni 

e  > 

Si  otterranno  20^  permutazioni,  che  avranno  per  forma  tipica 

^af{b)-^fi  y     ^«f(a+6)*|3  >     ^af(2a+6)+P»     ^ar(3a+6)^P>     ^««40+6)^8 

Ora,  tutte  le  differenti  permutazioni  possibili  con  5  lettere  non 
possono  essere  più  di  120;  dunque  alcune  dello  20^  cosi  otte- 
nute saranno  identiche  ,  e  per  alcuni  valori  delle  costanti 
a,  b,Cy  dj  01 ,  i,  ,  C|  e  di  dovrà  esser  verificata  ,  qualunque 
sia  i,  la  equazione 

r 
(1)  cf{ai  -4-  4)  -i-  rf  —Cifia^i  +«,)-*-(/. 

Annaii  di  Seien2$  Mai.  e  Fis.  T.  IL  gennaio  1851.  2 


(  18) 
poniamo 

(2) 

elimiiiqndo  la  i  sì  ha 

aF(a)  -f-  1)  —  aiF(G))  =  bin  —  bai , 
dalla  quale,  come  é  noto,  si  ricava 


r,.,=cc^y 


a  —  ai 

essendo  G  una  costante  arbitraria. 

La  (1),  sostituendovi  i  valori  (2),  diviene 

c./{F(^^)^l)-cAFM)=rf-(/., 

la  quale  ha  per  integrale 

e  \«      d  —  rfi 
—  e 

dove  D  è  una  costante  arbitraria. 

Alle  quantità  a  ,  a^  ,  e  e  Ci  indipendenti  da  «possono  s<h 
stìtuirsi  le  potenze  di  p  radice  primitiva  di  5  delle  quali  so^ 
no  residui;  onde  essendo 

A,  —  A  =  «  ,    hi  —  il  =  j3 
avremo 


AW=Kcf/-^c; 


F{^) 


ha,  —  b,a                          io,  —  fi, a  „,, 

>■  =  (a»  -H  o) •+• =  \jO 


a  —  a,  a  —  Oi 


-_,  ,.       d —  d,  .        d —  d,       _^  fia 

Eliminando  ^^^  si  ottiene 

D      /  ,         irti  — ■  *i«  a  rf — rfi 


(19) 

PoDffO 

®  uà 

ii:i^=c,    A  =  x, 

Ci  —  e  a 

ed  ho  finalmente 

fi)  ==  (ai  -i-  i)^  -f*  e . 

BesU  per  determinar  l'esponente  X  la  condizione,  che  f(i) 
non  abbia  dne  yalori  eguali,  per  valori  differenti  di  t.  Se  que- 
sta condizione  non  fosse  Terificata^  si  avrebbe  una  stessa  lett- 
iera in  due  posti  di  una  medesima  permutazione;  lo  che  non 
può  essere. 

Dovrà  essere  X  un  numero  primo  e  inferiore  a  [i — 1=4. 
Infatti,  supponiamo  (i  —  1  multiplo  di  X,  avremo 

^  —  1  =).3  ; 
e  si  troveranno  due  valori  dì  t,  t,  e  t,  per  i  quali  sia 

p8  ^  at'i  H-  b     ' 

(mod.jtx); 

p^^  =  Ola  -f-  6 

onde 

f[i^)  =  (ati  -+-  i)^  -*-  e  =  p«^  H-  e 

/Ut,)  =  (aia  H-  6)^  +  e  =  /9(^0^  -^  e 
io8>  =  p^»  =  1  ,    p(/'-')^  =  1  ; 

e  ti  e  t'a  numeri  differenti,  lo  che  è  impossibile.   Dunque    X 


ma 
quindi 


dovrà  essere  primo  e  inferiore  a  4;  e  potrà  essere  soltanto 
eguale  a  1,  o  a  3;  e  2e  sosMuzioni  possAUi  su  b  UUere  saranno 
iuUe  comprese  nei  due  singoli 

o-f  mia»  e 


à 


(  20  ) 

1^1——  I  — — ILI  ■■■!  I  ■  ■  I  I  ■      ■  ■■ 

ISCRIVERE  IN  UNA  SUPERFICIE  DI  SECONDO  GRADO 
UN  POLIGONO  IN   MODO  CHE  1  LATI  PASSINO 

PER  PUNTI  DATI 

MEMORIA 

DEL   MG.  GIUSEPPE  BATTAGLIATI 

di  Napoli. 


Consideriamo  da  principio  una  sfera,  e  per  fissare  le  idee 
suppoDghiamo  che  il  poligono  da  iscriversi  sia  un  quadrila- 
tero. Si  concepisca  iscrìtto  un  quadrilatero  aperto  M  M'  M" 
M'"  M>^  di  cui  i  iatì  MM',  M'M",  M"M'",  ìi"'W  passino  ri- 
spettivamente per  i  punti  dati  M^' ,  M"o  9  M/" ,  Mo^^.  Preso 
per  origine  delle  coordinate  rettangolari  il  centro  O  della  sfe* 
ra^  siano  le  coordinate  dei  punti  M,  M',  M'',  M'",  M'^  rispet- 
tivamente (a?,  y,  x)  ,  (x\  y\  «')  ,  (x^\  y",  z") ,  (a:"',  y'",  z"') , 
(riv,  yiv,  ^iv)jqaelle    dei    punti    M,' ,    M," ,    M.'",,M„'v, 

«.  yo^O.  K".  yo",  <').  (^:\  yo'",  ^o"^K'^  yo'^  ^o^")> 

le  distanze  di  questi  punti  da  O,   rj,  rj' ,  rj^'  ,  ro^^;  il  rag- 
gio della  sfera  r.  Si  avranno  i  due  sistemi  di  equazioni: 


(i) 


f 


(2) 


\ 


,»^.y»^,»=r^     x'*^y"-hz"  =  r', 

x'"  -4- y"^ ^  z>'  =  r»  ,  a;"»  -|-  y""  ■+■  a""  =: r' 

xi* 

»-t-yIV»4.ilV»_,,» 

x' — X       y'- 

-y_*'- 

~*  —k' 

x-x\     y- 

y.  ~  «- 

,1  — * 

X*'  —  x' 

y"  -  »' 

y'-y," 

— .    '          "            A" 

x'  -  xj'   - 

2    2 

0 

•  x'"  —  x" 

y"'      y" 

y"  -  y„"' 

jt'"  _  2" 

x"  —  xj"  — 

Z     -„ 

a;'v  _  x"' 

ylV  _  j,'" 

y'"  -y..'^ 

-tv        ."' 

x'"  -x/v  - 

(21) 


ed  moKre 


r/ra 


n 


v:' 


Z       ^^  T        •      Ju 


Dalle  due  prime  equazioni  (1)  si  ricava  : 

(3)   {x'  -x)(x'-hx)-Hy'-y)(y'  -Hy)  -^  K-*)(«'  -*-  ^)  =«  0  ; 

e  dalla  prima  delle  (2): 

x'  —  a:  ==:  (a?  —  x^')*'     onde    x'  =  x(l  +  *')  —  a/Jk! 


(4)     y'-y  =  (y-yo)* 


I  \Ll 


*'  -  z  =  (i  -  z'J* 
quindi  la  (3)  darà  snccessivaniente 
(x'  -+^)(x  -  x',)  +  (y'  H-  y){y  -^  j'„) 

2f»  —  2(x<  4-  yy'. 


-('' 
«U 


*){«  -  *'>=o, 


-4-((«  -  <)'  -4-  (y  -  y',)*  +  (*  -  «'J')*'«xfl, 


.1     ^       ^*'«  •♦*  yv'o-+-  ^^'n  —  *** 


r'  —  2(jpx'„  4-  yy'^-H  zx\)  +  r, 


f2     » 


e  per  Tequaziooi  (4) 


(5> 


•^  r"  —  2(arx'.  -fr-  yy',  -4-  «'^  -f-  r." 

,  ^  (r."  -Qy  -  2y„«  ■+-  yy;  H-  <  -  f) . 


r'  —  2(xx'.  H-  yy'.  -*-«',)  H-r. 


r'-2(x<H-yy',-t.O+r," 


Operando  allo  stesso  modo  sulle  altre  equazioni  (1)  e  (2) ,  i 


(22) 
vafori  di  (x'',  f,  x%  (re'",  y"',  ;s"'),  (x^v,  yiv,  ^iv)  espressi  rf- 
spetlivamente  in  {x\  y\  z%  (x",  y",  jt"),  (x'",  y"',  js'"}  saran- 
no simili  a  (5)  9  e  quindi  sarà  facile  yedere  che  eliminando 
successivamente  in  queste  espressioni  (x' ,  y',  z')j  (x^^y",  z^)  , 
(«'",  y%  2'"),  i  valori  finali  di  x^^ ,  y*^  ,  «*^  saranno  anche 
della  stessa  forma  (5)  :  si  potrà  dunque  supporre  : 

a?»^ flfi^-f-^iy  -4-  7,«  -4- J,r 


(6) 


r 

ax 

H-/3y+ 

7«-+-  Jr 

»"_ 

• 

-+-^4^H 

-y»*-»-^»'' 

r 

ax 

-f.^y  + 

■  yjs  -H  3r 

z>v 

u^  • 

-+-/33y-+ 

-73*  ■+■  iìr 

r        ao?  -♦-  i3y  -f-  7;?  -*-  dr 


e  poiché,  supponendo  x^H- y^+2^=r%  deve  aversi  identica- 
mente x^^^  H-  y'^*  -4-  x*^*=  r*,  indicando  con  o*  un  coefficien- 
te inderminato  si  avranno  evidentemente  tra  i  coefficienti  del- 
Tespressìoni  (6)  le  seguenti  equazioni  di  condizione  : 


«.' 

-^(X' 

-+-«3» 

—  «" 

=  «' 

> 

i8.' 

'H-/3a" 

-*-/33^ 

-P' 

a«e^' 

> 

y.' 

-HVa' 

+  73'- 

_7'  = 

=<»% 

(7) 


\ 


»,"-<- a," -+- »j' —  »■  =  — o>"  ; 

i3.7.-H/S,7,-h/337j-^7  =  0 
7,«i  H-  7»a3  -•-  73«3  —  7«  =  0 
«1/3,  -+-  «,/3,  -H  «3/33  —  «/3  =  0 

«iJ|  -f-  «a^a  -H  «383  —  «J  =  0 

/3.5.-H/3A -4- ^333-/35  =  0 
7.^1  -^h^.-^  7»Jj  —  75  =  0, 


(23) 
fisegdélido  sall^equazione  (1)  e  (2)  dei  calcoli  del  tatto  siittilt 
ài  precedenti,  procedendo  solo  in  ordine  inverso  ,  cioè  dalle 
ultime  di  esse  verso  le  prime,  si  avrebbero  tre  equazioni  si- 
mili a  (6)  con  i  valori  di  x  ^  y^'z  esprèssi  in  x^^  ^  yiv ,  jsiv  « 
ma  potranno  tali  equazioni  ottenensi  immediatamente  da  (6) , 
avnto  riguardo  alle  relazioni  (7)  :  infatti,  in  virtù  di  tali  re- 
lazionij  sommando  I*  equazioni  (6)  dopo  di  averle  successiva- 
mente moltiplicate  per  a, ,  a» ,  «3  ;  /3i ,  /S, ,  ^3  >  71 ,  7a  ^  73; 
di  »  ^3  9  ^3  »  ^i  avrà: 


(a^aJ^^  -h  a^yi^  -Ha3«*^  —  cxr)(QLx  -4-  /3y  -f-  yr  h-  ir)  =  «Va; 
l(iS,aJiv  ^  Q^yiy  ^^3^iv  _  ^r){ax  ^  /3y  h-  yz  4-  ir)  =  o^^ry 


<8) 
( 

onde 

a:  «i  x^^  -f-  flfj  yiv^oj^  ^iv  —  ^^ 


«-4» 

^ 


4»-*< 


(9\    /      y  ^     ^.^'^-4-/3,y'v^/33^'V-/3r 
jf^  __7^rv^7,  yiv  -H  73  2i^  —7»* 

e  si  otterranno  come  sopra  tra  i  cocfficieoti  di  queste  espressioni 
le  segaenti  altre  equazioni  di  condizione: 


(10) 


(24) 

a2a3-»-^ai33-f-7»73  —  ^a^a  =0 
«3  «I  -*-i33  /3i  -4-  73  7i  —  ^3  5i  =0 

«i  «2  +  ^1/3^+7172  — ^1^2=0 

«1  «  +i3i  /3-*-7,  7  —  J,  d=0 

Wa  «  -H  /3a  ^  -H  7a  7  —  Ja  3  =0 

«i  «  +  /33  ^H-  73  7  —  ^3  J  =  0  • 

Si  osservi  intanto  che  nulla  impedisce  di  riguardare  {x^yj  z)^ 
(x^^j  yi^,  z^^)  siccome  le  coordinate  di  due  punti  dello  spazio 
dipendenti  Tuno  dall'altro  per  mezzo  dell'equazioni  (6),  e  delle 
(9),  conseguenza  delle  prime^  senza  aggiungervi  la  restrizione 
che  questi  punti  appartengono  alla  superGcie  deUa  sfera  pro- 
posta. Per  brevità  l'indicheremo  col  nome  di  punti  corrispon- 
denti; il  primo  {x  y  y  y  z)  si  dirà  punto  d'  entrata,  e  l'altro 
(x^^,  y^^,  z^^)  punto  d'uscita,  e  simili  denominazioni  daremo 
a  due  luoghi  geometrici  di  punti  corrispondenti.  —  Ora  è  fa- 
cile vedere  che  se  il  punto  (x,  y,  z)  percorre  un  piano  d'en- 
trata ax  ^by  ^ez'-i'  dr=^Oy  il  suo  corrispondente 

(x'\  y'\  5IV) 
percorrerà  il  piano  d'uscita; 
{aa,  -h  4/3,  •+•  cy,  —  dd,)xiv  ^  (^^  ^  i^^  4-  ^2  —  d^^)y^'' 
+  {aa3  -H  ijSa  +  r/j  —  rfJa)^:»^  —  (a«  -h  4^  H-  C7  —  d5)r=0; 

e  viceversa  se  questo  secondo  punto  si  muove  su  d'un  piano 
d'uscita  a^v  x^^  -+-  4^^  y*^  -f-c'^z»^  H-  ày^r  c=  0,  il  primo  si 


{  25) 
maoverà  sul  piano  d'entrata 

(aiv  CK,  -h  4»^  a,  -♦-  c^v  ^^  ^  jiv  a)jr 

H-(a^^  /3i  -f-  4'^  /3,  -4-  civ  ^3  +  c/iv  ^)y 

H.(alV  y^    ^  ilV  y^  ^^  ^IV  y3    ^  rflV  y)^ 

-Ha'v  3,  H-  iiv  a^  ^  c^y  J3  ^  ^v  Jj^  —  Q. 

Segue  da  ciò  che  se  più  piani  passano  per  nna  stessa  retta»  o 
per  ano  stesso  punto,  i  loro  corrispondenti  di  entrata  ,  o  di 
uscita  passeranno  anche  per  una  stessa  rettalo  per  uno  stesso 
punto,  corrispondenti  di  entrata  o  di  uscita  delia  prima  retta 
e  del  primo  punto.  Inoltre  i  piani ,  polari  reciprochi  di  due 
punti  corrispondenti,  saranno  piani  corrispondenti,  ed  i  succes- 
sivi punti  corrispondenti  di  uno  stesso  punto  dello  spazio  che 
si  otterrebbero  considerando  successivamente  uno,  due,  tre^  o 
tutti  e  quattro  i  punti  dati  M'^  ,  Mo"  ,  Mo'^' ,  M^^^,  saranno  i 
vertici  di  un  quadrilatero  aperto  di  cui  i  Iati  passeranno  ri- 
spettivamente per  i  detti  punti  dati,  senza  essere  però  iscrìtto 
nella  sfera  proposta  come  M  M'  M"  M"'  M^^.  Finalmente  si 
ponga  in  (6)  x=  Oj  y  =  0  ,  js  =  0 ,  si  avranno  cosi  lo  coor- 
dinate del  punto  corrispondente  di  uscita  del  centro  della  sfera: 

Jt  ft  k 

a:i^  =  r-i.»     V^""  =  r  4- ,    z^'' =r    ^    ■ 


similmente  messo  in  (9)  x^^  =  0  ,  y^^  =  0  ,  z^^  =0,  saranno 
le  coordinate  del  punto  corrispondente  di  entrata  dello  stesso 
centro 

a  ^  7 

Ciò  posto  :  affinchè  il  quadrilatero  iscritto  M  M'  M"  M'"  M^^ 
risolva  il  problema  proposto,  dovrà  essere  chiuso  ;  quindi  il 
punto  M^^  dovrà  confondersi  con  M,  ed  x^^  ^  y^^,  z^^  essere 
rispettivamente  eguali  ad  j?,  y,  z  :  laonde  l'equazioni  (6)  e  (9) 
diventeranno  ; 


(il) 


(12) 


(26) 

x_ «,x  -4-/3,y  -f-y,  z-H^,  f  ^ 

r  ax  -t-  /3y  -1-  yz  -t-  dr 

y      a,  X  -4-  /9,y  -4-  y,  «  4-  5.  r 

js    •   «3  a?  -f-  jSa  y  M-  73  z  -4-  ^3  r 
r  or  -H  ^y  -f-  yz  H-  dr 

a:  a,  a;  -4-  «a  y  -♦-  «3  z  —  ar 

--••SS3      -  -    — ^--.^  -  •  , ,  • 

r  5j  J?  -f-d^y-4-  53  ;8;   — .   Jr 

y__/3iJP'4"/33y  H-/33g— /3r 

r  Ji  ar  -H  da  y  -h  J3  i  —  Jr  ^ 

g_      y^  ^-^fiV  -^y?iX  —yr 
f  ìia:^- 5ay-t-d3«  —  dr  ^ 


e  quindi,  per  le  osservazioni  precedenti^  i  valori  di  Xy  y  j  z 
ricavati  da  tre  di  queste  equazioni  se  soddisfaranno  anche  al-' 
Tequazione  della  sfera  a?*  -+-  y'  -Hz*  =3  r*,  determineranno  il 
primo  vertice  di  un  quadrilatero  che  risolve  il  problema  prò-* 
posto;  altrimenti  daranno  le  coordinate  del  primo  vertice  di 
un  quadrilatero  chiuso  non  iscritto  nella  sfera,  ma  tale  che  i 
suoi  vertici  saranno  i  successivi  punti  corrispondenti  del  primo 
di  essi  :  generalmente  poi  il  piano  polare  reciproco  del  punto 
(Xj  y,  z)  si  confonderà  con  i  suoi  piani  corrispondenti  di  en- 
trata e  di  uscita. 

Si  può  osservare  intanto  che  l'equazioni  (11)  rappresentano 
dei  paraboloidi  iperbolici,  che  hanno  rispettivamente  per  uno 
dei  piani  direttori  i  piani  delle  yz,  zx^  xy^  e  per  l'altro  piano 
direttore  uno  stesso  piano 

(13)  ax  -f-  /3y  -i-  7*  —  0 

perpendicolare  al  raggio  della  sfera  menato  al  punto  corri- 
spondente di  entrata  del  suo  centro  ;  e  poiché  tali  equazioni 
risultano  dall'eliminazione  di  x^^f  y^^  ,  z^^  9  considerati  come 


(27) 
parametri  variabili,  tra  l'equazioni  x=x^^',  ysrsy'^j  z  =  z^^ 
e  ciascuna  delfequazioni  (6)  rispettivamente^  questi  paraboloidi 
saranno  evidentemente  i  luoghi  geometrici  delle  intersezioni 
successive  dì  due  piani  corrispondenti,  essendo  il  piano  d'uscita 
costantemente  parallelo  ad  uno  dei  piani  coordinati  delle 
yzj  zx^  xy.  Lo  stesso  vale  per  i  paraboloidi  (12)  :  il  piano  di- 
rettore comune  a  tutti  «  tre  é 

(14)  J,  07  4- «2» -+-53  «  =  0, 

perpendicolare  al  raggio  della  sfera  menato  al  punto  corri- 
spondente di  uscita  del  suo  centro,  ed  i  piani,  che  con  le  loro 
intersezioni  con  i  rispettivi  piani  corrispondenti  generano  tali 
superficie,  sono  dei  piani  d'entrata  paralleli  rispettivamente  agli 
stessi  piani  coordinati.  Inoltre,  essendo  le  direzioni  dei  piani 
(13)  e  (14)  indipendenti  dagli  assi  delle  coordinate,  si  potrà 
stabilire  generalmente  che  il  paraboloide  iperbolico,  luogo  geo- 
metrico delle  intersezioni  successive  di  due  piani  corrispon- 
denti, essendo  il  piano  d'uscita,  o  il  piano  d'entrata  costante- 
mente parallelo  ad  un  piano  dato,  ha  per  [Hani  direttori  que- 
sto piano,  ed  il  piano  perpendicolare  al  raggio  della  sfera  me- 
nato al  punto  corrispondente  di  entrata,  o  di  uscita  del  di  lei 
centro.  Solo,  in  virtù  dell'ultima  equazione  (8)^    '^ 

(J.a:'^  -4-a^yiv.+^3^iv  _Jr)(ax-H^y-4-7z-+-5r)=— wV, 

se  il  piano  d'entrata  si  muove  parallelamente  al  piano  (13),  il 
piano  corrispondente  di  uscita  sarà  sempre  parallelo  a  (14),  ed 
in  tal  caso  il  paraboloide  in  quistione  si  cangerà  nel  cilindro  : 

(15)     (dior-H  i^y  •+-  i^z  —  Sr)[ax  -|-  /3y  4-  yz  -h  5r)=— wV^  , 


come  anche  risulta  dalla  somma  delle  equazioni  (11)  moltipli- 
cate rispettivamente  per  d^  ,  ^^  9  ^3  »  o  da  quella  delle  (12) 
moltiplicate  per  a,  jS,  7. 

Ritornando  ora  alle  suddette  equazioni,  sommandole  per  or- 
dine a  due  a  due  dopo  di  averle  liberate  dai  fratti,  si  avrà: 


(28) 


(16) 


x^{x  -+■  d,)x  4-  (18  +  «,)y  -h  (7  -»-  Js)*! 

='"[03«  —  «a)y  —  («3  —  y.)«  ■+-  («-t-  *,)r"[ 

y [(«  -4-  5.)  »  H-  (/3  -+-  5,)y  -+-  (7  4-  53>1 

=»'[(7a  -  ^3)*  -  (/3.  -  «,)«-!-  (/3h- J,)r] 
^[(a  -+-  à.)x  H-  r/3  -J-  ì,)y  -+-  (7  -+-  «a)*] 

=r[(«3  —  7>  —  (7a  —  /33)yH-  (7-i-*3)r"| 

e  dividendole  l'una  per  l'altra  col  combiaarle  a  due  a  due,  si 
otterrà,  solo  nciripotesi  che  «"  -+•  y'  -»-  z'  =  r"  : 

«[(7a  —  /Ss)*  H-  («3  —  7«)y  -^-  {/3.  —  «J«] 
=rj^(a-hJ.iy  — {/3-f-a,)x-+.(/3,— «>"] 

y[(73  —  /33)a:  -t-  («3  —  7')y  -+-  (^1  —  a=i)«3 

(17)  \  r  T 

=r|^(7  +  Ò3)x  —  (a  H-  J,)«  -t-  («3  —  7,)rJ 

►  ^[(7a  —  /S3)jc ■+-  («3  —  7«)y  H-  (^i  —  »»)z] 
=r[{/3  4-  5,)z  -  (7  -4-  Jjjy  +  (7,  _  p3)r] 

e  sommando  Tequazioni  (16)  dopo  di  averle  rispettivamente 
moltiplicate  per  7,  —  J83  ,  «3  —  7, ,  /3,  —  a,  ;  o  pare  sonv- 
mando  le  (17)  moltiplicate  per  7  -t-  J3  ,  ^  -4-  d»  ,  a  H^  J, ,  si 
avrjt  nell'uno  e  nell'altro  modo: 


(29) 
[(Ti  -♦-  /S3)*  -^  («3  —  7i)y  ■♦-  (i3«  —  «»^«J  ^ 

(18)  /     Ha  +  a.)x  -4-  (^  -t-  d,)y  -f-  (7  -t-  da)*] 

=  r'  [(7,--/33)(«H-d.)4-(«3-7.)(i3-4-«,)-t-(/3.-«.)(y+«3)] 

Si  sommino  Tequaziooi  (11)  elevate  a  quadrato,  e  Io  slesso  si 
faccia  con  le  (12);  si  avrà: 

(X»  -H  7"  -h  *"  —  r'jFca.x^.  «^y-H  i^z—  3r)'—  fi^vO  =  0  , 

avolo  riguardo  alle  relazioni  (7)  e  (10);  onde,  non  dovendo  i 
valori  di  Xj  y,  z  verificare  necessariamente  1'  equazione  delia 
sfera  «*  •+•  y*  -+•  x*  c=3  r*,  sarà  : 

«jc  -h  /3y  -H  7^  •+■  Jr  =  zt  wr  , 
iiX  -f-  Jay  -H  ^3*  —  3r  =  qp  ©r  , 

e  converrà  considerare  insieme  i  segni  superiori,  0  gl'inferiori, 
in  virtù  deirequazioni  (15).  Da  ciò  si  ricava  : 

(19)  {oc  -4-  ii)x  +  (i3  -f-  i^)y  -H  (7  -H  *3)«  =  0. 

(5,/3  —  My  —  (93«  —  9.7)- -^-(«  -*-  *«)(5  =p  a))r  =  0 
(20)  {  (9,7  —  »8/3>  —  («ijS  —  J,a)ar  +  (/3  +  »J(5  =f  G))r  =  0 

(«3»  —  5iy)«  —  (*a7  —  *3^)y  -^  (7  +  ^ò)(^  =P  ^)r  =  0; 

onde  i  punti  comuni  ai  paraboloidi  (11)  e  (12)  considerati  per 
ordine  a  due  a  due,  staranno  sulla  retta  (20)  esistente  nel  pia- 
no (19);  ma  questa  retta  è  parallela  alla  comune  intersezione 
dei  piani  direttori  (13)  e  (14)  dì  tali  paraboloidi,  dunque  gia« 
cera  interamente  su  di  essi,  e  quindi  ciascun  suo  punto  sarà 


(30) 
il  primo  Ycrlice  di  un  quadrilatero  chioso  di  cui  tutti  gli  al- 
tri vertici  saranno  i  successivi  punti  corrispondenti  del  primo. 
I  punti  poi  dove  la  retta  (20)  incontra  la  sfera,  saranno  i  pri- 
mi vertici  di  due  quadrilateri  che  risolvono  il  problema  pro- 
posto. 

Si  osservi  intanto  che  Inequazione  (19)  riduce  1*  equazione 
(16)  e  (18)  a 

(i9i  —  ajy  —  («3  —  7«)^  -^  (a  +  ^i)*"  =  0 
(21)  {        (73  -  ^,)z  -  (i3.  -  «3^  +  fP  -H  9,)r  =  0 

(as  —  yi)x  —  (y,  —  fiz)y  -+-  (y  h-  h)r  =  0 
(22)    (73_^3X«+5.)+(«3"7.)(/3+Ja)-i-(Pi-aJ(7H-»3)=0  , 

e  saranno  Tequazioni  (21),  attesa  la  relazione  (22),  Tequazioni 
delle  proiezioni  di  una  stessa  retta  ,  esistente  evidentemente 
nel  piano  (19),  e  che  passerà  anche  per  i  punti  comuni  ai  pa- 
raboloidi (11)  e  (12);  dunque  tale  retta  non  sarà  diversa  da 
(20),  e  si  avranno  perciò  le  relazioni 

(23)  ^        dja  —  5.7  =  (5  :;=  co){a^  -  7.) 

*a7  —  53i8  =  (5  zp  a))(73  —  ^3) 

le  quali  determineranno  il  segno  che  dovrà  avere  Gi>  in  (20). 
Inoltre  Tequazione  (18)  ridotta  per  (22)  a 

[ih  —  /Sa)*  -h  («3  -  7.)y  -+-  (/3i  —  «a)^]  X 

[(«  +9i)^  +  (/3+  J.)y  -f-  (7  -t-  Ss)^]  =0 , 

sarà  soddisfatta,  oltre  di  (19),  da 

(24)  (73  —  ^3)0^  ^  («3  —  7,)y  4.  (/3,  —  «3>  =  0 , 
.6  quindi  le  (17)  daranno: 


(31  ) 

{oc  -h  it)>j  —  (i3  -+-  5,)«  4-  (i8.  -  «,)r  =  0 

(25)  I     (7  -H  d3)x  —  {oc  -h$t)z  -H  («3  —  7,)r  =  0 

(i3  -f.  ò,)z  -  (7  -H  d3)y  +  (7a  -  ^3)r  =t  0 

equazioni,  a  motivo  di  (22),  di  una  stessa  retta  esistente  nel 
piano  (24),  di  coi  i  soli  punti  comuni  con  la  superficie  sferi^ 
ca  converranno  alla  quistione,  e  quindi  potranno  anche  essere 
ì  primi  vertici  di  due  quadrilateri,  che  risolvono  il  problema. 
Ma  è  facile  vedere  che  le  rette  (20)  o  pure  (21)  e  (25)  sono 
rispettivamente  perpendicolari  ai  piani  (24)  e  (19)  che  reci- 
procamente le  contengono,  e  che  le  loro  distanze  dall*  origine 
delle  coordinate,  per  le  relazioni  (23),  sono: 


[/ («  -»-  j,r  H-  (/3  -♦-  jj'  H-  (7  H-  hr 

j/  (a./3-J,«)'H-(«3«-J.7)'H-(5,7-«3^)' 
e 

y    (5.^  -  M»  -+-  (dja-  5.7)*  -t-  (d.7  -  «a^y 

dSIS  '  'LL'  '  I .    ■  <  «111     I         I        ,11    II     II     I  „ 


[/{et  H-  3.)'  H-  {/3  -H  J,)'  4-  (7  -4-  «3)'  ^  "^  " 

onde  Dd  =r^  ,  e  quindi  tali  rette  saranno  polari  reciproche 
r  una  deir  altra,  sicché  una  sola  di  ^sse  potrà  intersegare  la 
sfera  ,  e  le  soluzioni  del  problema  non  saranno  più  di  due. 
lotti  i  piani  però  che  passano  per  (25)  essendo  polari  reci- 
prochi dei  diversi  punti  di  (20)  o  (21),  saranno  quei  piani 
che  si  confonderanno  con  i  loro  corrispondenti  di  entrata  ,  o 
di  uscita. 

Se  i  punti  dati  sono  in  uno  stesso  piano,  questo  dovrà  pas- 
sare per  la  retta  (25)^  confondendosi  evidentemente  con  i  suoi 
piani  corrispondenti  :  le  intersezioni  adunque  di  tale  retta  con 
la  circonferenza  di  cerchio  in  cui  il  piano  dato  sega  la  snper- 


à 


(32) 
ficie  sfQrica  daranno  le  soluzioni  del  problema.    11  punto  poi 
dove  lo  stesso  piano  é  incontrato  dalla  retta  (20)  sarà  il  primo 
vertice  di  un  quadrilatero  chiuso^  piano,  con  i  vertici  succes- 
sivi punti  corrispondenti  del  primo. 

Supponghiamo  che  i  punti  corrispondenti  di  entrata  e  di 
uscita  del  centro  della  sfera  si  confondano  in  un  solo,  si  avrà 

onde  i  due  piani 

ox  -+-  jSy  -+-  yz  ^  Jr  =  ±  G)r  , 
9gX  -H  S^y  +  ^3-  —  dr  =  ::+:  G>r 

si  confonderanno  in  un  solo 

(26)  i,x  -h  Jay  H-  i^z  =  r(5  q=<v)); 

e  la  retta  (20)  rimarrà  indeterminata,  sicché  ogni  punto  del 
piano  (26)  sarà  il  primo  vertice  di  un  quadrilatero  chiuso  non 
iscritto,  con  i  vertici  successivi  punti  corrispondenti  del  pri- 
mo, ed  ogni  punto  della  circonferenza  di  cerchio  in  cui  tale 
piano  interscga  la  superficie  sferica  sarà  il  primo  vertice  di  un 
quadrilatero  che  risolve  il  problema.  Tutt*  i  piani  inoltro  che 
passano  pel  punto,  polare  reciproco  del  piano  (26) ,  si  confon- 
deranno con  i  loro  corrispondenti.  Se  i  punti  dati  sono  in  uno 
stesso  piano^  ogni  pnnto  dell'intersezione  di  questo  piano  con 
(26)  sarà  il  primo  vertice  di  un  quadrilatero  chiuso  ,  piano  , 
con  i  vertici  successivi  punti  corrispondenti  del  primo;  e  tra 
questi  quadrilateri  due  risolveranno  il  problema.  Tutte  le  cor- 
de poi  condotte  nel  piano  dato  pel  punto  polare  reciproco  di 
(26),  il  quale  punto  sta  evidentemente  nel  piano  dato,  si  con- 
fonderanno con  le  loro  corde  corrispondenti  di  entrata  e  di 
uscita. 

Finalmente  se  i  punti  corrispondenti  del  centro  della  sfera 
si  confondono  ambedue  con  esso  centro,  sarà  —  a  =  dt  =0 , 
—  j3  =  5^  =  0,  —  7=^3  =  0  ,  onde  «=:$,  ed  il  piano 
(26)  resterà  indeterminato  }  adunque  in  tal  caso  tutt'  i  punti 
dello   spazio   possono  essere  i  primi    vertici    di    quadrilateri 
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chiosi  ,  con  i  vertici  seguenli  successivi  punti    corrispondefiti 
dei  primo  vertice,  ed  ogni  punto  della  superGcie  sferica  sarà 
il  primo  vertice  di  un  quadrilatero  che  risolve  il  probjema  pro- 
posto. 

Ora  è  facile  vedere  che  i  risultati  ottenuti  non  dipendono 
dal  numero  dei  lati  del  poligono  che  si  vuol  iscrivere  nella 
sfera,  e  sarebbero  gli  stessi  nel  caso  dì  una  superGcie  qua- 
lunque di  secondo  grado  y  poiché  tutto  ciò  che  si  è  detto  é 
fondato  solla  forma  deireqoazioni  (6)  e  (9)  la  quale  non  cam* 
bia  con  la  superficie  proposta  }  solo  alcune  soluzioni  che  sa* 
rebbero  ideali  nel  caso  della  sfera  potranno  essere  reali  nell' 
ipotesi  di  una  superficie  qualunque  di  secondo  grado^  potendo 
questa,  quando  è  storta  ,  essere  simultaneamente  intcrsegata 
da  due  rette  polari  reciprodhe  l'una  deiraltra,  siccome  le  rette 
(20)  o  (21)  e  (25)  della  quistione.  Di  più  un  piano  pcrpendi* 
colare  ad  un  diametro  per  la  sfera,  si  capj^erà  per  .la  super* 
ficJe  di  secondo  grado  in  un  piano  parallelo  al  piano  diame- 
trale coniugato  del  detto  diametro.  Potremo  quindi  dare  la 
seguente  composizione  generalo  del  problema. 

Si  conduca  a  traverso  la  proposta  superficie  S  di  secondo  gra- 
do un  piano  C  :  siano  C, ,  C'y»  i  suoi  piani  corrispondenti  di 
entrata  e  di  uscita^  L\  ,  L'^  lo  intersezioni  di  questi  piani 
con  C;  S'  il  punto  d'incontro  di  L'i  ed  L'^ .  Siano  per  un  al- 
tro piano  C",  C", ,  C%  ,  V\  ,  L'^  ,  S"  i  luoghi  geometrici 
analoghi  a  G'x  ,  G'^^  L', ,  L'^  ,  S'.  Ogni  punto  della  retta  L 
che  congiunge  i  ponti  S'  ed  S"  sarà  il  primo  vertice  di  oo 
polìgono  chiuso  con  i  vertici  successivi  punti  corrispondenti 
del  primo,  ed  ì  punti  d'incontro  di  L  con  la  superficie  S  sa- 
ranno ì  primi  vertici  di  due  poligoni  che  risolvono  il  proble- 
ma. Tolti  ì  piani  poi  polari  reciprochi  dei  diversi  punti  di  L, 
o  sia  tutt'i  piani  condotti  per  la  retta  ly  polare  reciproca  di 
L,  si  confondono  con  i  loro  conrispondenti  di  entrata  e  di 
uscita. 

Se  i  due  punti  corrispondenti  di  entrata  e  [di   uscita  del 

m 

centro  O  di  S  si  confondono  in  un  solo,  lo  stesso  avverrà  per 
ogni  altro  punto  dello  spazio.  In  tal  caso  le  rette  L'i  ,  L'^  si 
annali  di  Scienze  Mai.  e  Fis.  T.  IL  genriaro  1851.  3 
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ìi  confondono  in  una  sola  L',  del  pari  .che  V't ,  L'^^^  in  an* 
Altra  L'V:  queste  rette  L'  od  L"  stanno  in  uno  stesso  pianò  P 
di  cdi  ogni  punto  é  il  primo  vertice  di  un  poligono  chiuso , 
con  i  vertici  successivi  punti  corrispondenti  del  primo  ;  )Bd 
Ogni  punto  della  linea  di  secondo  grado  in  cui  P  intersega  S 
sarà  il  primo  vertice  di  uu  poligono  che  risolte  il  problema. 
Tott'i  piani  inoltre  polari  reciprochi  dei  diversi  punti  di  P,  o 
aia  tuit'i  piani  condotti  pel  punto  p  polare  reciproco  del  pianò 
P  si  confonderanno  con  i  loro  corrispondenti  di  entrata  e  di 
uscita.  FinalMente  se  i  punti  corrispondenti  del  centro  di  S  si 
confondano  con  esso  centro,  ogni  punto  dello  spazio  avrà  la 
stessa  proprietà)  e  quindi  sarà  il  primo  vertice  di  un  poligono 
chiuso  con  i  vertici  successivi  punti  corrispondenti  del  primo, 
ed  ogni  punto  della  superficie  S  %arà  il  primo  vertice  di  un 
poligono  che  risolve  il  problema.  Di  più  si  osservi  che,  nel  caso 
generale  ,  se  la  retta  l  incontra  anche  la  superficie  S  »  tali 
punti  d'incontro  saranno  pure  i  primi  -  vertici  di  due  poligoni 
che  risolvono  il  problema  ; 'Biccome  avverrà  sempre  che  S  hod 
sarà  incontrata  da  L. 

Abbiamo  dettò  che  il  punto  d'incontro  di  L  con  un  piano 
C  è  detertninato  dairincontro  di  G'  con  la  comune  interse-» 
kione  dei  suoi  piani  corrispondènti  di  entrata  e  di  uscita 
G'i  9  Cfi  *  similmente  é  facile  vedere  che  il  punto  d' incontro 
di  l  con  C^  sarà  l' Intersezione  di  C  con  la  polare  reciproca 
della  intersezione  comune  dei  suoi  piani  corrispondenti  C'u  C^* 
Queste  costruzioni  si  renderanno  più  iehiplici  se  il  piano  €' 
che  sì  considera  è  tangente  di  S;  giacché  allora  il  punto  d' 
incontro  di  L  con  C  sarà  determinato  dairincontro  di  C  Con 
la  comune  intersezione  dei  piani  tangenti  ad  S  nei  punti  cor- 
rispondenti di  entrata  e  di  uscita  del  punto  di  contatto  di  C 
con  S  :  ed  il  punto  d'incontro  di  I  con  C  sarà  i'  intersezione 
di  G^  con  la  retta  che  unisce  i  dotti  punti  corrispondenti  del 
punto  di  contatto  di  G'  con  S. 

Se  i  punti  dati  pei  quali  debbono  passare  i  lati  del  poli- 
gotto  da  iscriverai  sono  tutti  in  un  piano  P^,  che  incontri  S 
Mila  linea  di  secondo  grado  C,  passerà  P^  per  { ,  e  Tintcrse^ 
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zioni  di  qncsta  retta  con  G  saranno  i  primi  vertici  di  dne  po- 
ligoni che  risolvono  il  problema.  II  punto  d'incontro  poi  di  P^ 
con  L  sarà  il  primo  vertice  di  un  poligono  piano,  chiuso,  eoa 
i  vertici  successivi  punti  corrispondenti  del  primo.  Se  i  due 
punti  corrispondenti  del  centro  di  S  si  confondono  in  un  so- 
lo, il  piano  Po  passerà  pel  punto  p  di  cui  si  é  parlato  sopra, 
ed  ogni  punto  dell*intersezione  di  P^  col  piano  P  sarà  il  pri- 
mo vertice  di  un  poligono  piano,  chioso,  con  i  vertici  succes- 
sivi punti  corrispondenti  del  primo  :  i  due  punii  poi  in  cui 
questa  intersezione  incontra  G  saranno  i  primi  vertici  in  due 
poligoni  piani  che  risolvono  il  problema.  Inoltre  tutte  le  corde 
di  C  condotte  per  p  si  confonderanno  con  le  loro  corrispon^ 
denti.  Finalmente  se  i  due  punti  corrispondenti  del  centro  di 
S  si  confondono  con  osso,  ogni  punto  di  P^  sarà  il  primo  ver- 
tice di  un  poligono  piano,  chioso,  con  i  vertici  successivi  punti 
corrispondenti  del  primo  ,  ed  ogni  ponto  di  C  sarà  il  primo 
vertice  di  un  poligono  piano  che  risolve  il  problema. 

Per  le  cose  dette  si  può  tenere  per  risoluto  il  problem'* 
d'iscrivere  in  una  curva  di  seeondo  grado  G  un  poligono  con 
i  lati  che  passino  per  punti  dati,  poiché  basterà  far  passare 
per  C  una  superBcie  S  di  secondo  grado  ,  ed  eseguire  le  co- 
struzioni precedenti.  Ma  il  problema  può  risolversi  direttamene 
te,  con  costruzioni  più  semplici,  senza  la  considerazione  di  S. 
In  fatti  converrà  nell'ipotesi  attuale  supporre  nelle  formolo 
precedenti  «3  =  jSj  =  73  =  7^  =  Yi  =  7  =  ^3  =  0  :  con  ciò 
l'equazioni  :  11,  12,  15,  16,  17,  19,  20,  21,  23,  25  sì  cange- 
Taone  rispettivaménte  in 

x^_  ft,a?4-/3,y  H"^,r  •         y__  a^  -H  ^^v  -4-  $>r 
^  r         «x  -f-^y  -+•  4r   '  r         «jc  H-  /Ì7  -f*  5r 

/281      ^  _      «1^  H-  g:,v  —  (XX      y_      /3,j?-4-|3.y —^r 
'      r  4,jp  -f-  day  —  dr'      r  d, x  -H  o^y  —  dr 

(29)        {^yx  H-5,y  —  ^T)\(tx  -t-  /3y  -+-  5r)  s=  —  <aV' 


(36). 

(30) 

y[(a-H  J.)x-h  (/3+Jjy]  =  r  [-(/3.-«>-|-{/3-|-5y)rl 

(31)  («  4-  5.)y  -  (/3  +  5,).r  -H  (p.  -  «,)r  =  0 

(32)  («  H-  d,)a!  -»-  (/3  -h  d,)y  =  0 

(33)  J 
/     --(5.|3  —  d,«)x  -t-  (/S  -4-  5a)(J  q=  &))  a=  0 


(34) 


(P.— «a)y  •+■(«-+•$.)'•=  0 

-(iS.  -  «>  -+-  (/3  -H  5,)r  =  0 
(35)  a,/3  —  J,a  =  (  J  =p  6))(^ .  —  a,) 


J/" 


(«-hd.)»-i-(/3-f-a,)' 

P  =  '- ^ r(5  =i=  «) 

d  =  ^.^— 5»a  __r 


K 


(fl:+$.r-4-(i3+8,r         "^^ 


,    Dd  =  r' 


Adqoqae  il  punto  (33) ,  o  sia  (34)9  esistente  sulla  retta  (32) 
soddisfarà  all'equazioni  (30)  e  quindi  a  (27)  e  (28)3  laonde,  poi- 
ché generalmente  non  è  un  punto  di  G;  sarà  il  primo  vertice 
di  un  poligono  chiuso,  con  i  'vertici  successivi  punti  corri- 
spondenti del  primo.  I  punti  d'incontro  poi  di  G  con  la  retta 
(31),  polare  reciproca  del  punto  (33),  o  (34)  atteso  i  valori  di 
D  e  d  ,  saranno  i  primi  vertici  di  due  poligoni  che  risolvono 
il  problema.  Se  i  due  punti  corrispondenti  del  centro  di  G  si 
confondono  in  un  solo,  il  punto  (32)  determinato  dairincontro 
delle  due  rette  : 

«a?  4-  /Sy  -4-  5r  =  z±i  S)r  ,         di  r  -+-  d^y  —  5r  =  :;z  »r 
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rimarrà  indeterminato,  ridacendosi  qaeste  rette  ad  ona  sola  t 

(36)  8,x -H  J2y:r=r(8±(i)) 

per  essere  in  tale  ipotesi  —  a  =  i^,  -f--/3  =  3a.  Adunque 
tutt'i  punti  di  (36)  saranno  i  primi  vertici  di  poligoni  chiusi 
con  i  Yerlici  successivi  punti  corrispondenti  del  primo  ,  ed  i 
punti  d'incontro  di  C  con  (36)  saranno  i  primi  vertici  di  due 
poligoni  che  risolvono  il  problema.  Tutte  le  corde  poi  che  pas- 
sano pel  punto  polare  reciproco  di  (36)  si  confonderanno  eoa 
I9  loro  corrispondenti  di  entrata  e  di  uscita.  Finalmente  se  i 
due  punti  corrispondenti  del  centro  di  G  si  confondono  con 
esso,  sarà  —  a  =  J,  =0,  —  /3  =  Ja=0,  Ci)  =  3,  onde  la 
retta  (36)  rimarrà  del  tutto  indeterminata,  e  quindi  ogni  punto 
del  piano  di  Cf  sarà  il  primo  vertice  di  un  poligono  chiuso 
con  i  vertici  successivi  punti  corrispondenti  del  primo,  ed  ogni 
punto  di  G  sarà  il  primo  vertice  di  un  poligono  che  risolve  il 
problema.  La  retta  (31)  si  costruisce  osservando  che  il  suo 
punto  d^incontro  con  una  corda  L'  di  G  é  determinato  dairin- 
contro  di  V  con  la  retta  polare  reciproca  dell'intersezione  co- 
mune delle  due  corde  corrispondenti  di  entrata  e  di  uscita 
L'i  ,  L'^  di  Vf  o  sia  dall'incontro  di  V  con  la  retta  che  uni- 
sce il  punto  corrispondeute  di  uscita  di  un'estremo  di  V}  ed 
il  corrispondente  di  entrata  dell'altro  estremo.  Questa  costru- 
zione diviene  più  semplice  quando  la  retta  L'  è  tangente  di 
C;  giacché  allora  il  punto  d'incontro  di  (31)  con  L'  sarà  V'wr 
tersezione  di  L'  con  la  retta  che  congiunge  i  punti  corrispou- 
denti  di  entrata  e  di  uscita  del  punto  di  contatto  di  L'  con 
G.  La  retta  (36)  si  costruisce  poi  osservando  che  essa  incon- 
tra una  corda  L'  di  G  nel  punto  ove  L'  è  incontrata  dalle  sue 
corde  corrispondenti^  confondendosi  nel  caso  che  si  considera, 
in  una  sola. 

Da  ultimo  si  può  mediante  il  problema  risoluto  risolvere 
il  seguente  più  generale  :  d'iscrivere  cioè  in  una  curva  piana 
C  tracciata  su  di  una  superficie  di  secondo  grado  L  un. poli- 
gono '  formato  da  archi  di  curve  piane  tracciate  su  dì  S  ,  in 
modo  che  questi  archi  passino  per  punti  dati  M/«  di  S  ,  ed  i 


(38) 
loro  piani  por  altri  patiti  N^  comunque  dati  nello  spazio.  In 
fatti  é  facile  vedere  che  prolungando  la  retta  THjMfi  sino  ali* 
incontro  del  piano  di  G  in  nifu  il  poligono  cercato  avrà  gli 
stessi  vertici  del  poligono  piano  iscritto  in  G  con  i  lati  che 
passino  per  i  punti  m^u  •  DI  più  se  la  superficie  S  è  sferica  , 
ed  i  punti  ìi^  sono  dati  su  di  essa ,  del  pari  che  M^,  proiet- 
tando stereograficamente  la  figura  su  di  un  piano  ,  si  avrà  in 
un  cerchio  iscritto  un  poligono  terminato  da  archi  di  cerchi, 
ciascuno  dei  quali  passerà  per  due  punti  dati. 

NOTIZIA  BIBLIOGRAFICA 

TRAITÉ  EF.EMENTAIRE  D'ALGEBRE 

AV£C  UN  GRAND  NOMBRE  D'EXERCICES  SCIVI  D£S  SOLUTIONS 

DE  CES  EXERGICES, 

PAR  J|#9EPH  BCBTRJlIV». 

Un  vilume  in  a.  <U  406  pagine. 
Parif.  Libraire  de  L.  lUchelte.  iSiSO. 


Questo  trattato  fa  seguito  a  quello  di  Aritmetica  del  me- 
desimo autore,  ed  è  esposto  colla  stessa  chiarezza  e  proprietà 
di  linguaggio,  e  collo  stesso  rigore  nelle  dimostrazioni.  Il  sig. 
Bertrand,  già  noto  per  molle  memorie  originali  e  profonde  snile 
parti  più  elevate  delie  matematiche,  dichiara  cosi,  nelPavverti- 
mento  premesso  airaritmelica,  il  disegno  che  ha  avuto  nel  com- 
pilare queste  due  opere  elementari  :  «  Esse  sono  destinate  spe- 
»  cialmente  pc^giovani  che  si  propongono  di  progredire  Delle 
»  altre  parti  delle  matematiche,  ed  è  per  essi  soprattutto  che 
»  10  ho  cercato  di  recare  ne'  ragionamenti  e  nelle  de6nizioni 
))  un  rigore  ed  una  precisione  di  cui  è  a  'desiderare  che  al 
))  più  presto  possibile  contraggano  l'abitudine  ». 

Gli  esercizi!,  scelli  con  fino  criterio,  sono   indirizzati  in 
gran  parte  a  spianare  varie  difficoltà  che  si  potrebbero  incon* 
strare  nelle  alte  regioni  della  scienza.  Ed  anche  per  qnesto  ti- 
tolo i  due  trattati  elementari  si  raccomandano  ai  giovani  ed  a 
coloro  che  si  occupano  deirinsegnamento. 


(  W) 
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KUOV£  ÀPPìR£SZ)E;  pEIX'AN£X.LO  DI  SATUENO 

ARTICOLO 
DI  A.  SECCHI 

Pfe(ÌNaaro  ne)  GoUegio  Romano. 


Non  TI  è  offfitiB  in  natura,  il  qiudc,  banche  osserraliD  ad 
esaminalo  «ha  aia  fre^picnteaeiile  non  possa  talora  mostrare 
eose  snove  e  soTenti  maraviglie  inaspettate.  Quindi  non  deva 
recar  sorpresa  che  gli  a^raaoini  tornino  spesso  ad  osservare  i 
raedesini  carpi  caiesii  benché  già  osservati  le  miriadi  di  volte, 
e  BOB  di  rado  accada  di  trovare  in  essi  qualche  inaspettata 
Bovitk.  Tali  sono  le  recenti  apparenxe  dell*  anello  di  Saturno 
di  cui  sono  per  dar  conto. 

La  aera  dri  23  novembre  1850  osservando  Sslurno  col 
oanoocchìale  di  Caachoix,  parvemi  vedere ,  che  il  limi^  dell* 
Bmbra  gettata  dal  pianeta  snir  anello  non  era  t^raiìuato  da 
«na  linea  DcUa  ni  da  una  linea  cmrva  rivolgente  la  sua  con-* 
cavità  al  pianeta  come  ai' suole  oomunemente  disegnare ,  ma 
da  una  curva  rivolgente  k  mta  jconvinUi  al  globo  del  pianeta 
medesimo. 

Di  pia  il  contorno  dall'anello  appariva  interiormente  assai 
mal  terminato,  e  quasi  sfumato.  Quest'ultimo  fatto  da  princi- 
pio mi  fece  dubitare  qualche  grave  impressione  d(dlo  '  stru- 
meBte  che  foaae  inanfideate  a  darci  nn  coBtorno  poociso  dell' 
<iggello  che  guardavamo,  ma  d'altfioode  riflettendo  ohe  netttisr 
aiflie  vedevansi  le  più  minute  atriace  sul  globo  del  pianeta , 
come  pure  decisìasima  essendo  la  forma  dell'ombra  dell  anello 
ani  piaMla,  aeapettaì,  che  l'essere  mal  terminato  fosse, dovuta 
atta  oUifuità  deVaM^i  incidenti  (Ja  qiiale  a,queli*epooa^a  di 
10^  circa)  confinala  «olla  curvatura  della  superficie  deU'aAcl- 
ÌQ.  Uoa  tal  curvatura  veniva  apertamepte  indicata  dulia  lio^a 
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(crminalrìcc  deirombra  del  pianeta  su  l'anello.  InfaUi  se  1'  a- 
nello  è  piano,  l'ombra  del  globo  di  Saturno  su  di  esso  non  può 
esser  terminata  che  o  da  una  linea  retta,  o  da  una  curva  ri- 
volgente la  concavità  al  pianeta  ;  ma  se  la  sua  superficie  è 
curva  potrà  aversi  anche  il  caso  di  una  curva  rivolgente  la 
sua  convessità  al  globo.  I  principi!  di  sciografia,  e  l'esperienza 
stessa  facilmente  possono  di  ciò  convincere  chicchessia.  I  fatti 
osservati,  adunque,  servirebbero  maravigliosamente  a  dare  una 
prova  che  la  superficie  dell'anello  non  è  piana  ma  curva;  cosa 
già  sospettata  da  Laplace  il  quale  supponeva  l'anello  generato 
da  una  ellisse,  ma. di  cui  mancavano  prove  positive. 

Per  assicurare  meglio  la  verità  di  questi  fatti,  non  contento 
del  testimonio  de'  miei  sensi ,  né  di  quello  di  molti  altri  os- 
servatori ai  quali  erasi  fatto  esaminare  il  fenomeno  senza  pre- 
venirli in  modo  veruno,  e  che  concordemente  l'avevano  atte- 
stato tale,  mi  diressi  al  sig»  Lassell  di  Liverpool,  già  celebre 
per  le  scoperte  dell'ottavo  satellite  di  Saturno,  e  del  satellite 
di  Nettuno  fatta  coi  suoi  forti  telescopi,  onde  accertasse  o  di- 
struggesse i  fatti  che  a  noi  pareva  di  aver  osservalo.  Il  sig. 
Lassell,  ha  voluto  gentilmente  compiacermi  coli'  osservare  il 
pianeta  nelle  migliori  circostanze  che  ha  potuto,  ed  ho  la  sod- 
disfazione di  vedere  accertato  quanto  io  avea  a  lui  indicato 
suir  ombra  ,  e  inoltre  chiarito  meglio  ciò  che  apparliensi  al 
contomo  dell'anello.  Ecco  la  traduzione  delia  sua  lettera. 

)>  Starfield  Liverpool  31  Dicembre  1850. 

»  Per  mezzo  di  un  amico  ho  ricevuto  la  vostra  comunica- 
»  zione  relativamente  all'anello  di  Saturno  come  esso  appare 
»  presentemente,  e  secondo  il  vostro  desiderio  ho  osservato  que- 
>i  sto  oggetto  con  tutta  la  cura  ed  attenzione  che  permettevano 
»  le  circostanze.  Mi  dispiace  tnttavia  che  lo  sconcerto  dell'at- 
»  mosfera  essendo  stato  straordinariamente  grande  non  ho  po- 
»  tuto  vedere  il  pianeta  in  uno  stato  tranquillo  dopo  ricevuta 
»  la  vostra.  Tuttavia  la  più  vivida  impressione  che  io  ho  pò- 
»  tuto  ottenere^  fu  che  la  larga  porzione  d'ombra  gettata  dal 
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h  globo  sull'anello  era  leggermente  eurva^  la  convessità  essendo 
i>  rìfolta  Terso  il  globo. 

n  Ma  nn  più  sorprendente  fenomeno  ha  colpito  il  mio  oc* 
»  chio,  ed  è  la  presenza  di  una  ieggier  ombra  (shade)  la  qnale 
»  copre  circa  la  metà  di  quello  che  io  sono  stato  uso  di  con- 
TU  siderare  come  il  fondo  del  cielo  entro  1'  anello  intemo.  La 
»  figura  racchiusa  (V.  lav.)  può  darvi  una  idea  di  questo  fé- 
»  nomeno.  Essa  era  simile  ad  un  crasso  velo  che  coprisse 
»  una  parte  del  cielo  dentro  l'anello  intemo  disegnato  colla 
»  lettera  (^).  Vi  era  puro  una  linea  d'  ombra  sommamente 
»  sottile  corrente  lungo  Torlo  meridionale  della  parte  setten- 
]>  trionale  dell'anello  dove  esso  attraversa  il  pianeta,  e  questa 
»  linea  sembrava  qualche  'poco  più  larga  a  ciascun  termine 
j»  dove  toccava  i  lembi  del  pianeta.  Questo  fenomeno  é  som- 
di»  mamente  interessante  e  difficile;  perchè  se  non  ò  nuovo,  egli  é 
n  assai  sorprendente  che  non  siasi  mai  osservato,  essendo  assai 
x  bene  a  portata  dei  potenti  telescopi  che  ora  esistono.  .Io 
»  credo  che  1*  orlo  interno  dell'  anello  é  sempre  apparso  mal 
ji  definito,  e  senza  limite  deciso,  ma  il  suo  prolungamento  si- 
»  no  alla  metà  della  palla,  è  affatto  particolare,  e  per  quanto 
»  IO  so  non  è  stato  mai  finora  considerato. 

»  Riguardo  alla  curvatura  della  superficie  dell'  anello  che 
3»  pare  indicata  dall'ombra  del  globo  terminata  da  linea  curva: 
31  io  credo  che  l'estrema  sottigliezza  dell'anello^»^  qnale  rilevasi 
ji  nella  totale  sua  sparizione  allorché  il  piano  dell'anello  passa 
»  per  la  terra  non  ammette  l'idea  che  una  tale  curvatura  possa 
»  riuscir  sensibile  nell'ombra  del  globo.  Tuttavia  do  questa  opi- 
»  niono  con  diffidenza  giacché  non  posso  accertare  qual  pic- 
»  colo  grado  di  curvatura  possa  esser  reso  sensibile  per  lo 
»  scorcio  dovuto  alla  nostra  attualo  posizione  relativamente  al 
»  pianeta. 

»  Una  maggiore  apertura  dell'anello    con  un  cambiamento 
»  di  declinazione  del  pianeta,  mostrerà,  io  spero,  maggiori  me- 
»  ravjglie  di  questo  interessante  ed  unico  oggetto. 
»  Ho  l'onore  ec. 

W.  Lassell. 
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Appena  ricevaU  questa  lettera  ho  riservato  il  pianeta  e 
ma  essendo  allora  fissai  vicino  alla  luna  non  potei  riloTare  alb- 
ero che  un  orlo  turchiniccio  circondante  interiormente  Tanello, 
cosa  che  avevamo  ^  veduto  più  volte,  ieri  sera  però  (19  gen- 
naio) l'atmosfera  sommamente  placida  e  ad.  abbastanza  para, 
permise  di  soddisfare  me,  ed  altri  meco  pienamente  sa  tutti 
i  punti  toccali  di  sopra  :  potei  in  queste  ricerche  osare  i  più 
forti  ingrandimenti  di  cui  é  capace  il  canaocchiale  (di  500  a 
600  )  senza  nuocere  sensibilmente  alla  precbione  delie  ioMnaf- 
gini,  il  che  non  si  era  potuto  fare  nelle  prime  osservazioni. 
L'ombra  seguitava  al  solito  ad  esser  terminata  da  linea  curva. 
La  specie  di  nebulosità  o  crasso  velo  del  sig.  Lassali  lo  ve- 
demmo nettissimo,  se  non  che  ci  apparve  più  chiaro  e  dÌBtint# 
ilaìla  parte  sinistra  che  dalla  destra  come  apparisce  nel  oaor 
nocchiale>  quindi,  siccome  il  cannocchiale  rovescia  ,  parve  pia 
largo  dalla  parte  del  sole.  La  differenza  però  non  era  tanto 
grande  da  potervi  fondare  sopra  veruna  consegnenza:  direr 
mo  soltanto  che  essa  non  pare  da  trascurarsi,  perchè  potrebbe 
dare  nna  «spiegazione  delia  detta  penombra,  la  quale  come  si 
è  detto  potrebbe  derivare  semplicemente  da  una  diminuzione 
di  luce  dovuta  alla  inclinazione  della  superficie  curva  ,  quale 
secondo  me  viene  indicata  dal  limite  dell'  ombra  del  pianeta 
su  l'anello.  Questo  fu  il  primo  pensilo  che  mi  si  presentò 
allorché  vidi  la  prima  volta  questo  fenomeno,  e  1'  ho  diffusa- 
nenie  espo$to  in  una  lettera  al  sig.  Schumacher  di  cui  deplo- 
riamo dolorosamente  la  recente  perdita  i^L 

11  sig.  Laasell  sembra  con  modestissima  riserva  dubitare  di 
questa  conseguenza,  attesa,  dice  esso,  la  sottigliezza  dell'anel- 
lo :  ma  è  a  riflettere  che  questa  non  deve  poi  esser  tanto  pic- 
cola. All'atto  della  disparizione  l'aneUo  é  stato  veduta  da  Bond 


(*)  Se  per  lullì  gli  astronomi  quesla  morte  è  stata  dolorosa,  a  noi 
lo  è  stata  in  un  modo  sommo,  atteso  il  singolare  aflfetto  cbe  egK  ha 
sempre  mostrato  verso  il  nostro  osservatorio.  Sia  questo  breve  atte- 
stalo di  gratitudine  un  pubi)iico  testimonio  del  molto  cbe  gli  dobbiamo. 
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e  da  altri  come  una  linea  fiDÌssiina  InmiiKMa^  il  eho  argomenta 
qnaJcbe  centinaio  di  miglia  in  grassezza.  Mi  tono  poi  cooTioto 
coU'esperìenze  che  aoperGcie  pochissimo  riloTate  possono  iaro 
comparire  l'ombra  di  una  palla  assai  convessa  verso  la  mede* 
sima  solfo  incidenze  di  Ince  non  difficili  a  trorarsi. 

Toliavìa  io  presento  questa  spiegazione  oome  noa  congela 
Uana,  e  nenuneno  io  credo  che  tal  questione  sia  facile  a  deci^ 
dere  senza  noa  loaga  serie  di  osservazioni.  Se  la  penombra 
osservata  andrà  crescendo  al  crescere  dell'  obliquità  de'  raggi 
solari  snir  anello  ,  sarà  sicoro  indizio  dell'  esser  dorata  alla 
cnrratnra  di  superficie  »  ma  se  fosse  altrimenti  dovrebbe 
cercarsene  altra  spiegazione.  Ora  che  i  raggi  solari  Tanno  eie- 
fandosi  sul  piano  dell'anello  essa  dorrebbe  scemare.  La  por- 
zione però  di  questa  penombra  Yisibile  deve  dipendere  anche 
dalla  elevazione  della  terra  su  lo  stesso  piano.  L'elevazione 
dei  raggi  solari  nel  pianò  dell'anello  nel  1*  Gennaio  185i  era 
di  12"*  34':  essa  va  crescendo  continuamente.  Quella  della 
terra  alla  stessa  opaca  era  to'"  1'  e  questa  pure  va  crescen- 
doy  ma  pia  rapidamente  dell'altra  in  modo  che  noi  marzo  sa- 
ranno eguali.  Combinando  insieme  le  variazioni  di  posizione 
del  sole  e  della  terra  relativamente  all'anello  non  è  difficile 
trovare  la  legge  del  fenomeno  nella  ipotesi  predetta* 

JkJbbsamo  pure  distintamente  osservato  la  sottil  linea  oscura 
che  orla  l'anello  ove  attraversa  il  pianeta ,  e  questa  ò  quella 
che  unita  alla  tinta  più  chiara  dell'  anello  fa^  che  esso  appaia 
perfettamente  staccato  in  modo  che  persone  non  use  a  vedere 
Saturno  nei  cannocchiali  subito  ne  hanno  raffigurato  la  vera 
struttura.  Questa  linea  è  certamente  difficile  a  spiegarsi.  Nella 
ipotesi  che  la  penombra  sia  dovuta  alla  causa  che  abbiamo 
accennala,  dovrebbe  la  terra  esser  elevata  notabilmente  sul 
piano  deir  anello;  ora  la  elevazione  della  terra  essendo ,  come 
abbiamo  veduto,  di  soli  10°  l' o  poco  più  (per  l'aumento  che  va 
a  mano  a  mano  ricevendo)  essa  pare  troppo  piccola  cosa  per  esser 
sufficiente  a  farci  vedere  la  parte  dell'anello  semiadombrato,  che 
sta  di  profilo  dalla  parte  nostra.  Nondimeno  anche  questa  cir- 
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costanza  non  è  contraria  alla  spiegazione  che  tutte  queste  ap- 
parenze sieno  doTute  alla  curvatura  della  superficie  deiranèllo. 
E  qui  non  sarà  inutile  di  osservare,  che  quando  diciamo  cur- 
vatura non  intendiamo  di  dire  che  esso  sia  convesso;  questa  é 
certamente  la  supposizione  più  probabile  ,  ma  potrebbe  anche 
essere  che  qualche  sua  parte  fosse  più  depressa  sotto  il  piano 
delle  altre,  onde  potersi  dire  che  l'anello  in  qualche  sua  parte 
è  concavo.  Le  varie  strisce  osservate  su  di  esso  (alcune  delle 
quali  erano  visibili  benché  assai  debolmente  anche  jeri  sera  ) 
paiono  dimostrare  esser  le  parti  di  questo  corpo  soggette  a 
notabili  spostamenti  ed  esser  beh  lontano  dall*  esser  esso  nella 
sua  struttura  un  tutto,  solido  e  compatto;  ma  che  anzi  ò  pro- 
babilmente composto  di  anelli  concentrici  ed  indipandcnti. 

Del  resto  chi  volesse  spiegare  la  nebulosità  interiore  dell' 
anello  coll'ammettere  una  specie  di  atmosfera  anulare  intomo 
al  medesimo,  potrebbe  trovare  appoggio  alla  sua  opinione  nel 
fatto,  che  la  divisione  Hershelliana  apparisce  spesso  assai  mal 
terminata  e  nebbiosa,  forse  per  effetto  di  una  simile  atmosfera. 

Se  tutti  questi  fenomeni  fossero  realmente  nuovi  cioè  non 
mai  dianzi  accaduti  nel  pianeta,  essi  potrebbero  fare  sospettare 
qualche  grave  cambiamento  nel  sistema  Saturnio  ;  ma  prima 
di  concludere  questo,  o  tirare  veruna  conseguenza,  e  fabricare 
ipotesi  sarà  mestieri  studiare  la  legge  di  queste  apparenze  in 
altre  opportune  occasioni  secondo  il  consiglio  del  chiarissimo 
sig.  Lassell. 

Osservatorio  del  Collegio  Romano  20  gennaio  1851. 

A.  SECCHI. 

« 

P.  S.  Soggiungo  qui  con  questa  occasione  gli  elementi  di 
Egeria  calcolali  sulle  osservazioni  di  Napoli  dei  giorni  8,  1 5 
e  22  Novembre  1850.  Essi  sono  stati  dedotti  col  metodo  espo- 
sto dal  prof.  Challis  negli  atti  della  Società  Astronomica  di 
Londra,  e  si  è  tenuto  conto  non  solo  della  precessione  e  nu- 
tazione, ma  anche  della  aberrazione  e  parallasse.  I  calcoli  sono 
stati  fatti  indipendentemente  da  me  e  dal  mio  assistente  P. 
Rosa. 
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ELEMENTI  1^1  EGERIJk- 

^Domalia  media  15.  0  Novembre  1850 

t.  m.  di  Greenwich      .     .     293«  38'  14",  25 

Longit.  del  perielio     ....     114     35  11.5    ìEquin. 

>medio 
LoDgitudioe  del  nodo.     ...      43     46  33.55  )1850,U 

Inclinazione 15     35  53.50 

Semiasse  maggiore    .     .    ^    .  2. 5479670 

Durata  della  rivoluz.  siderale.  .  4,^"  0671539 

Moto  diurno  eliocentrico     .    .  872'',  401169 

Eccentricità.     ..,.,.  0,0%67279 

Questi  elementi  rappresentano  esattamente- 1*  osservazione 
media  :  le  due  estreme  sono  rappresentate  pure  esattamente 
in  ascensione  retta,  ma  in  declinazione  le  posizioni  calcolate  dif- 
feriscono di  pochissimi  secondi  dalle  osservate.  Il  piccolo  in- 
tervallo che  abbracciano  le  osservazioni  di  cui  ci  siamo  ser- 
vito non  permetto  di  riguardarli  che  come  una  prima  appros- 
umazione  da  correggersi  appresso  con  altre  osservazioni. 
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EFEMERIDE  DELLA  COMETA  DI  FAYE 

CALCOLATA 
DAL  9I«.  liEYEnBIEH 

E  COMUNICATA 

»4L  MG.  PnOV.  A.  C«LLA 

di  Parma. 


La  Cometa  fu  ritrovata  a  Cambridge  in  Inghilterra  il  19 
novembre  p.  p.  da  M.  Ghallis  col  grande  equatoriale  di  Nor- 
thumberland. 


T.  mezzodì 
mcd.  Parigi 

Dicembre  26 

AR. 

22M9-.34' 

Deci. 
— 5''19'  14" 

Log.  dist. 
dai  sole 
0,  287 

Log.  dits. 
dalia  terra 
0,  347 

30 

22  27 

43 

—4  53  33 

0,  283 

0,  351 

Gcanaio  3 

22  36 

4 

-4  25  40 

0,  280 

0.  334 

1 

22  44 

34 

—3  55  38' 

0,  276 

0,  358 

11 

22  33 

16 

—3  23  34 

0,  272 

0,  361 

15 

23  2 

7 

—2  49  35 

0,  268 

0,  364 

19 

23  11 

7 

—2  13  49 

0,  265 

0,  367 

23 

23  20 

16 

—1  36  22 

0,  262 

0,  370 

27 

23  29 

33 

—0  27  18 

0,  258 

0,  373 

31 

23  39 

0 

—0  16  48 

0,  255 

0,  373 

Febbraio  4 

23  48 

34 

H-0  24  58 

0,  252 

0,  378 

8 

23  58 

16 

H-1  7  53 

0,  249 

0,  380 

12 

0  8 

5 

-\-\  51  47 

0,  247 

0,  383 

16 

0  18 

2 

-+-2  36  29 

0,  244 

0,  383 
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DELLA  FATA  MORGANA 

DISCORSO 

DCli    (ito.  »BAIIGKSG«  #ttl«Ll 

ProfcMore  neW  UnivertiU  RooMna* 


^ 


Uno  de'più  sorprendenti  fenomeni  netarali  è  quello  che  i 
francesi  chiamano  miragej  e  che  noi  diciamo  fata  morganay  ta- 
umdajoy  o  simile. 

Mi  dà  occasione  di  favellarne  il  seguente  passo  ^  fattomi 
notare  da  Sua  Eccellenza  il  Sig.  Principe  Don  Baldassarre  Bon- 
eompagni  in  uno  de' numerosissimi  manoscritti  che  fa  egli  a 
grande  spesa  copiare  in  tutte  le  Biblioteche  d'Europa  per  adu- 
nare materiali  alla  sua  storia  delle  scienze  fisico-matematiche 
la  qaale  sta  scrivendo  con  tanto  e  si  straordinario  apparato  di 
pellegrine  notizie  quanto  difficilmente  altri  immaginerebbo,  non 
che  potrebbe. 

II  manoscritto  del  quale  io  parlo,  (esistente  nella  Lauren- 
zìana  di  Firenze ,  PluL  XXIX.  Cod.  18.  )  contiene  le  inedite 
OmaetOofUM  Pet^pMivoé  Magktri  BUtm  de  Parma,  cioè,  siccome 
il  lodato  Sig.  Principe  m'avverte,  di  Biagio  Pelacani,  scienzia- 
to Parmigiano  del  secolo  XV ,  di  cui  parlano  a  lungo  l'Affò 
nelle  Memorie  é^  ScriUóri  e  LeiieraU  Parmigiam  (T.  II.  pag. 
108-125)  ed  il  Cav.  Pesiana  nella  dnuifiuaxione  delle  Memo- 
rie medesime  (T.  VI.  Parte  IL  pag.  123-134). 

Ivi  dalla  pag.  251  alla  253  (della  Copia),  si  legge  --  Re- 
cordar^  m  dammi  anno  1403,  quod  in  Lomòaréia,  juxta  quoddam 
rujinim,  qMod .  diciiur  Rueeium,  apparuanuu  per  tree  dies,  amni 
A,  amU  koram  teriiiarumf  iurta  magna  armigerorum,  eqUiium  et 
pediimn^  in  media  regione  aerisj  mutuo  te  invùdentium  cum  ei»- 
tikue  et  lancis,  et  tamen  haec  omnia  ad  evaneseentiam  tendere  iri- 
debemiur,  nuUbue  dieeobuie  vigore  soUe.  Nàtavi  hoc,  et  veritae  erat^ 
quod  iUo  ìune  erant  ommt  stipendiarti  ducie  mediolani  eoUecti  et 
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congregati^  dome  fieretu  coram  soltUiones  per  tesauroi  prefati  do- 
miniy  quibus  solutts  precetum  factum  quatenus  treni  Bononiam  et 
eorum  vires  ostenderent  inimicis,  et  sic  factum  fuity  nec  apparue- 
runt  subinde  olii  in  media  regione  equitantes,  nee  olii  ,  ...  In 
ducali  civitate  Mediolani  visum  est  fuisse  Imagines  multas  ad  in^ 
star  angelorumj  et  horum  aliqui  credebantur  ad  terram  descendere, 
aliqui  ascendere  versus  celum ,  et  hii  alas  habebant  cum  ensibus  j 
aul  tubis,  et  post  horam  visa  est  yris  hora  23,  et  sic  sol  tende- 
bai  ad  occasum.  Respondetur  kujus  causam  esse  in  civitate  Me- 
diolani. Est  una  ecclesia  sancti  Gotiardi  habens  pulcrum  campa- 
nile aculumj  in  cujus  summitate  est  unus  angelus  alatus  aureus 
ràagnus  cum  ense  vel  tuba  in  manu.  Et  quia  tunc  erat  yris,  itu- 
bes  erant  sic  in  aquam  cbntersacj  quia  tunc  erant  in  media  re- 
gione tanquam  specula^  quibus  ecclesia  saneti  Gottardi  supposita 
eraty  quapropter  ymaqo  ad  instar  angelorum  cum  ense  ili  manu 
exposita  nubibus  erant  sicut  speculum  (sic). 

Il  fatto,  per  Tcro,  non  m'era  nuovo  (in  ciò  almeno  che  ri- 
sguarda  il  fenomeno  milanese)  perchè  aveva  già  ab  antiquo  re- 
gistrato ne'miei  zibaldoni  queste  parole  —  Saepe  fit,  ut  nubes 
crassae,  et  ad  instar  speculi  veluti  purgatae ,  effigiem  terrestrium 
recipiant  in  quibus  adeoy  tanquam  in  spendo,  ab  kominibus  cer- 
nantur.  Quam  ob  causam  Cardanus  de  Gontrad.  Medie,  lib.  2. 
n.  2.  Gontr.  T,  refert,  visum  aliquando  Mediolani  in  nubibus  Àn- 
gelumj  cum  ingenti  omnium  stupore  et  admircUione  ,  donec  a  Pe- 
lacano  quodam  phihsopho  edocerentur  nihil  aliud  fuisse  ,  quam 
ànocJyoc(f[Kx,  liq>idis  figura  angeli  erecti  in  summit€Ue  templi  5.  Gìh 
doardiy  qui  in  nube  crassa  tanquam  speculo  repraesentaretur.  Mi 
erano  eziandio  passate  sotto  gli  occhi,  sia  da  quando  di  scien* 
ze  naturali  occupavami  in  modo  speciale ,  altre  stòrie  nume- 
rosissime, delle  quali  non  sarà  inutile  trascriver  qui  alcune. 

Da  Licostene  ali*  a.  avanti  Cristo  217.  Navium  species  in 
coelo  visae  .  ...  In  agro  Amitemino  muUis  locis  hominum  spe- 
cies procid,  candida  veste^  visae  .  .  .  Capuae  .  .  .  marium  spe^ 
eies  in  coelo  visae, 

AH'a.  a.  G.  214.  Hadriae  ara  in  coelo  ,  specieique  honnnum 
circa  eam  candida  veste  visae  .  .  .  Legùmes  armatae  in  lanicùlo 


{Roma^  ffiime,  fuae  tameh  max,  quum  ad  arma  €oncur$um    est 
evanuerunL 

Air  a.  a.  C.  213.  Naviiun  ìongarum  species  in  fiumim    Ter- 
racinae^  quae  tamm  nuUae  erunt,  vùae. 

AU'a*  a.  G.  173.  Lanuvii  das$is  magnae  tpecies  in  coelo  pisae. 

Da  Ossequente  alfa.  a.  C  163.  In  CephaUnia  turba  in  codo 
cantare  visa* 

All'a.  a.  G.  152.  Ramae,  mtdiis  locisj  species  togarum  tritai 
apprapinqtianiium  octdoi  eludebani. 

A.  a.  G.  94.  Faestilis  ingens  mukiiitdo  inler  sqndera  lugubri 
ve$Uj  paUida  facie^  inierdiu  ondulare  gregaUm  vita. 

Ma  lasciamo  q«esti  fatti  più  antichi  ,*  e  citiamone  altri  di 
più  recente  data,  seguitatisi  fin  vicino  a  di  nostri.  Omettia* 
rao  egualmente  quei  che  si  legge  nel  2.  lib.de  Maccabei  e.  5. 
CaniigU  aiUem  per  universam  Hierosolimarum  civikUem  videri 
diebns  quadraginia  per  a^a  equites  discurrentee ,  auraias  sioUu 
haòenteij  et  hattis^  quoti  cohoriesj  armatoij  et  cursus  equorum 
per  ardines  digestasy  et  eangressiones  fieri  eaminus,  et  scutarum 
motus ,  et  galeatcrum  muUitudinetn  gladiis  districtis ,  et  telorum 
jaetus,  et  aurearum  armorum  splendorem,  omnisque  generis  lor^ 
carum.  Né  diciamo  d'altri  analoghi  racconti»  o  tolti  dalla  sto- 
ria sacra»  o  relativi  ad  essa.  — 

Neir  a.  deir  era  nostra  774.  —  Barbatus  quidam  vir  visus 
ignitwn  baculum  in  manu  ferens  ingentem^  quo  totus  mundus 
exuri  videbatur.  —  Nimphus  in  Meteor.  et  G.  a  Gastro  Proleg. 
p.  19. 

A.  1003.  —  Propter  AureUanensem  urbem^  in  loco  qui  dici- 
tur  Porcaria,  multis^  ut  ferunt,  est  visa  civitas  phantasmate  conr 
siructa  ab  hora  dici  tertia  usque  in  nonam  horam^  pratis,  equisque 
crnn  móUndinis  vaUata ,  militibus  »  neeessariisque  rebus  at^fnims 
referto.  —  Annal.  Floriacenses  in  Gollect.  Pertzii  p.  255. 

Sul  finire  del  secolo  XY  »  al  venire  di  Garlo  Vili  a  Na- 
poli »  nel  territorio  d'Arezzo  risuonava  la  fama  essere  passa- 
»  ti  visibilmente  molti  di  per  l'aria  infiniti   huomini  armati 
»  sopra  grossìssimi  cavalli,  e  con  terribile  strepito  di  snoni 
JmuUt  di  Scienze  Mot,  e  Fii.  T.  IL  febhraro  18((l.  4 
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^>  di  trombe  et  di  tamburi  »  — Franccfsoo  Ouicciardini,  Hi- 
storie  d'Italia  lib.  1  pag.  40  voi,  1  presso  Giacomo  Stoer  1645» 
Nel  secolo  seguente  —  »  Nella  città   d'AItorCT,  paese  di 
Wurtemberg,  in  Germania,  ad  qna  lega  di  distanza  dalla  cit- 
4à  di  Tubioga,  e  ne'saoi  dintorni,  si  vide  il  5  decembse  1577, 
verso  le  7  credei  qiattino,  che  il  sole,  cominciando  a  levar- 
si ,  non  conservava  il  suo  naturale  splendore ,  ma  pareva  di 
color  {[iallo,  simile  a  quello  della  luna  pieoa^  e  pari  in.  gran- 
dezza al  fondo  d'una  grossa  botte,  rilucendo  s)  poco  che  pò» 
teva$i  guardarlo  senza  che  gli  occhi  rimanessero    abbagliati. 
Poco  stante  Mcque  all'  iqtorQO  s)  .grande  oscurità ,  come  se 
avesse  céminoiato  uq  «eclisse ,  ^d  il  ^ole  si  coperse  d'un  co- 
lere ^lii  rosso  che  sangue,  di  guisatbè  niqn  poteva  dire  se 
era  :  più  11^  sole  od  «altra  cosa.  Subito  dopo  s'ebbero  due ,  soli> 
uno  rosso,  U'àkro  giallo  che  s'urlarouo  e  si  batterono  insie- 
me,   eioechò  ebbe    corta    durata  j  perch^  :uno  de' due  soli 
svanire  nèn  rest6  oiie  il  giallo.  Indi  apparve  una  nube  nera, 
delta  forma  d'una  palla,  la  quale  and^  dritta  conira  il  solei 
e  lo  coperse  nel  mezzo,  lasciando  un  cerchio   j^allo  iotornop 
Nacque  un'altra  nuvola  pera,  e  venqe  con  esso  a  combattere, 
più  volte  cuoprendolo,  finché  tornd  giallo  come  prima.   Goei- 
parve  poscia  di  nuovo  qna  nube,  lunga  come  il  braccio,  le- 
vatasi da  occidente,  e  venne  a  collocarsi  vicino  del .  sole.  Dal- 
la quale  uscirono  forme  d'uomini  iq  gran  numero,  vestiti  di 
nero,  ed  armati  come  gente  di  guerra,  a  piede  e  a  cavallo, 
schierati  in  file  ,  che  parvero  passar    dietro    esso    sole  .verso 
l'oriente.  E  seguitò   dopo   questi  un. grande  e  potente   molto 
più  alto  che  gli  altri.  Passati  i  quali,  il  'sole  s'oscurjò  alqnan* 
to,  pur  non  ecclissò  al  tutto  il  suo  splendore,  ma  si  coperse 
di  sangue  sino  a  far  che  cielo  e  terra  .si  mostrassero   uguaU 
mente  sanguigni, 'altre  nuvole  uscendo  da  tutto  il. cielo,  non 
men  sangninose,  che  sorsero  al  4i  sopra,  e  mossero  in  ver  le- 
vante come  il  precedente   esercito.  E  molte. più  nuvole    nere 
si  formarono  intorno  al  sole,  com?  per^  gran  tempesta,  ed  al- 
tre appresso,  .uscite  da  quello,  sanguinanti  ed  accese^  o  .gialle 
come  croco.  E  da  esse  partirono  riverberazioni  ^imiglianti  a 


<51) 
graa  cappelli  alti  e  larghi,  e  latta  parve  la  terra  gialla  e  san- 
gaiaoleQta,  e  coperta  da  qne' cappelli,  i  quaU  aon  nn  colore 
avevano,  rossi  gli  uni,  od  azzurri,  o  verdi,  e  al  maggior  nu- 
mero nerL  A  che  tenne  dietro  una  fitta  nebbia,  e  quasi  una 
plagia  di  sangue,  dal  quale  non  solo  il  cielo,  ma  il  suolo,  e 
tutte  le  veatimenta  degli  uomini  si  mostrarono  asperge,  e  gial^ 
licce.  E  durò  questo  finché  il  sole  non  ebbe  riguadagnato  il 
naturale  splendore ,  ciocché  solo  avvenne  alle  dieci  ore  del 
mattino  a  Descrydifm  d*un  tigne  fu»  a  éié  pu  au  del  k  5jour 
de  décemòre  demier  etc.  imprimée  à  Paris^  me  Si.  hcques  ,  à 
l'Èlephani  etc.  i57& 

Secolo  seguente  —  Manieal&ano  a  rege  (Galliarnm)  obseseo, 
càrea  crepue^um  veq>ertinum  ,  mtfae  in  aere  epecies  «f^ruerufU. 
Videòatur  urbe  obseesoj  tormenta  in  eam  direeta,  miliies  inevUon- 
tee,  mAeeque  acèedeniee  et  recedenteej  ghborum  inetar  miitfanttm, 
figtareun  praelii  refnreòani.  Sanguine  autem  et  fiamma  nubee  v«- 
ku  ardere  videbamtur.  Caffarel  —  Guriositez  inouies ,  latine 
cnm  notia  M.  Georgi!  Michaelis. 

A.  1532.  Tempore  lohannie  ducis  Saxoniae  eìectorie^  Jrenaci 
opparuit  arbor  antiqua,  marcida^  eversa;  2.  eques  gettane  arbo- 
rem  eed  truncatam  ramisj  3,  canis  venatictu;  4.  magna  et  atra 
crux  in  densa  nube.  Ibi  ex  Peuceri  Theratoscop.  p.  733 ,  et 
lob.  Gazeì  e.  4.  Meteorolog.  p.  8. 

A.  1547.  Duo  conspecti  exercitus,  et  duo  ante  ittoe  leones  in- 
ter  ee  concertantee ,  quorum  alter  alteri  caput  mordicue  evìdeit. 
Ibi  ex  Perìtooio  in  Chronico  Helvetico  e.  35^  et  Peuceri  op. 
cit.  p.  734  et  735. 

A.  1554.  Vessilli  turchini,  e  innanzi  a  quelli  schiqrc  tra 
loro  venute  a  battaglia  s'osservarono  in  Gostanza.  Fritschio  - 
AnnaL  1.  4. 

Verso  i  tempi  medesimi  di  figure  di  cani  viste  nell*  aria , 
ed  altrove  di  cavalli  saltanti  riferisce  Alessandr.  ab  Alex.  Dier. 
Genial.  Basii.  1559.  lib.  3.  cap.  13,  15. 

A.  1608.  »  Apparvero  neirAgumese  strani  fenomeni.  Il  gior- 
no essendo  sereno,  piccole  nuvole  si  formarono  abbassandosi,  e 
ne  uscirono  nomini  armati  di  tutte   arme,  che  parevano  nel 
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numero  di  10  o  12  mila^  tutti  belli  e  grandi,  coperti  d*armi 
azzurre,  ed  ordinati  sotto  insegne  dello  stesso  colore,  e  mez- 
zo rosse,  spiegate  a  metà,  ì  tamburini  recando  sulle  spalle  i 
lor  tamburi  come  in  atto  di  cominciare  la  mischia.  Dieci  pas- 
si più  innanzi  vedovasi  un  capitano  di  bella  e  grande  appa- 
renza. La  qual  visione  mise  in  iscompiglio  plebe  e  patriziato, 
che  accorse  in  folla  per  meglio  osservare  si  fatto  spettacolo: 
ma  cercando  d'appressarvisi,  ei  s'avvidero  che  si  fatti  uomini 
aerei  andati  presso  una  folta  boscaglia,  per  non  rompere  Tor- 
dinamento  loro  nel  passarvi  dentro  s'elevarono  ai  di  sopra 
della  selva,  toccando  solo  la  più  alta  chioma  degli  alberi  col- 
l'estremità  delle  picche,  poi  tornarono  un  tratto  in  terra,  sino 
ad  una  foresta,  dove  tutti  si  perdettero,  e  non  furon  più  vi- 
sti. ))  —  Mercuro  Francis,  T.  I.  a.  sudd. 

A.  1686.  »  Durante  il  mese  di  giugno  e  luglio,  molti  di 
qne'che  vivono  ancora  possono  rendere  testimonianza,  che  nel- 
le vicinanze  di  Grossford  Boat,  due  miglia  al  di  sotto  di  La- 
nark,  e  particolarmente  a  Mains  sul  Clyde ,  un  gran  numero 
di  persone  s'afTòllarono  per  più  sere ,  vedendosi  una  pioggia 
di  berretti,  di  cappelli,  di  fucili,  e  di  sciabole  che  ouoprivano 
gli  alberi  e  la  terra.  Compagnie  d'uòmini  armati  marciavano 
in  buona  ordinanza  sul  margine  del  fiume;  e  le  une  incontra- 
vano l'altre,  e  scambievolmente  si  traversavano,  e  poi  cadeva- 
no a  terra  e  sparivano.  Indi  nuove  compagnie  comparivano 
subito,  e  rinnovavano  lo  stesso  spettacolo,  Io  v'andai  tre  sere 
consecutive ,  ed  osservai  che  v'erano  circa  due  terzi  degli 
spettatori  i  quali  vedevano  questo  prodigio,  ed  un  terzo  che 
non  lo  vedeva.  E  benché  io  non  riuscissi  a  veder  nulla,  v'era 
un  tale  spavento,  ed  un  tal  tremore  tra  coloro  i  quali  vede- 
vano, che  agli  stessi  non  veggenti  rendevasi  ciò  notabilissimo. 
V'era  in  piede,  vicino  a  me,  un  uomo  che  parlava  come  par- 
lan  troppi ,  e  che  diceva  —  É  una  torma  di  maladetti  stre- 
goni e  di  streghe  che  hanno  la  seconda  visia.  Possa  morire  s'io 
vedo  alcuna  cosa. —  E  nello  stesso  momento  si  fece,  sulla  fiso^ 
nomia  di  costui,  uno  strano  cangiamento.  Con  non  meno  sbi- 
gottimento e  fremito  di  qualunque  delle    femminelle  ivi  prc- 
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sentì,  gridò  -^  Voi  tutti  che  di  nulla  ▼  accorgete,  non  dite  nien- 
te ,  perchè  questo  è  purtroppo  un  fatto ,  ed  ognuno  dee  con- 
Tincersene ,  se  non  è  interamente  cieco.  —  E  que'  che  vede- 
Yano  diceTantf  quai  forma  di  cane  averano  i  fucili^  e  la  loro 
lunghezza,  e  il  loro  calibro^  e  quale  impugnatura  avevano  le 
sciabole,'  e  s'erano  piccole,  o  di  tre  sbarre,  o  simiglianti  a  quel- 
le de' montanari  ;  e  con  qual  nappa  si  terminavano  i  berretti, 
e  s'erano  neri  od  aizurri^  E  que'che  videro  il  prodigio^  quan- 
do camminavano,  vedevano  sovente  un  berretto  od  una  scia- 
bola cader  sulla  via  —  Walter  Scott ,  Della  Demonologia  et 
della  Magia,  Racconto   di  Patrizio  Walker. 

A«  1751.  »  Quand'io  visitai  per  la  prima  volta  (nell'anno 
poco  fa  detto)  il  Brocken  o  Blocksherg^  vidi  un  fenomeno  sin- 
golare... Scopersi  una  nuvola  immobile  sulla  cima  del  monte... 
Mi  vi  condussi  dentro^  ed  appena  col  mio  compagno  aveva  fatto 
cento  parssi  tria  questa  specie  di  nebbia  ,  il  mio  conduttore  si 
smarrir  Lo  cercai  cogli  occhi,  ma  la  vista  non  poteva  stendersi 
più  in  là  di  15  passi.  Gridai,  ma  fui  spaventato  accorgendomi 
che  non  mi  restava,  che  un  fil  di  voce.....  Il  vapore  denso  la 
spegnevate  credo  che  non  giungessi  col  suono  più  in  là  del- 
la vista.  La  mia  guida  m'assicurò  che  aveva  sempre  fischia- 
to, e  che  il  suo  cane  non  aveva  cessato  d'abbajare.  Intanto  io 
non  aveva  inteso  nulla,  quantunque  verificammo  poscia  che  non 
eravamo  stati  lontani  Tun  dall'altro  più  di  100  passi.  Posto 

in  queste  condizioni  non  osai  andare  più  lontano M' assisi 

sopra  una  pietra  ravvolgendomi  nel  mio  Wildschoura  (  specie 
di  mantello }.  Il  freddo  era  non  meno  aspro  che  quello  del 
1740.  Il  fiato  si  gelava  subito  formando  fiocchi  di  neve.  Lo 
stesso  era  della  saliva  sputata  fuori.  La  mia  traspirazione  in- 
sensibile si  cangiava  in  brina  sul  pelo  esterno  del  mio  wild- 
schoura dàlia  parte  del  vento....  Fattosi  questo  più  forte  cac- 
ciò la  nube  gelata  verso  la  pianura,  e  fui  circondato  da  una 
atmosfera  serena  ed  illuminata  da  un  sole  brillante.  Io  vidi 
allora  la  mia  guidai  ed  il  suo  cane  ,  che  ingannati  dalla  forma 
d'una  parie  de' vapori,  simigliante  a  un  capriuolo  bianco,  inse- 
guivano questo  fantasma  ccu:ciando Raggiunto  da  altri  amici. 
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aspettava  la  eadata  del  sole,  e  vidi  nd  momenio  in  cut  gìéesio" 
astro  rimiglicmie  a  un  globo  d'oro  infiamtnatoj  lanciava  già  %  stun 
raggi  porporini  a  traverso  delle  ombre  notturne  sulle  sommità  le 
piti  elevate,  vidiy  ripeto,  voltandomi  ad  est~ovestj  ad  una  distanza 
di  due  miglia,  la  forma  del  Broken,  assai  più  grande  della  real- 
tà, e  sospesa  nelVaria  come  un  fantasma.  La  piccola  capanna,  e 
le  nostre  stesse  persone  vi  erano  rappresentate  di  figura  colossale. 
Alzai  il  braccio,  ma  questo  movimento  si  mostrò  pochissimo  sensibile 
nelle  immagini.  Avvertii  subito  la  compagnia  di  guardare  verso  Test, 
e  tutti  furono  grandemente  sorpresi  in  vedere  si  fatta  enorme  rap^ 
presentazione.  Ed  ecco  come  io  la  spiego.  S'era  elevata  dal  da- 
cato  di  Halberstadt ,  e  daHa  contea  di  Wernigerode  una  leg- 
giera nebbia,  solla  quale  il  sole  deliaeava  la  forma  dei  Bro- 
ken  come  sopra  ano  specchio.  Or  poiché  le  ombre  s'ingrandì* 
scono  colla  lontananza  ^  e  si  stendono ,  i  contomi  del  Broken 
e  d'ogni  altro  oggetto  colpito  dai  raggi  solari  doveva  dipin- 
gersi d'ona  figura  colossale.  —  Observations  faites  sor  le  Blo- 
cksberg,  tirées  d'an  mémoire  de  M.  Silbersehlag ,  conteoant 
la  description  de  cetto  montagne^  inseré  dans  le  4  recaeil  alle- 
mand  pubiié  par  la  société  des  amis  scrutateurs  de  la  Nature 
établie  à  Berlin  —  lourn.  de  Bouillon  a.  1780.  p.  504. 

I  marinai  di  tutte  le  nazioni  credono  all'esistenza  d'un  ba- 
stimento olandese  (Angl.  The  flying  Butch,h9A.  B  volante  Olan- 
dese) il  cui  equipaggio  è  condannato  dalla  giustizia  divina,  per 
delitto  di  pirateria  ^  e  di  crudeltà  abominabili,  a  eri'are  su  i 
mari  sino  alla  fine  dc'secoli....  Esso  non  si  vede  che  durante 
le  maggiori  tempeste....  Della  slessa  categoria  è  la  barca  della 
fata  di  New-Haven,  che  appar,  si  dice,  su  i  mari  avanti  i  nau- 
fragi nel  nuovo  mondo  —  Diction.  Infemal.  s.  v.  Neu-Haven, 
e  le  Voltigeur  Hollandais.  Né  di  diverso  ordine  è  la  opinione 
del  grand  Veneur  il  qual  si  mostra  in  Francia  nella  foresta  di 
Fontainebleau.  Ivi  s.  v.   Veneur. 

(Sarà  continuato.) 
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■  ■  ^~ —  '. —  —  ■ '■ — 

DELLA  StJPeilFlCie  IL  GIJI  PIANO  TANGENTE  FA'  COL  RAGGIO 

VETTORE  UN  ANGOLO,  CHE  É  FUNZIONE  DATA   QUALUNQUE 

DEL  RAGGIO  VETTORE  MEDESIMO 

NOTA 

DEL  Sl««  raOV*  BeMEMlCO  ITIJRAZZA 

di  Padova. 

La  facilìtli  colla  quale»  usando  di  alcune  considerazioni  in-* 
dirette,  si  ottiene  la  soluzione  generale  di  quella  equazione  ai 
differenziali  parziali  del  primo  ordine,  a  cui  si  riesce  nella  ri- 
cerca della  superficie  il  cui  piano  tangente  fa  col  raggio  vet- 
tore tale  angolo  che  é  funzione  data  comunque  del  raggio 
vettore  medesimo  ;  e  Teleganza  e  la  semplicità  di  alcune  ap- 
pncazìoni;  iMndodlità  infine  di  queste  stesse  questioni^  per  cui 
sfuggono  ai  noti  metodi  d*integrazione  di  quelle  equazio^i^  mi 
spinsero  a  farne  soggetto  di  questa  brevissima  nota;  nella  qua- 
le io  starpmmi  pago  di  questo  sobi'éi  aver  mostrato  cioè  eoa 
un  luiovo  etsenpio  di  quanto  giovamento  possano  tornare  al- 
cune semplicissime  osscrvazjoni^  suggerite  dalla  natura  stessa 
della  questione^  per  farci  saltare  a  pie  pari  difficoltà  analiti- 
che o  non  ancor  superate,  e  di  lunga  e  laboriosa  vittoria* 

Prendo  per  coordinato  il  raggiò  vettore  r,  Tangolo  (p  che 
]|  detto  raggio  forma  con  un  asse  fisso  qualunque  X,  e  l'an- 
golo diedro  9  che  il  piano  che  passa  pel  raggio  vettore ,  e 
per  Tasse  X  forma  con  un  piano  fisso  XY  passante  per  Tasse 
medesimo.  Allora  Tequaziode  del  piano  tangente  la  superficie 
dell'equazione 

sarà 

(1)        r-. 


cosa.cos(i/  -4-  sen;ic.sen(//.cos(^  —  o)) 


dove  a  misura  la  distanza  del  piano  dall'origine  ,  a  T  angolo 
che  la  normale  al  piano  forma  colTasse  X;  ed  &>  l'angolo  die- 
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dro  che  il  piano  passante  per  la  normale,  e  per  Tasse  fa  col 
piano  XY.  La  condizione  poi  delTessere  tangente  a  quella  su- 
perficie, dà 

(2)     tang.a  =  '^ — -j ' — ' ' 

r. costi/  -I-  senci^l -7T I 


<i) 


1 


(3)  tang(<p  -  «)  = ì!2^ 


^  -  """^i^. 


r.senó  —  cos(t(-:^j 


Se  ora  esprìmiamo  con  iZ  l'angolo  cbe  il  piano    tangente    fa 
col  raggio  yettore,  sarà 

(4)    cos(90'* —  Q)  =  sen.ii=  cosa.cos<p  -f-  sena.senii.cosCy— w) 

nella  qaale  sostituendo  i  valori  precedenti,  avremo 

(5)        sen.Q 


Supponendo  che  il  piano  tangente  debba  formare  col  raggio 
vettore  un'angolo  tale  che  sia 

(6)  8ena=/(r), 

posto  per  brevità 

avremo 

e  quest'ultima  sarà  l'equazione  ai  differenziali  parziali  dalla 
cui  integrazione  dipende  la  determinazione  della  superficie  che 
gode  di  quella  proprietà,  che  abbiamo  sopra  accennato. 

Per  procedere  ali'integraziotìe  della  (I)    rimarcheremo .  eh' 
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essa  è  sodisfatta  dalfe 

dr ^        dr  ^ 

dp  d(^ 

ed,  esprimendo  con  F(r,  (^)  =  a  Tintegrale  completo  della  se- 
cooda^  queste  ultime,  e  quindi  anche  la  (I)  saranno  soddisfat- 
te da 

(8)  F(r,  (//)=«« 

essendo  a  una  costante  indipendente  da  ^. 

L'equazione  (8)  ci  avvisa  che  si  soddisfa  alla  (I)  col  mezzo^ 
della  superficie  di  rivoluzione  generata  dalla   rotazione    della* 

CUTTa 

F(r,  (P)=a 

intorno  Tasse  X  r  e  siccome  V  accennata  proprietà  è  indipen- 
dente dalla  posizione  dell'asse  X,  così  è  evidente  che  soddi- 
sferemo  egualmente  alla  questione  supponendo  che  Tasse  X  e 
con  esso  la  superficie  si  sia  spostato  dalla  sua  posizione  per 
es.  di  un  angolo  qualunque  d^  e  per  più  semplicità  supporre- 
mo che  siasi  mantenuto  nel  piano  primitivo  XY. 

Per  trovare  T  equazione  della  superficie  in  questa  nuova 
posizione  delTasse^  consideriamo  Tangolo  solido  triedro  che  ha 
per  spigoli  il  raggio  r.  Tasse  X  nella  sua  prima  posizione^  e 
lo  stesso  asse  X  nella  seconda  posizione  da  lui  presa.  Det- 
te (//|  ;  fi  le  nuove  coordinate  del  punto  M  qualunque  ^  della 
superficie,  quell'angolo  solido  avrà  per  angoli  piani  (^,  (^i,  S,  e 
per  angoli  diedri  col  piano  X Y,  fi  e  180°  —  f . 

Dalla  risoluzione  di  quest'angolo  solido  si  avrà  tosto 

(9)  cos  ti^  =  cos  (pi  .cos  i  +  sen  S.sen  ^.  cos^i 

e  quindi  Tequazione  della  superficie,  lasciando  gli  apici,  e  po- 
nendo 

(10)  Vi  =  Arc.cos Jcos  $.coscp  -H  sen  J.sen  cp.cosfi 
sarà 

(li)  F(r,  YJ=:« 

eoo  dac  costanti  arbitrarie  d  ed  ce. 
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É  facile  verificare  direttamenle  cbc  intatti  It  (II)  soddisfa 
alla  (I)  ;  imperocché  per  la  (8)  si  ha 

«-  yr^> 

e  siccome  R  ò  htdìpendcDte  da  (^,  cost  sarà  pare 
e  quindi  dalla  (II)  si  avrà 

cbc  sosUtoiti  nella  (I)  danno 


1     /dV,  \'      /  àV,\ 


<"'         dr.i'^)  H'w) 


i 


-1=0 


la  quale  é  resa  identica  dal  valore  di  Y|  dato  dalla  (10). 

Si  sarebbe  potalo  far  muovere  I  asse  X  in  modo  da  uscire 
dal  piano  XY^  e  delio  a>  1  angolo,  che  il  piano  condotio  per  le 
due  posizioni  di  X  formerebbe  col  primitivo  XY,  sarebbesi  ot- 
tenuto 

Y,  =  Are-  cosJcos  S.cos  tp  •+•  scn  J.scn  ^xos(y  —  g))| 

sotto  la  qual  forma  soddisfa  ancora  alla  (11);  ma  è  facile  ve- 
dere che  con  ciò  non  si  sarebbe  avuto  niente  di  più  genera- 
le, e  perciò  si  è  preferita  la  forma  (10)  come  la  più  semplice. 

L'equazione  (II)  contenendo  due  costanti  arbitrarie  S  ed  a, 
rappresenta  1*  integrale  completo  della  (I);  per  ottenere  1'  in- 
tegrale generale  basterà  supporre  i  funzione  arbitraria  di  a, 
0  porre  a  zero  la  differenziale  della  (II)  presa  rapporto  ad  ce  3 
con  quesf  ultima  e  colla  (II)  eliminando  a  si  avrà  Tintegrale 
generale,  con  una  funziono  arbitraria  >  e  con  ciò  la  soluzione 
completa  della  questione  proposta. 

Per  dare  una  qualche  applicazione  del  caso  generale  ora 
risoluto,  supporremo  che  si  cerchi  la  superficie  la  quale  è  in 
lutti  i  suoi  punti  egualmente  illuminata  da  un  punto  luminoso 
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sitaaio  nei  stro  inteUDio^  ainmettendo  cbe  il  grado  di  illumina- 
zione sia  proporzionale  al  seno  che  il  raggio  laminoso  forma 
eoli  elemento  della  snperfieie,  e  io  ragione  inrersa  dei  quadra-* 
fo  della  distanza  di  questo  stesso  elemento  dal  punto  lumino-* 
flOr  Questa  stessa  qu'vstìone  fu  risoluta  direttamente  dal  mio 
chiarissimo  collega  il  Prof.  Minicb,  il  quale  in  seguito  ad  al-^ 
cune  sve  importantissime  ricerche  intorno  la  genesi  e  Tinte^ 
grazione  detle  equazióni  alle  derivate  parlati,  pervenne  ad  ot- 
tenere llnlegrale  della  equazione  relativa.  Vivamente  deside- 
rando che  sieno  rese  pubbliche  quelle  ricerche  ,  io  pongo  qui 
questa  applicazione  unicamente  per  mostrare,  come  in  questo 
caso  specialissimo^  possa  la  questione  ricevere  da  eonsidcra- 
zioni  indirette  una  semplicissima  soluzione. 
Nel  caso  proposto  sarà  dunque 


t" 


essendo  e  una  costante,  e  quindi 

r.àr 


d^  = 


ff 

da  cui 

1  r* 

^  =  a  —  —  Arc.cos.  —  , 

A  e 

e 


cos 


*  =  t[K  (^^) •  **""  -V^-T^)  •  »•'»«] 


donde,  per  quanto  abbiam  detto  superiormente,  si  avrà  il  se- 
guente integrale  completo 

cos  d.cos  (1/  -h  son  $.seD  <|^cos  9 
(HI)  i 

e  Tinlegrale  generale  si  avrà    supponendo  $=  7(a)  funzione 
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qaaluoqae  dì  oc,  ed  eliminando  oc  fra  la  precedente  e  la 

[     (  sen  J.  cos  ilf  —  eos  J.  sen  (pxos  (p\  -^ 
(IV) 


\ 


Quésta  soluzione  si  può  facilmente  raccogliere  neir  enunciato 
seguente. 

La  superficie  di  «gfiale  iKumiùa/ione  i  l*  inviluppo  della 
superficie  di  riyoluzione  generata  dalla  rotazione  della  lemni- 
scata intomo  ad  vtn  asse  passante  pel  punto  luminoso  e  situato 
nel  suo  piano,  qilandd  questa  superficie  si  n^uove  comunque  , 
conservando  però  sempre  fisso  quel  sao  punto  che  coincide  col 
punto  luminoso. 

La  sfera>  cbe  è  Tinviluppo  di  tutti  qdesti  ìAvituppi,  soddi- 
sfa pure  alla  questione^  come  era  facile  da  prevedere. 

Se  per  secondo  esempio  ci  proponiamo  di  trovare  la  su- 
perficie che  è  incontrata  da  tcrtti  i  raggi  vettori  sotto  angolo 
costante^  sarà^f  costante^  é  posto 

sarà 


iA(i 


■) 


r  =  oce  ^ 


e  quindi  la  soluzione  generale  si  avrà  supponendo  S  funzione 
qualunque  di  oc,  ed  eliminando  a  fra  le  due 

c.Arc.  cos.(co$  $,  cos  ip  H*sen  $.  sen  (p.  cos  <f) 
r=  a  e 

1/     (  1 — (cos  d,  cos  (p  4-  sen  8.  sen  ip.  cos  o)j 

=  a(sen  J.  cos  ip  —  cos  5.  sen  tp.  cos  9)  — . 

La  soluzione  data  riesce  facilmente  alla  seguente: 
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La  soperficie  che  è  incontrata  da  tqtti  i  Faggi  ycttori  sotto 
angolo  costante,  é  Tinviluppo  della  saperficie  rotonda  generata 
dalla  rotazione  della  spirale  logaritmica  intomo  ad  un  asse  si- 
tuato nel  suo  piano  e  passaqte  pel  polo,  nelle  successive  po- 
sizioni che  questa  superGcie  può  prendere  muovendosi  comun- 
que intomo  al  suo  polo  considerato  come  fisso. 

Molti  altri  esempi  si  potrebbero  soggiungere  y  ma  credo 
inutile  il  dilungarmi  di  più  iq  cosa  di  cos).  lieve  mooiento. 


CONSEGUENZE  DELLE  FORMOLE  DI  GAUSS 
PRECl^DENTEMENTE  DIMOSTRATE  (*) 

ESTRATTO  DI  UNA  NOTA 

DEL  9I«.  PROV.  PAOLO  TOLPICELLI 

Letta  il  22  dicembre  1850  neirAccademia  Pontificia 

de'Nuovi  Lincei. 


Nelle  formule  di  Gauss,  per  assegnare  in  quante  somme 
di  due  quadrati  ognuna,  può  spezzarsi  un  intero,  da  me  pre^ 
cedentemente  dimostrate  {^),  ed  indicate  con  (4),  facciasi 

avremo  dalla  prima  di  esse 
e  dalla  seconda 

Dunque  un  primo  della  forma  4n  -f-  ^  9  perciò  riducibile 
nella  somma  ai*  +^1%  elevato  alla  potenza  dt  esponente  in- 
tero ay  sarà  tante  volte  spezzabile  in  due  quadrati,  quante  so- 

f  )  Vedi  Voi.  I.  pag,  327  di  questo  giornalf  • 
(•*)  Idem. 
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no  le  unità  di  -;— ,  ovvero  di  —,  secondo  che  sia  u  impari, 

o  pari. 

U.^  Supponendo 

nella  prima  delle  (4),  avremo  dalla. medesiqia 

Dunque  se  nei  k  'fattori  di  P,  tutti  della  forma  4»  4-1»  ninno 
ve  ne  sia  ripetuto,  il  numero  delle  somme  ciascuna  di  due 
quadrati,  nelle  quali  potrà  spezzarsi  lo  stesso  P,  sarà  dato  dalla 


ma 


potenza  k — 1  di  2;  risultamento  già  da  me  ottenuto  per  al- 
tra via  (*). 

III.**  Fatto 

a  =  /3  =  ...  =  T  =  ^ 

nella  seconda  delle,  stesse  (4),  avremo  da  essa 

3*— 1 

Ciò  vale  a  dire,  che  nel  caso  in  cui  P  sia  un  quadrato  di  k 
fattori  primi,  ognuno  della  forma  4n  -+-1^  la  semidiOercnza  fra 
la  potenza  3^  e  l'unità,  esprime  il  numero  delle  somme  di  due 
quadrati  ognuna,  nelle  quali  può  essere  spezzato  il  prodotto 
stesso  P;  conseguenza  che  già  dimostrai  per  altra  via  (*)  ;  e 
che  fu  eziandio  raggiunta  dal  chiarissimo  Sig.  prof.  Bella vi- 
tis  (**). 

lY.*"  Le  formule  (4)  possono  rispettivamente  ridursi  nella 
seguenti 

xx-^l)(^4-l)  .  .  .  (X+1)T        («H-l)(i8-4-l)...aH-l) 

,  _  (a-+.l)(/34>l).,.(X-l)T     ia^Dl^^i) . . .  (X+l)  —  1 
''^  ~  2  "*~  2  ", 

(*)  Annali  di  scieDze  ec.  Roma  1850  p.  372.  — Nouvelles  Annales  de 
malhématiqacs  T.  IX.  Paris  1850. 

(**)  Annali  di  scienze  ec.  Roma  1850  p.  424. 
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«▼Tcriendo  che  se  fra  gli  espooenti  dei  fattori  di  P  ano  solo  ve 
ne  sia  impari,  non  dovrà  esso  mai  nella  prima  di  queste  formale 
sostituirsi  al  fattore  r,  che  in  questo  caso  dovrà  essere  sem- 
pre scelto  p  ari.  Pertanto  se  adottiamo  il  simbolo 

.N,CP] 

ad  esprimere  il  numero  delle  somme  ggnuoa  di  due  quadrati, 
nelle  qoali  si  può  ridurre  il  prodotto  P>  avremo 

ìN^[a^  h?^....  *V.  fcl]=  aN,[A«,  A^,  • . . .  AVi  K  ] 

nella  quale  r  sarà  scello  pari, se  fra  gli  esponenti  a,  p.  .  .. 
ve  ne  sia  uno  solo  impari. 

Questa  formula  jnette  in. evidenza  un  fatto  aritmetico  ri- 
marchevole; cioè  fa  essa  conoscere  come  il  numero  degli  spez* 

zamentiy  ciascuno  di  due  quadrati,  che  può  subire  un  prodotto 

.<. 

A",  A^jj . .  .  h^k'i  A^    , 

aumentare  si  debba ,  per  avere  il  numero  degli  spezzamenti 
simili,  appartenenti  al  prodotto  stesso,  moltiplicato  per  uno  de' 
suoi  fattori  primi  h^,  cioè  appartenenti  al  prodotto 

A«.  A^,  . .  .  AVi  A^  . 
4iie9lo  4Himeato  è  dato  dal  termine 


,n,[a«.a^...av,]  . 


y.°  Per  determinare  tutte  le  somme  di  due  quadrati  ognu- 
na, nelle  quali  un  dato  prodotto  può  spezzarsi,  non  è  indiffe- 
rente l'ordine,  col  quale  vengono  i  fattori  primi  del  prodotto 
slesso  presi  a  calcelo,  medianle  lei  formolo 

(A,^  ^  B.^)(À%  +B%)  =  (A.  A,  =pB,  'B,)'4.(A.  B,  =i=B, A,)S 


{  64  ) 
oae  servir  debbono  a  raggiungere  lo  spezzamento  stesso.  Per 
tanto  ad  ottenere  il  completo  spezzamento  del  numero 

si  dovranno  diminuire  di  1  tutti  gli  esponenti  pari  dei  fattori 
primi  contenuti  nel  numero  stesso ,  e  cosi  ridurre  P  ad  un 
prodotto  Pi  P,  di  tutte  potenze  impari,  essendo  P,  un  prodotto 
di  tutti  fattori  non  ripetuti.  Quindi  si  procederà  mediante  le 
suddette  formule  a  determinare  tutte  le  somme  di  due  quadrati 
og9una^  nelle  quali  potrà  spezzarsi  tanto  Pn  quanto  P^.  Mol- 
tiplicando poi  fra  loro  queste  somme,  e  spezzando  similmente 
i  prodotti  che  se  ne  otterranno,  avremo  il  completo  spezza- 
mento di  P  =  Pi  P.  . 

yi.^*  Essendo  N  il  numero  del  divisori  tutti  di  P,  compreso 
fra   questi  lo  stesso  P  e  la  unità,  si  ottiene 

'•'—  2    '        ^  ~     2 
la  prima  pel  caso  in  cui  uno  almeno  degli  esponenti  a,  /3, ... ,  r 
sia  impari;  la  seconda  pel  caso  in  cui  tutti  sieno  pari.  Abbia- 
mo ancora  le 

V=rN',      ì/  =  N"—  1. 

esprimendo  pei  due  citati  casi  N',N"  i  numeri  delle  decom- 
posizioni di  Py  ciascuna  in  due  fattori,  compresa  fra  questi  la 
unità. 

Le  prime  due  formolo  ora  indicate  offrono  la  dipendenza 
fra  il  numero  dei  divisori  di  P^e  quello  de'suoi  spezzamenti 
nelle  diverse  somme  di  due  quadrati  ognuna.  Le  duo  seconde 
stabiliscono  la  dipendenza  fra  il  numero  degli  spezzamenti  me- 
desimi, e  quello  dalle  decomposizioni,  ciascuna  in  due  fattori, 
dello  stesso  P. 

VIL**  Ponendo 

a  =  yS  =  y  =  . . .  =*B  T=  1 

nel  valore  di  M',  avremo 

essendo  k  il  numero  dei  fattori  che  si  trovano  in  P  ninno  ri- 
petuto :  risultamento  già  ottenuto  in  altra  guisa  (*). 

C)  Raccolta  dì  lettere  ec.  Roma  1849  pag.  390.  $.  X. 
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SAGGIO  DI  UNA  SPIEGAZIONE  DEI  FENOMENI 
DI  INDUZIONE  ELETTRO-DINAMICA 

9EI.  SI«.  DOTT/  HICCARDO  VELICI 

di  Pisa. 

Lo  scopo  di  questa,  breve  memoria  è  di  cominciare  a  svol- 
gere coli'aiato  di  an  calcolo  semplice  assai,  e  delle  prove  espe- 
rimentaliy  una  teoria  analitica  dei  fenomeni  di  induzione  elet- 
tro-dinamica. 

1.^  Nìuno  ignora  la  bella  scoperta,  del  Sig.  M.  Faraday  , 
sulle  correnti  indotte  dai  circuiti  voltaici;  nondimeno,  per  mag- 
gior chiarezza  ,  amo  di  rammentarne  qnl  le  principali   circo- 
stanze. Quando  un  circuito  voltaico  è  in  prossimità  di  un  altro' 
circuito  conduttore  chiuso,  senza  pila  o  col  solo  galvanometro, 
chiudendo  il  primo  circuito ,  ossia  neli'  alto  in  cui  si  genera 
la  corrente  voltaica ,  un*  altra   corrente  è  indotta  nel  secondo 
circuito,  ma  in  direzione  contraria  della  prima  corrente,  indù- 
cente;  e  nell'atto  della  apertura  del  circuito  voltaico,  ossia  al 
cessare  della  corrente  inducente,  una  nuova  corrente  é  gene- 
rata nel  secondo  circuito,  VindottOj  ma  nella  stessa  direzione 
della  corrente  inducente.  Tali  correnti,  indotte,  non  hanno  luo- 
go jche  nei  primi  istanti   dell'  azione  della  prima  corrente ,  e 
quindi  durano  un  tempo  piccolissimo;  le  loro  intensità  dipen- 
dono dalla  forza  della  corrente  inducente,  dalla  distanza  e  dal- 
la forma  e  natura  dei  due  circuiti.  Ma  per  non  farsi  sul  bel 
principio  una  falsa  idea  solla  cagione  del  fenomeno,  in  gene- 
rale ,  è  necessario  ricordarsi  sempre  che  tali  correnti   indolle 
hanno  similmente   luogo  allontanando  od  avvicinando ,   più  o 
meno  rapidamente,  i  due  circuiti,  le  correnti  ottenute  al  chiu- 
dere od  all'aprire  del  circuito  voltaico,  corrispondendo  a  quel- 
le che  sì  ottengono  avvicinando  od  allontanando  i  circuiti  stes- 
si, e  che    uno   stato   chiamato  dal  Sig.  Faraday   ekttro-toni^Q 
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sembra  sussistere  ognora  in  un  circaito  mentre  esso  è  in  pre* 
senza  delFindacente  (*). 

2^.  Dopo  il  Sig.  Faraday  altri  fisici  si  occaparoDO  di  quei 
fenomeni,  e  furono,  ch'io  mi  sappia  i  Sigg.  Henry,  Abria,  Mas- 
son  e  Breguet.  Le  leggi  di  simili  fenomeni  presentati  dalla  sca- 
rica della  bottiglia  di  Leida,  furono  studiate  dal  Sig.  G.  Matr 
teucci.  In  questo  lavoro  ci  limiteremo  al  caso  narrato ,  gener 
ralmente,  sul  quale  il  Sig.  Abria  pubblicò  un  lavoro  assai 
esteso  e  di  molto  merito  {^) ,  i  di  cui  risultati  saranno  da 
BOI  esposti  a  misura  che  sarà  nostro  debito.  Il  metodo  di  cui 
si  servi  quel  Fisico  distinto  consisté  nel  misurare  lo  correnti 
indotte  dal  grado  di  magnetismo  sviluppato  in  aghi  collocati 
lungo  gli  assi  di  piccole  spirali  formate  dal  filo  del  circuito 
indotto,  e,  in  qualche  caso  particolare,  dalle  deviazioni  dell' 
ago  del  galvanometro.  Al  Sig.  Abria  servi ,  come  a  me  pare, 
in  quel  suo  lavoro  un  apparecchio  che  credo  noto  nei  Gabi- 
netti di  Fisica  esperimentale  dal  nome  del  suo  inventore,  il 
Sig.  Massoo*  Tale  apparecchio,  nella  sua  più  semplice  costru* 
zione,  può  considerarsi  formato  da  due  ruote  dentate,  le  qua- 
li girando  rapidamente  e  colla  stessa  yelocìtà  intorno  ad  un 
asse  comune,  servono  per  eseguire  una  serie  rapida  di  inter- 
ruzioni e  chiusure  nel  circuito  indotto  e  neirindncente;  ed  in 
modo  che,  per  es. .  il  circuito  indotto  sia  fi4  chiuso  meoire  si 
chiude  l'altro  circqito,  o  dopo  resti  già  aperto  mentre  si  apro 
quello  della  pila,  e  viceversa.  Cosi  nel  galvanometro  >  in  co- 
municazione coirindotto,  entrando  una  serie  di  correnti  tutte 
in  una  sola  direzione^  si  ha  una  deviazione  considerabile  del- 
l'ago calamitato,  ma  oscillante  nell'intervallo  di  non  pochi  gra- 
di; ed  é  con  questo  mezzo  che  si  può  dimostrare  il  fatto  se- 
guente, che  mi  pare  sia  di  qualche  importanza. 

La  durata  di  quello  stato  particolare  che  noi  abbiamo  chia- 

(*)  Ricerche  esperìmentalì  sopra  la  elettricità  di  M.  Faraday;  lette  il 
24  Novembre  1831  alla  Società  Reale  di  Londra. 

(**)  Annali  di  Chimica  e  Fisica  dei  Sigg.  Gay-Lussac.  etc...  3.  Serie. 
Tomi  III,  VII.  Parigi. 
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mato  corrente  indotta,  in  nn  circntto  abbenchò  possa  dirsi, 
volgarmente  parlando^  molto  piccola,  è  però  grandissima  e  di- 
rei quasi  infinita  in  confronto  al  tempo  impiegato  dai  fluido 
galvanico  per  percorrere  l'unità  di  dis  tanza,  ossia  alla  veloci- 
tà deir  elettricità.  Infatti ,  se  ciò  non  fosse ,  se  la  durata  di 
una  corrente  indotta  fosse  almeno  paragonabile  colla  velocità 
dell'elettricità,  la  deviazione  dell'ago  del  galvanometro  dovreb- 
be esser  proporzionale  alla  velocità  di  rotazione  dell'apparec- 
chio descritto  y  almeno  entro  certi  limiti  (*)  ;  e  ciò  non  solo 
non  è,  ma  anzi  al  di  là  di  una  certa  velocità,  che  corrispon- 
de all'  incirca  a  mandare  quaranta  correnti  indotte ,  generate 
tutte  dall  aprire  del  circuito  voltaicot  o  tutte  dal  suo  chiuder- 
si, in  un  secondo  di  tempo  nel  galvanometro,  detta  deviazio- 
ne diminuisce  rapidamente.  Ciò  si  spiega  facilmente  ammet- 
tendo che  la  durata  delle  correnti  indotte^  e  di  direzione  con- 
traria, sia  all'aprire  o  al  chiudere  del  circuilo  voltaico,  sia  mag- 
giore di  un  ottantesimo  di  secondo;  onde  si  potrebbe  dire  che 
la  diminuzione  di  quella  deviazione  nasce  da  ciò  che  correnti 
di  segno  contrario  vengono  almeno  in  parte  a  sovrapporsi  neN 
lo  stesso  circuito  indotto. 

Tal  fenomeno  però  é  complicato  dalla  differente  intensità 
che  può  esistere  nelle  due  correnti  indotte  e  contrarie  che  si 
alternano  nel  medesimo  circuito ,  e  che  in  qualche  caso  può 
fare  un  apparente  contraddizione  alla  legge  generale  del  feno- 
meno che  studiamo.  E  per  essere  meglio  inteso  su  questo  pun- 
to della  questione  mi  è  d'uopo  di  scendere  alla  descrizione 
di  una  esperienza,  d'altronde  assai  facile  a  ripetersi;  abbcnchè 
io  mi  sia  prefisso,  a  cagione  di  varie  mie  occupazioni  in  que- 
sto mezzo  dell'anno  scolastico,  di  essere  nel  presente  lavoro 
molto  condso  nell'esposizione  massime  della  parte  esperimen- 
tale. 

Prendansi  due  spirali  piane  formate  per  es.  da  un  filo  di 
rame  di  un  mezzo  millimetro  di  diametro ,  coperto  di  seta , 
facente  circa  cento  rivoluzioni   intorno  al  centro  per  ciasche* 

>  .  IT  .  r  B 

(*)  Fisica  csp.  di  M.  Ponillet.  Lib.  III.  Gep.  VI.  Parigi  1837.  • 
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duna  spirale^  e  si  ripeta  l'esperienza  del  Big.  Faraday  facendo 
uso  dcirappareccbio  del  Sig.  Masson,  ponendo  le  spirali  a  cir- 
ca uno  0  due  millimetri  di  distanza.  Girando  le  ruote  dell'ap- 
parecchio  lentamente  si  potrà  cosi  verificare  la  legge  descritta 
a  capo  del  nostro  lavoro  ;  dando  una  maggior  velocità ,  l'ago 
del  galvanometro  ritornerà  a  zero;  accrescendo  ancora  quella 
velocità  si  arriverà  a  far  deviare  anche  di  tutto  il  quadrante 
il  galvanometro»  a  correnti  termo-elettriche,  di  cui  si  dee  far 
uso,  ma  in  senso  contrario  alla  corrente  primitiva.  E  tutto  ciò 
non  succede  quando  le  correnti  che  si  mandano  al  galvano* 
metro  sono  quelle  che  si  possono  ottenere  al  chiudere  del 
circuito;  vale  a  dire,  in  questo  ultimo  caso  particolare  la  de- 
viazione del  galvanometro  rimane  sempre  nello  stesso  senso. 
In  questa  4)sperienza  ho  fatto  uso  di  due  pil.e  alla  Bunsen. 

La  difficoltà  di  misurare  le  intensità  di  correnti  elettriche 
nel  metodo  del  Sig.  Abria,  del  magnetismo  sviluppato  in  aghi 
di  acciajo;  Vimpossihilità  di  pttcnere  delle  misure  esatte  da 
delle  devi^zioqi  iqstabjli  di  un  galvanometro^  e  di  conserva- 
re costante  la  sensibilità  del  galvanometro  stfssso,  sotto  fa- 
zione di  tal  genere  di  correnti,  e  la  forza  della  pila  in  espe- 
rienze non  brevi,  mi  determinò  a  preparare  le  mie  esperienze 
come  vado  a  brevemente  descrivcve. 

Posi  il  circuito  indotto  in  comunicazione  col  galvanometro, 
citato^  fra  due  altri  circuiti  inducenti  formati  dal  circuito  del- 
la stessa  pila ,  ed  in  modo  che  le  lorQ  azioni  contemporanee 
tendessero  a  distruggersi  sullo  stesso  circuito  indotto.  È  faci- 
le intendere  che  facendo  variare  in  uno  di  essi  circuiti  la 
forza  della  corrente  inducente,  in  noti  rapporti  con  quella  del- 
l'altro circuito  induttore  che  gli  era  opposto,  e  cercando  nel 
tempo  stesso  le  distaqze  a  cui  dovevo  condurre  questo  secon- 
do dall'indotto  onde  far  equilibrio  all'altro  circuito  induttore, 
a  corrente  variata  ma  a  distanza,  o  posizione  invariabile^  po- 
tevo formare  una  tavola  di  successive  distanze  capaci  di  ri- 
durre l'azione  di  quel  tal  circuito  inducente  in  noti  rapporti, 
dati  da  quelli  stessi  con  cui  variavo  la  corrente  del  circuito 
a  distanza  e  posizione   fissa.  Tal  metodo    suppone  che  ,  tutte 
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le  altre  circostanze  restando  le  stesse,  l'azione  inducente  sìa 
proporzionale  alla  intensità  della  corrente;  e  ciò  in  fatti  fa 
già  provato  dal  S)g.  Abria,  è  facile  ad  ammettersi  a  priorij  ed 
entrerà  d'altronde  tome  dato  fondamentale  nella  spiegazione 
dei  fenomeni ,  talché  dovrà  implicitamente  con  gli  altri  dati 
subire  una  riprova  sperimentale. 

La  nota  teoria  delle  correnti  eiettricbe  .derivate  mi  sommi*, 
nistrò  un  mezzo  facile  facilissimo  per  variare  in  noti  rappor- 
ti, ed  esattissimi,  la  forza  della  córrente  inducente  in  uno  dei 
dne  induttori ,  e  potevo  esser  certa  che  le  azioni  di  questi 
suH'iiìdotto  esattamente  si  distruggevano  quando  l'ago  del  gal- 
vanometro  rimaneva  immobile  a  0"".  Rimovendo  dalla  posizione 
di  equilibrio  il  ctrciiito  a  distanza  variabile,  l'ago  del  galva* 
nometro  deviava  ora  a  dritta  ed  ora  a  sinistra^  secondo  cbe 
tale  variazione  di  distanza  era  in  aumento  od  in  diminuzione 
della  forza  inducente  )  cosi  potevo  con  esattezza  assegnare  i 
limiti  entro  i  quali  necessariamente  era  compresa  tale  posizio- 
ne di  equilibrio,  e  quindi  i  {timi»  degli  errori  possibili  anzi 
inevitabili  nelle  esperienze.  Finalmente  avvertirò  che  posi  ogni 
cura  nel  disporre  i  fili  di  comunicazione  di  tutti  e  tre  que« 
sti  circuiti,  col  galvanometro  e  colla  pila,  in  modo  che  le  lo- 
ro azioni  fossero  nulle,  relativamente  a  quelle  che  volevo  mi- 
surare ,  disponendoli  ad  un  dipresso  come  si  Qsa  nelle  espe- 
rienze di  Ampère.  Riserbandomi  a  fare  in  altra  memoria  Una 
descrizione  più  dettagliata  del  metodo  esperimentale,  mi  limi- 
to qui  alla  esposizione  dei  dati,  addottando  i  quali,  si  pervie- 
ne a  dellei  formule  matematiche  che  coincidono  con  grande 
approssimazione  coi  resultati  dell'  esperienze ,  che  andrò  ad 
esporre,  e  cbe  quindi  possono,  contenere  la  spiegazione  dei  fe- 
nomeni stessi. 

3.^  Quando  avrò  a  considerare  una  lunghezza  qualunque  a 
di  filo  metallico  percorso  da  una  corrente  elettrica  inducente, 
nell'atto  in  cui  si  chiude  il  circuito  o  durante  un  tempo  qua^ 
lunquó  della  sua  chiusura  ,  e  che  mi  sarà  data  la  intensità 
della  corrente  stessa,  cominciando  a  contare  le  disti^nze  «dal 
punto  di  mezzo  di  esso  circuito,  assumerò  la  formula 
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(1)  5=  A* 

per  lespressione  della  densità  d*  variabiìe  dell'  elettrico  posto 
ÌD  equilibrio  dinamico  lungo  il  circuito  ad  una  distanza  »  qua- 
lunque dal  suo  punto  di  mezzo,  distanza  contata  sulla  curvar 
formata  dallo  stesso  circuito.  Tale  densità  sarà  positiva  o  ne- 
gativa>  sarà  di  fluido  vitreo  o  resinoso  secondo  il  segno  alge-i 
brico  di  «.  La  formula  (1)  ò  quella  che  si  dimostra  nella  teo^ 
ria  matematica  del  fluido  galvanica  del  Sig.  Dott.''  Ohm. 

Secondo  tale  dato  è  facile  prevedere  che  se  ad  un  circuito^ 
voltaico  si  avvicinerà  un  altro  filo  metallico  allo  stato  natura- 
le, l'elettricità  di  quest'ultimo  sarà  decomposta,  ed  un  movi- 
mento di  fluido  elettrico  avverrà  lungo  di  esso  )  e  se  taf  fila 
metallico  formerà  un  circuito  chiuso  vi  potrà  mia  corrente 
rendersi  sensibile;  quando  la  disposizione  dei  due  circuiti,  in- 
dotto ed  inducente,  sia  tale  da  rendere  di  nome  contrario  h 
sommo  delle  due  quantità  di  elettricità  separate  e  respinte 
alle  parti  più  lontane  della  porzione  indotta  dal  circuito  in^ 
dotto^  ove  rimano  il  galvanometro.  Ma  tale  movimento  avrà 
fine  appena  che  quelle  elettricità  di  nome  contrario  si  saranna 
disposte  in  equilibrio,  in  modo  da  render  nulla  Tazione  indu- 
ccntc;  e  perciò  durerà  poco  tempo ,  se  durante  questo  tempo 
non  varierà  detta  azione.  Amo  di  insistere  perché  non  s' in- 
tenda che  la  corrente  al  galvanometro  in  comunicazione  col 
circuito  indotto  sia  generala,  propriamente  parlando  dalla  necr- 
tralizzazione  di  due  quantità  di  elettricità  ugnali  e  di  segno 
contrario,  ma  bensi  dal  mo  to  di  due,  od  uno,  poco  importa  , 
fluidi,  nell'atto  che  si  dispongono  in  un  certo  stato  di  equilì- 
brio, che  per  noi  sarà  inutile  il  ricercare  presentemente  ,  ma 
che  costituisce  lo  stato  elettro-tonico  sospettato  dal  Sig.  Fa- 
raday nei  primi  tempi  della  sua  scoperta. 

La  quantità  di  fluido  che  si  troverà  in  un  dato  istante  in 
moto  per  l'azione  induttiva  dipenderà  dalla  velocità  colla  qua- 
le i  due  circuiti  saranno  avvicinati  od  allontanati  ^  e  sarà  la 
massima,  generalmente,  se  stando  alla  più  piccola  distanza  fra 
loro  i  due  circuiti,  si  verrà  a  chiudere  ad  un  tratto  V  indù- 
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cento,  generaodo  così  ìsUotaDeamente  l'azione  ìadoltiva;  la 

qaale  dipoi  cessando  o  gradatamente,  od  istantaneamente,  po^ 
Irà  lasciar  libero  nel  cìrcaito  indotto  un  secondo  moto,  di  re- 
composizione  elettrica,  di  poca  o  di  molta  intensità,  ma  di  di- 
rezione contraria  al  primo. 

4.''  Come  secondo  dato  teorico  sopporrò  altresì  che  in  qnel 
dato  istante  qualunque  in  cui  considererò  l'azione  iaducente, 
ogni  elemento  indotto  del  filo  indotto  mi  dia  al  filo  stesso 
una  forza  per  far  deviare  l'ago  del  galTanometro  ,  proporzioH 
pale  alla  somma  algebrica  delle  forze  so]>ra  di  lui  esercitate 
dal  circuito  indocente  e  decomposto  nella  direzione  di  quello 
stesso  elemento. 

Quindi  Tintensità  della  corrente  indotta  mi  sarà  data  dalla 
somma  algebrica  delle  forze  con  le  quali  separatamente  il  circuito 
inducente  agirà  sopra  ogni  elemento  dell'  indotto  ;  e  sarà  di- 
retta ora  in  un  senso  ed  ora  in  un  altro ,  secondo  il  segno 
che  le  apparterrà  a  calcoli  eseguiti. 

5.*  Finalmente  completerò  i  miei  dati  colle  leggi  note  di 
Coulomb  sulle  azioni  elettriche;  cioè  supporrò  che  la  forza  di- 
retta secondo  la  distanza  r  dei  due  elementi  sia  in  ragione 
inversa  del  quadralo  della  r,  e  proporzionale  alle  masse  fluide 
contenute  dai  due  elementi.  Quando  uno  od  ambi  i  circuiti 
fossero  in  moto  ,  dovrei  nelle  forze  elementari  aver  riguardo 
ancora  alle  velocità  degli  elementi;  ma  in  questo  primo  lavoro 
mi  limiterò  a  considerarli  in  quiete,  e  le  correnti  indotte  ge- 
nerate dalle  interruzioni  o  chiusure  del  circuito  voltaico;  stan- 
do a  quei  casi  in  cui  un  breve  calcolo  ci  potrà  condurre  alle 
formule  da  verificarsi  nei  casi  particolari  dall'  esperienza.  la 
un  seguente  lavoro  tratterò  il  caso  del  moto,  al  quale  appar- 
tiene particolamieote ,  ricorrendo  alle  ipotesi  di  Ampère ,  la 
spiegazione  del  inagnetismo  di  rotazione  scoperto  dal  Sig.  Ara- 
go,  e  con  tanto  successo  studiato  dai  Sigg.  Nobili  ed.Antino- 
ri.  1)^1  resto  l'accordo  della  teoria  coli' esperienza  è  tale>  in 
questi  primi  tentativi,  da  meritare  raltenzione  dei  fisici-mate- 
matici. 

6.®  Sicno  adunque  i  due  circuiti,  indotto  ed  indocente,  in 


^ 
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una  posizione  invariabile  fra  di  lord,  e  formati  da  fili  mefal- 

lici  omogenei  e  di  ugual  diametro  in  tutti  i  punti,  e  cerchia^ 
mo  l'espressione  F  analitica  della  corrente  indotta  all'  aprire 
che  sia  o  al  chiudere  del  circuito  nel  primo  istante  del  feno- 
meno. 

Sia  r  la  distanza  fra  i  due  elementi  qualunque  dell'indot- 
to e  dell'indncentc;  s  quella,  che  già  dicemmo  contafta  dal  mez- 
zo dell'inducenle  e  lungo  di  esso  ,  per  un  elemento  d^  deir 
inducente,  le  di  cui  coordinate  siano  Xj  y,  z.  $'  sia  l' altra  si-* 
milmenle  contata  sul  circuito  indotto  per  un  elemento  às^  di 
essoy  di  coordinate  x\  y',  z'.  Sia  a  la  sezione  dell'inducente,  e 
k  un  coefficiente  costante  dipendente  dalla  natura  dell'indotto. 
Secondo  la  formula  (1)  la  quantità  di  elettricità  dell'elemento 
d$  sarà  data  dalla  espressiono  cù^s.ài  e  quindi  facendo 

*    4 —  *    d — 

X=  —  wA*d/  f$  —L  d*  ;      Y  =  —  CirAi  ds'fs  —^dr, 

J       dx'  ^^      dy' 

di 


Z  =  — «AftdiJ    «tTT"  ^* 


-a 


avremo 


=f(Xcc 


Yp  +  Z7)d«'  (2) 


indicando  con  a,  ^,  y  i  coseni  degli  angoli  di  ds*  con  gli  assi 
coordinati,  e  con  2a  ,  26  le  lunghezze  dei  due  circuiti. 

7.^  Scendendo  ora  ad  un  caso  particolare  supponiamo  che 
i  due  circuiti,  o  per  meglio  dire  le  porzioni  di  essi  che  s' in- 
fluenzano, sieno  disposte  in  linee  rette  paralclle.  Porremo  l'o- 
rigine delle  coordinate  nel  mezzo  dell'inducente  che  prende- 
remo per  asse  delle  z,  e  cosi  avremo 

r*  =.(z,  —  zy  ^  h^ 
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iDdicaDdo  coD  h  la  distanza  dei  due  circaiti;  ed  avremo 

iz'z=is\  djj  =  d5,  «  =  /3=0y  7  =  1. 

È  sé  di  più  supponiànafr  che  il  pnùto  di  mezzo   deU*  indotto 
5Ìa  sùirestreniità  della  linea  A  e  2a  =  2&,  avremo 

F=*,A*[2(A-3)-f-oZ(^±^)]r)  (3) 

ticlla  qnal  formula  ^  è  là    diagonale   del    rettangolo   formato 
dai  lati  hj  e  2a. 

Per  yerìficarè  fa  formula  (3)  presi  sei  elementi  di  Bunsen 
esperimentando  col  metodo  dianzi  descritto.  Il  Glo  di  cui  mi 
servii  era  di  0,'^  0005  di  diametro,  e  le  deviazioni  che  potevo 
avere  dall  galvanometro  quando  lasciavo  libera  ad  un  file^  in- 
docente  la  sua  azione ,  cioè  quando  non  tendevo  ad  opporgli 
quella  dell'altro  filo  inducente,  non  furono  mai  minori  di  otto 
né  maggiori  di  quaranta  gradi,  per  le  esperienze  della  tavola 
«eguente;  avevo  2a  =  S'",  44*.  La  prima  colonna  da  i  valori 
di  A,  la  seconda  quelli  di  F,  dati  dall'  esperienza  ,  corrispon- 
denti. La  terza  colonna  dà  dei  nùmeri  che  secondo  la  teoria 
devono  esser  proporzionali  a  quelli  di  F  della  seconda  colon- 
na; cioè  dà  per  i  rispettivi  valori  di  A  i  valori  di 

2a 


la  quarta  colonna  poi  dà  i  limiti  degrerrori  che  avrò  potuto 
commettere  nei  valori  di  A  che  sono  dati  dall'esperienza.  Pri- 
ma di  cominciare  la  esperienza  mi  assicuravo  che  vi  era  equi- 
librio fra  i  due  fili  inducenti  a  distanza  eguale  dall'indotto; 
così  ero  pur  certo  che  le  altre  parti  dell'apparecchio  non  da- 
vano azione  valutabile  sul  filo  indotto. 


(*)  La  lettera  {  indica  il  segno  logaritmico. 
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1 
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3^ 

4" 

9,6334 

1 

0/005 

0,  17 
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1 
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6, 1632 

o,(no 

0,  28 
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« 

T 

• 

4,6662 

0,015 

0,  3« 

1 

5 

3, 8174 

0,020 

Questa  prima  esperienza  é  assai  favorevole  alla  nostra  teo- 
ria; infatti  i  numeri  delia  3^  colonna  moltiplicati  respettiva- 
mente  per  i  valori  inversi  della  2/^  danno  i  numeri 

19,  2668  ;    18,  4896  ;    18,  6648  ;    19,  0870, 

che  sono  assai  prossimameote  uguali. 

Ecco  una  seconda  tavola  ottenuta  variando  il  valore  della 
corrente  inducente  presa  per  unità  neHa  tavola  prima. 


ì" 


2« 


0,'"03 


0,  10 


f  0,  18 

0,  27 


i_ 
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j_ 
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12,3066 


7,9296 


5, 9842 


4, 7666 


0,005 


0,005 


0,010 
0,010 


(  75  ) 
La  corrente  presa  per  uni  là  in  qneslo  caso  era  più  forte  della 
prima;  era  ciò  dovuto  alla  maggior  forza  della  pila  ,  ed  alla 
minor  distanza  dcirinduttore  fisso  all'indotto  ;  perciò  i  numeri 
della  i.^  e  4.^  colonna  sono  più  piccoli.  Del  resto  questa  espe- 
rienza va  anche  niegfio  della  prima  ;  giaccbé  i  prodoit»  dianzi 
eitati  sono  in  questo  caso  i  seguenti 

24,  6132  >    23,7588;    23,9368;    23,833tf; 

Kon  riferisco  le  distanze  drci  circuiti  fissi  in  queste  esperienze 
perchè  essendo  sempre  mollo  piccofi  e  (fefla  grandezza  in  circa 
dei  valori  della  quarta  colonna  ,  non  sarebbero  confrontabili 
coi  valori  della  1^,  ossia  non  potrei  ricavarne  alcuna  conse- 
gUenza^  né  in  favore,  né  contro,  nella  teoria. 

Debbo  qui  riferire  il  resultato  ottenuto  dal  Sig.  Abria  stu- 
diando la  influenza  della  distanza  nel  valore  della  corrente  in- 
dotta. Egli  studiò  questa  influenza  con  un  metodo,-  come  già 
dissi^  differentissimo  dal  mio,  e  fra  due  spirati  piane,  e  con- 
chiuse col  dire  che  «  Teffetto  di  induzione  varia  sensibilmente 
in  ragione  inversa  in  primo  luogo  della  distanza  ,  e  dopo  se- 
condo la  radice  quadrata  della  distanza  stessa.  » 

Fra  due  fili  in  linea  retta  e  paralleli,  pel  caso  più  sempli- 
ce, la  corrente  indotta  varia  poco  col  variare  della  distanza  > 
quando  questa  è  piccola,  e  comincia  a  variare  più  rapidamente 
per  delle  più  grandi  distanze;  cosi  ci  dice  la  (3)  ,  e  la  espe- 
rienza fatta  nel  modo  che  esposi. 

La  forma  della  (3)  somministra  un  modo  semplice  per  la 
sua  verificazione  a  chi  non  ama  di  aver  a  ridurla  in  numeri. 
Infatti  chiamando  9  l'angolo  della  diagonale  d  col  lato  2a  si  avrà 

9cos9=:>2a,        e        A=3dsen9 


F=r  G>  A  ^  3  f2(sen  m—\)^—-  cos®  /-- ^^\ 

\         ^         '        j&  \  —  cosp/ 

cosi  basterà  verificare  che  le  correnti  F  indotte  sono  propor- 
zionali alle  diagonali  d  quando  T  inclinazione  9  di  essa  sulle 
correnti  esperìmentate  resta  costante.  Tale  teorema  dà  un'idea 
chiara,  anche  al  fisico  non  molto  abituato  alle    formule  mate- 
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màticbe,  del  moda  lento  con  cui  la  forza  F  decresco  colla  ^  di-^ 
stanza. 

S.""  La  fommla  generale  (2)  applicata  ài  caso  di  doe  cir- 
cniti,  indotto  ed  inducente,  formanti  i  lati  di  due  quadrati  po-> 
sti  in  piani  paralelli  coi  Iati  pure  paralelli,  e  coi  loro  centri 
sulla  linea  perpendicolare  cfafe  misura  la  distanza  dei  due  pia- 
nìy  dà  la  seguente 


F=«.A  *[8a-2»0'+À)  +  3  «  <g|)   H-  «  l  f-.->  ) 


.  -+■  a(-2  ZA  ^  Z  3)1     (4) 

Nella  formula  (4)  si  hi 

d^  =  h'-h  2V ,    d^=h^^  2(2a)% 

e  2a  è  il  lato  del  quadrato.  Feci  l'esperienza  colle  solite  pile 
dando  al  lato  del  quadrato^  2a,  il  valore  (h^  395  .ed  ottepni 
la  tavola  seguente 


1" 

2" 

1 

2 

3" 

4» 

0»,032 

—1,211 

0,  002 

0 ,  065 

1 
3 

—0,790 

0,  005 

0,  090 

1 
4 

—0, 607 

0,  010 

I  prodotti  della  2^  colla  3^,  come  già  dicemmo,  danno  i  nu- 
meri seguenti,  che  ci  sono  favorevoli 

2,  422  ;        2,  670  ;        2,  428  j 

9°  Dopo  quest'ultima  esperienza  passai  al  caso  di  due  cir- 
cuiti disposti  secondo  le  circonferenze  di  due  circoli  posti  in 
piani  paralelli,  e  coi  loro  centri  sulla  linea   perpendicolare  ai 


(77) 
piani  stessi,  cioè  sulle  estremità  di  h.  GhiamaDdo  a,  b  i  raggi 
di  detti  circoli  si  otterrà  la  formala 

/        Tri»  A*  r"  àx         . 

ove  si  ha 


^^r= 


ed  adottando  la  potazicoe  del  Legendre 

F  =  271  0)  A  fcf TIC  —  2cFi(cA  ^1/    — 

cercai  la  verifica  esperimentale    della  fòrmula  preccdei|te  nei 
caso  in  cui  a  =  A.  allora  la  formula 


F  =  Stt  a  6)AK 


{ne  —  2i?Fi(i?)) 


fu  da  me  yerificata  ponendo  mente  al  teorema  seguente  che 
da  essa  si  ricava. 

«  Quando  i  raggi  dei  due  circoli ,  indotto  ed  indncente  , 
»  sono  uguali,  e  che  le  distanze  loro  variano  proporzionai- 
j»  mente  ad  essi,  la  corrente  ipdotta  è  proporzionale  ai  raggi 
»  medesimi. 

Presi  dufs  cilindri  di  legnq  i  di  cui  diametri  stavano  all' 
incirca  come  1  ;  ^,  e  su  d'ognuno  di  essi  avvolsi  in  qn  pianp 
perpendicolare  al  loro  diametro  ,  il  filo  della  pila  per  tre  o 
quattro  giri.  SoUp  a  tali  circoli  inducenti  cosi  formati  avvolsi 
similmente  il  filo  da  indursi  che  comunicava  col  galvaqometro. 
Queste  due  coppie  di  circoli,  indotti  ed  inducenti ,  erano  po- 
ste a  gran  distanza  fra  di  loro  ,  onde  le  induzioni  si  eserci- 
tassero fra  coppia  e  coppia-  solamente.  Potevo  variare  a  pia- 
cere le  distanze  fra  Tqno  e  l'altro  circolo  in  ogni  cilindro,  e 
la  corrente  inducente  col  numero  dei  giri  che  vi  facevo  fare 
al  filo  della  pila;  e  feci  in  modo  che  le  correnti  indotte  in 
ognuno  dei  circoli  indotti  vi  fossero  generate  in  tal  direziono 
da  contrapporsi  nel  mio  galvonometro.  Sarebbe   inpiile  eh'  io 


i 
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qui  dessi  naa  naova  tavola  3  essa  non  farebbe    che   dare    la 
esattissima  conferma  deirenancialo  teorema. 

Collo  stesso  metodo  delle  prime  esperienze  ne  feci  ancora 
un  altro  con  due  circoli  di  ugual  diametro ,  varìando  le  di- 
stanze h  dei  lori  piani  paralleli,  e  tenendo  i  loro  centri  pure 
sulle  ^estremità  della  stessa  retta.  Volendo  prendere  i  loro  rag-' 
gi  piuttosto  grandi,  avvolsi  il  circuito  indotto,  e  l'inducente  a 
distanza  costante;  'sulla  grossezza  di  ana  ruota  di  legno  che 
aveva  una  scanalatura  come  le  ruote  di  un  tornio;  ed  il  filo 
inducente  a  distanza  variabile  lo  disposi  in  un  piano  di  legno 
facendogli  prendere  alla  meglio  una  forma  circolare  a  forza  di 
cera  lacca  e  di  pìccoli  chiodi.  Tale  disposizione  non  era  certo 
la  migliore  per  una  buona  esperienza,  ed  i  due  Qlt  inducenti 
non  erano  evidentemente  pelle  stesse  circostanze  relativamen- 
te all'indotto  siccome  però  non  ebbi  tempo  per  far  meglio 
darò  la  tavola  anche  di  questa  esperienz.a,  servendomi  di  ave* 
re  avvertito  il  lettore  svile  condizioni  in  cui  ò  stata  fattQ 
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0,  004 
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II  raggio  era  di  0^,  145.  I  nameri  della  1^  e  4^  colonna  noa 
sono  potuti  rimanere  esatti  molto  in  questa  esperienza  ;  ma 
ognun  vede  che  sono  leggiere  le  differenze  fra  i  valori  della 
2**  e  3^  colonna. 

9.""  Dalla  penultima  formula  si  passerebbe  facilmente  al  ca^ 
»o  delle  spirali  piane  e  si  avrebbe  la  formula 


(  79  )  ^ 

F=s2  jro)  ^yjìnc  —  2cF  '(e)  ^j/'óa.  da. di 

estendeado  ^integrazion^  alle  superficie  intere  delle  spirali 
stesse.  Con  tal  mezzo  si  potrà  confrontare  la  presente  teorìa 
OH  resaltati  di  già  ottenuti  dalI'Abrìa. 

Credo  peprò  che  sarà  sempre  meglio  di  fare  tal  confronto 
colie  esperienze  attendendosi  al  metodo  che  ho  narrato.  Per- 
chè cosi  si  andrà  sempre  sicori  dagl'errori  che  potrebbero  av- 
yeniro  dalla  yarìaziooe  delia  pila,  e  dal  galvanometro,  e  dall' 
influenze  delie  lunghézze  f (dotte  che  rappresentano  l<e  resistepze 
delia  parte  non  indotta  del  circuito  indotto,  le  <}uali  variano , 
▼ariando  nella  stessa  lunghezza  Mah  di  filo  }a  lunghezza  della 
parte  indotta  di  esso. 

L'Abria  stabili  coli'  esperi^enza  che  U  corrente  indotta  era 
indipendente  dal  diaal^trp  del  filo  inducente  ;  e  ciò  infatti  è 
una  conseguenza  generale  4^IIf9  nostre  formule  (che  si  può  ftH 
dlmente  dimostrare,  a^  essendo  |a  sezione  del  filo  inducente,  e 
A  essei^do  una  costante  proporzionale  alla  differenza  di  den- 
ntà  dell'elettrico  nelli  due  punti  estremi  del  circuito  indocen- 
te, la  forza  della  corrppte  indocente,  e  d^Ha  pila^  sarà  propor- 
zionale al  QumierQ 

Ci)A 

l  essendo  la  lunghezza  del  circuito  stesso.  Se  si  varia  gj  e  si 
fa  diventare  &)',  l  rimanendo  la  stessa  ,  non  variando  la  cor- 
rente, varierà  A  e  diventerà  A'  onde  averp 

a>A        a)'A' 


l   --     l    ' 

cosi  il  valore  di  F  rimarrà  inalterato, 

10.  Il  27  ottobre  1845  il  Sig.  F.— E,  Neumann  prof,  a 
Koenigsberg,  f^ce  all'  accademia  delle  scienze  di  Berlino  la 
lettura  di  un  suo  lavoro  intitolato,  Ricerche  sulla  teoria  matte-' 
fnatica  dell'  induzione.  Avevo  già  verificato   coli'  esperienza  le 
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formule  qui  rìporlate  quando  mi  rammento  di  aver  data  due 
anni  sono  una  breve  occhiata  ad  una  traduzióne  di  quel  lavo- 
ro; fatta  dal  Sig.  Bravais  ed  inserita  nel  numero  del  mese  di 
aprile  1848  del  giornale  stampato  a  Parigi,  dal  Sig.  Liouville. 

Il  Sig.  Neumann  cominciò  dal  supporre  che  qìéando  una  ri- 
suUante  magnetica  od  eUtirtHlinamica,  applicata  sopra  un  eletnen- 
to  di  un  conduttore  ,  viene  a  cangiar  di  direzione  o  grandezza  , 
si  sviluppi  in  questo  elemento  una  forza  elettro-motrice^la  quale, 
nel  caso  di  un  circuito  chiuso,  fa  nascere  in  questo  circuito  una 
corrente  indotta. 

Nel  mio  venturo  lavoro,  al  seguito  di'  questo ,  cercherò  di 
confrontare  coll'esperienza  la  teoria  del  Sig.  Neumann,  pèrchò 
ancora,  ch'io  mi  sappia  ,  ciò  non  é  stato  fatto  ;  ma  frattanto 
non  ho  esitato  a  far  conoscere  questo  modo  assai  chiaro  e 
semplice  di  ottenere  quelle  formule,  qui  riportate,  che  soddi- 
sfano pon  molta  esattezza  ai  numeri  dell'esperienza.  Vedremo 
dunque  in  appresso  quale  sia  il  vero  modo  con  cui  vanno  iur 
ierpretati  questi  fenomeni,  se  è  quello  del  Neumann  ,  oppure 
se  bisogna  por  mente  alla  densità  variabile  dell'elettrico  in  un 
circuito  voltaico;  interrogherà  il  calcolo,  e  l'esperienza  che  deci-; 
derà. 


it 
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SULLE  DUE  COMETE  SCOPEUTE  NELL'ANNO  1850 
DA  PETERSEN  E  DA  BQND,  E  SUL  RITORNO 
DELLA  COMETA  PERIODICA  DI  FAYE 
SCOPERTA  NEL  1843. 

NOTA  COMUNICATA 

DA|L  MG,  PROV,  A.  COLL^ 

Direttore  del  R.  Osservatorio  Meteorologico  di  Parma. 

• 

Nel  fascicolo  di  Luglio  1850  di  questi  Annali  io  annunziai 
che  la  cometa  scoperta  dal  Dott.  Petersen  nella  notte  del  1  al 
2  maggio,  cominciò  a  farsi  vedere  a  Parma  ad  occhio  nudo 
sul  principio  di  luglio  come  una  stella  nebulosa  di  4.^  gran- 
dezza e  coi  telescopi  come  un  ampio  ammasso  circolare  di  luce 
assai  brillante,  con  nucleo  stellare  e  coda  che  dispiegavasi  con 
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sfuttiatura  ia  direzione  opposta  al  sole  per  la  lunghezza  di 
circa  un  grado.  Ora  debbo  aggiungere  cke  la  visibilità  ad  oc- 
chio disarmalo  della  cometa  venne  da  noi  constala  sino  ai  15 
delio  stesso  mese^  ma  dopo  questa  data,  a  cagione  dello  splen* 
doro  Lunare,  essa  cessò  di  farsi  vedere  ,  ma  io  la  potei  se- 
guire però  col  cannocchiale  di  Lerebours  sin  verso  la  ikie  del 
mese.  Il  giorno  20,  non  ostante  lo  splendore  della  Luna ,  essa 
presentava  un  nucleo  brillante^  circondato  d'ampia  chioma,  ma 
senza  traccia  di  coda. 

Air  Osservatorio  di  Bonn  la  cometa  fu  veduta  per  la  prima 
volta  ad  occhio  nudo  ai  28  giugno.  Il  5  Luglio  il  Dott/  Schmidt 
trovò  che  in  intensità  essa  eguagliava  quasi  la  grande  nebulosa 
d'Andromeda;  notò  egli  inoltre  più  volte  durante  la  sua  appa- 
rizione che  la  coda  provava  delle  grandi  e  repentine  variazio- 
ni neirintensità  e  nella  sua  lunghezxa^  variazioni  per  altro  che 
non  potevansi  ritenere  come  reali,  avendo  egli  stesso  fatto  os- 
servare che  non  bisognava  cercarne  la  spiegazione  che  in  in- 
termittenze della  trasparenza  deiratmosfera. 

Gli  Astronomi  deirOsservatorio  del  Collegio  Romano  ,  se- 
condo le  relazioni  date  dal  Dirett.  P.  Secchij  rimarcarono  che 
la  cometa  nel  1®  loglio  presentava  col  telescopio  una  debole 
coda,  assai  stretta  e  fatta  quasi  a  spada  e  riudomani  la  videro 
ad  occhio  nudo  fornita  di  una  bella  coda  lunga  2  gradi;  la 
sera  del  3  la  coda  appariva  variata  di  3  gradi  di  lunghezza 
ed  a  ventaglio,  e  come  divisa  in  due  dal  mezzo  in  giù.  Un 
nucleo  similmente  essi  cominciarono  a  distinguere,  benché  mal 
terminato.  La  cometa  la  vedevano  meglio  in  un  cercatore  di 
gran  campo  e  débole  di  forza  che  in  un  buon  telescopio  di 
Frahunofer  :  tn  questo  appena  appariva  la  nebulosità  allungata 
dal  lato  opposto  al  Sole,  mentre  si  vedeva  benissimo  il  nucleo. 
La  sera  dei  5  alle  16^  \{S'^  (  tempo  siderale  )  essi  trovarono 
che  la  cometa  ecclissava  la  piccola  stella  di  8^  grandezza  se- 
gnata nell'atlante  celeste  di  Harding  ad  AR  =  14^  G'"  3(K  ; 
Deci.  =  -^  39^  50'  (posiz.  appross.)  e  che  airuscirne,  la  cometa 
pareva  avere  un  secondo  nucleo.  Verso  la  metà  di  Luglio,  ri- 
marcarono che  la  tenue  coda  della  cometa  era  quasi  afiTatto 
Annali  di  Scienze  Mai.  e  Fis.  T.II.  fehbraro  18ftl.  6 
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granita  mentre  era  sottentrata  in  parte  la  Ince  pia  viva  della 
nebniosità  molto  allungata,  che  forse  colla  sua  luce,  ecelissava 
la  più  debole.  II  giorno  27,  non  ostante  la  presenta  della  La* 
na,  e  la  soa  vicinanza  all'orisionte,  la  cometa  mostravasi  assai 
distintamente  con  una  specie  di  chioma  divisa  in  ire  ciaiB  e  col 
nucleo  talora  ben  terminato,  ma  talora  confuso. 

All'Osservatorio  di  Marsiglia  la  cometa  fu  seguita  dalFAstro- 
nomo  Dirett  Valx  sino  ai  28  Luglio,  e  se  i  vapori  del  mare 
non  avessero  messo  ostacolo,  egli  dice  che  Favrebbe  potuta  os- 
servare sino  alla  fine  del  mese.  Il  24  a  10^  (t.  m.)  egli  notò 
che  ia  cometa  era  resa  invisibile  dallo  splendore  della  stella  di 
6'  grandezza  4531  del  catalogo  dell'  associazione  Britlanica  , 
o  25086  LaUmde-Bailyi  rimarcò  però  che  conducendo  la  stella^ 
che  sembrava  coincidere  alla  parte  centrale  della  nebulosità  > 
sotto  il  filo  equatoriale,  quest'ultima  emergeva  un  poco  al  mez- 
zodì. Il  sig.  Valx  aggiunge  che  un  medesimo  incontro  straor- 
dinario aveva  già  avuto  luogo  il  4  Giugno  a  14^,  avendo  par- 
so la  cometa  sovrapporsi  centralmente  alla  stella  di  7^  gran- 
dezza, 47'  della  zona  Ì24  del  catalogo  à'Argelander  (126  per 
errore)  senza  che  quest'ultima  ne  apparisse  in  alcun  modo  af- 
fievolita, essendosi  presentata  sempre  più  brillante  di  i  gran- 
dezza che  la  48'  che  non  le  é  distante  che  di  8'  in  arco. 

L'orbita  di  questa  cometa  è  stata  calcolata  da  molti  astro- 
nomi. Il  solo  giornale  del  eh.  Prof.  Schumacher  (di  cui  ora  de- 
ploriamo la  perdita  C*)  ) ,  AsPnmj  Nachr',  racchiade  gli  elementi 

(*)  Diamo  il  seguente  cenno  biografico  di  questo  illustre  Astrono- 
mo pubblicato  nel  Jowm.  des  DebdU»  ^  Le  scienze  astronomiche  hanno 
fatto  una  perdita  crudele  nella  persona  del  Sig.  Dott.'*  Sehumaeh»  di- 
rettore delPOaservatorio  di  Altona,  morto  dopo  una  lunga  e  dolorosa 
malattia  nelFetli  di  70  anni. 

Enrico  Cristiano  Schumacher  nacque  a  Bramstedt  nel  ducato  dell' 
Holstein,  il  3  Settembre  1780.  Dal  1805  al  1816  egli  fu  successiva- 
mente prof,  di  Astronomia  all'  Università  di  Gopenhaghen  e  direttore 
deirOsserYalorio  di  Manheim  nel  Gran  Ducato  di  Baden.  Dal  1817  al 
1824  misurò  per  ordine  del  governo  i  gradi  di  longitudine  da  Gopen- 
haghen sino  alla  costa  occidentale  del  lutland  e  i  gradi  di   latitudine 
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olteniiti  nell*  ipotesi  parabolica  da  quindici  calcolatori.  Io  ho 
gii  presentato  ai  lettori  di  questi  Annali  (Luglio  1850)  gli  ele- 
menti calcolati  dagli  astronomi  Sig.  Plantamour  e  Yv(m  ViUar-' 
ceauy  fondati  i  primi  su  di  un'osservazione  di  Berlino  del  5 
Maggio,  e  su  due  fatte  a  Ginevra  ai  12  e  18  dello  stesso  me- 
se^ e  i  secondi  basati  su  cinque  osservazioni  in  data  dei  3, 10, 
16,  28  Maggio  e  4  Giugno,  fatte,  ad  eccezione  della  prima,  air 
osservatorio  di  Parigi.  Credo  bene  di  qui  ora  riferire  altri  ele- 
menti calcolati  dal  Sig.  Yvon  Villarceau  corretti  col  mezzo  di 
36  osservazioni  fatte  dall'epoca  della  sua  scoperta  fino  alla  fine 
della  sua  apparizione  nel  nostro  emisfero,  estratti  dal  N.  735 
delle  Astron&mUehe  Nachr.  Il  Sig.  Y.  V.  dichiara  che  queliti 
nuovi  elementi  differiscono  poco  da  quelli  che  sono  inseriti  nei 
Rendiconti  delle  sedute  deirAccademia  delle  Scienze  di  Parigi, 
Tomo  XX]^>  pag.   780.  Qaesti  ultimi   tuttavia  comparati  alle 


da  Skagen  (esiremìtà  «ettentrijoa^ile  dei  lutUn]  alle  frontiere  del  Re{/no 
d^Annover,  ove  questo  lavoro  è  stato  in  seguito  coutinuato  dal  Gonsi^;. 
aulico  Gau$$,  Nel  1812  il  Re  di  DaoiiQarca^  Federico  VI  fece  costruire 
l'Osservatorio  di  Altova  espressaipeiUe  per  andarne  la  direzione  al  Sig. 
ScliMmach^, 

Più  tardi  questo  sapiente  Astronomo  ba  eseguito  per  conto  del 
governo  inglese  la  misura  della  differenza  di  longitudine  che  esiste  tra 
gli  Osservalorj  di  Greenwich  e  di  Altona,  ed  ba  costrutto  un  grandis- 
simo Domerò  di  carte  marittime  e  geografiebe.  Dal  l'SSO  al  1829  ha 
pubblicato  i  suoi  quadri  ausiliari  d' astronomia  che  formano  10  Voi. 
in  4,  e  dal  J823  le  sue  Notizie  Mtronomiche  ch'egli  ha  continuato  si- 
no alla  sua  morte,  due  opere  che  hanno  ottenuto  a  giusto  titolo  una 
celebriti  Europea.  Si  hanno  anche  di  lui  altre  opere  importanti,  tra  le 
quali  figurauo  in  primo  luogo  le  due  seguenti  :  Osservazioni  Astrono- 
miche io  10  Voi.  in  8.  e  i  Trattali  Astronomici  in  3  Voi.  in  8. —  Quan- 
do il  Re  di  Danimarca,  Cristiano  Vili,  decise  di  decretare  una  meda- 
glia d'oro  per  ciascuna  scoperta  di  una  nuova  cometa  telescopica,  qne-^ 
sto  Monarca  incaricò  il  solo  Sig.  Schumacher  di  verificare  una  somi* 
gitante  scoperta  e  di  aggiungervi  il  premio.  —  Il  Sig.  Schumacher  era 
dal  1847  corrispondente  deirAccademia  delle  Scienze  dell'  Istituto  di 
Francia.  (Era  par  membro  delle  più  celebri  Società  Scientifiche  d'Euro^ 
pa  è  degli  Stati — Uniti,  e  decorato  di  più  ordini). 
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osservazioni,  hanno  presentato  delle  deviazioni  che  si  sono  ele- 
vate in  declinazione  sino  a  circa  10'  alfepoca  della  più  corta  di- 
stanza della  cometa  alla  terra,  ed  hanno  diminuito  in  seguito. 
Questi  deviamenti  non  avriano  dovuto  punto ,  secondo  lui , 
impedire  gli  Astronomi  dell'Emisfero  australe  di  utilizzare  per 
le  loro  osservazioni,  reffemeride  calcolata  su  tali  elementi,  e 
pubblicata  alla  pag.  831  del  medesimo  volume,  che  si  esten- 
deva sino  ai  23  di  Settembre.  Egu  consigliava  tuttavia  la  con- 
yenienza  di  correggerle  ,  impiegando  delle  posizioni  abbrac- 
cianti  tutto  l'arco  osservato  dell'orbita. 

Gli  elementi  che  seguono,  ai  quali  il  Sig.  F.  F.  è  perve- 
nuto, potrebbero  essere  risguardati  siccome  definitivi  se  non 
fosse  stato  dato  agli  Astronomi  situati  nell'emisfero  australe  di 
potere  osservare  la  cometa  posteriormente.  —  Io  non  ho  an- 
cora trovata  riferita  né  ricevuta  alcuna  osservazione  al  di  là 
di  quella  fatta  dal  Sig.  Valz  a  Marsiglia  ai  28  Luglio. 

ElemevUi  parabolici  della  Cometa  PETERSEN 
calcolati  dal  Sig.  rroN  riLLARCEAU. 

Passaggio  al  perielio:  1850  Luglio  23,52671 1.  m.  di  Parigi. 

Distanza  perielia      ....     1,0815025 

Dist.  del  perielio  al  nodo  ascend.  ISO*"  31'    2",  7ì  contata  dall' 
Longit.  del  nodo  ascendente.     .    92  53   28,   9>equin.  med.  del 
Inclinazione 68   12     4,  6)23,5  Lugl.  1850 

Gli  errori  che  questi  elementi  lasciano  ancora ,  non  ponno 
punto  sparire  col  mezzo  di  un  cangiamento  nell'  eccentricità , 
giacché  alcuna  traccia  d'ellitticità  sino  alla  fine  di  luglio  non 
si  era  manifestata  nell'orbita. 

Le  ultime  osservazioni  della  cometa  che  sono  venute  a  mia 
cognizione,  sono  quelle  fatte  negli  osservatori  di  Koenigsberga 
e  di  Haverhill  ai  21  luglio,  in  quelli  di  Parigi  e  di  Ginevra 
ai  22;  di  Bonn,  ai  24;  di  Kremsmiinster  e  di  Cambridge  {Stati 
Uniti)  ai  25;  di  Roma  ai  27  e  ncll'  osservatorio  di  Marsiglia 
ai  28.  Ecco  queste  ultime,  fatte  dal  sig.  Valz ,  estratte  dal 
num.  731  delle  Astron.  Nachr  : 
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Luglio  1850 

28  9*  0"»  f  m.  AR.  =200"  16' 6".  Deci.  =  —  21"  17' 27" 

,—90  =  200  16  6  ,  =  —  21   17  33 

La  stella  dì  comparazione  era  nella  prima  o&serrazione  £• — jff. 
25148  e  nella  seconda  osservazione  £.— J?.  25263. 

Dalle  fatte  osservazioni  di  questa  cometa  risulta  che  du- 
rante la  sua  apparizione  del  l."*  maggio  al  28  luglio  1850  , 
essa  percorse  nel  cielo  le  costellazioni  del  Dragone,  dell'  orsa 
minore,  di  Boote,  della  Vergine  e  dell'Idra. 

Non  solamente  l'astronomo  Yvon  ViUarceaUy  ma  anche  i  sig. 
Sonniag  e  R.  Schumacher  hanno  dato  delle  effemeridi  delle  po- 
sizioni geocentriche  della  cometa  per  gli  astronomi  situati  nel* 
Temisfcro  australe,  quella  del  Sig.  Sonntag  poteva  servire  per 
tutto  il  mese  di  agosto,  quella  del  Sig.  F.  F.,  come  abbiamo 
già  detto^  sino  ai  25  settembre,  e  quella  del  Sig.  R.  Schuma- 
cher sino  ai  31  ottobre.  La  posizione  della  cometa  data  per 
questo  giorno  a  0^  t.  m.  di  Berlino,  doveva  essere  : 

Ottobre        AB.  Deci.  log.A.  log.r 

31    222"  48'      —  86"  47'        0,2843        0,2753 

Un'altra  nuova  Cometa  telescopica  venne  scoperta  nel  1850 
dal  Sig.  G.  P.  Bond  nell'osservatorio  di  Cambridge  {Siati  Uniti) 
la  sera  del  dì  29  agosto  nella  costellazione  delia  Giraffa  a 
11'*  09^  45'  l'AB.  del  nuovo  astro  era  =  3*  24'"49'y  67  e  la 
Declin.  =  -4-  58"  00'  37",  9.  Altri  quattro  astronomi  d'Europa 
ne  fecero  dal  canto  loro  la  scoperta  ;  il  Sig.  Brorsin  a  Senften- 
berg  in  Boemia  il  5  settembre,  il  sig.  Mauvais  a  Parigi  ed  il 
Sig.  Robertson  a  Markree  in  Irlanda  il  9  e  il  Sig.  Clataen  a 
Dorpat  in  Livonia  il  14.  Mercè  poi  le  indicazioni  dei  Sig.  Bror-- 
sen^  la  cometa  fu  trovata  ed  osservata  nell'osservatorio  di  Al- 
tona  il  9  settembre,  in  quelli  di  Amburgo  e  di  Berlino  il  10; 
nell'osservatorio  di  Bonn  il  12,  in  quelli  di  Ginevra,  Marsiglia, 
Liverpool,  Cambridge,  Durham,  Copenhaghen  il  13  e  neir os- 
servatorio di  Kremsmùnster  il  15. 

L'astronomo  Brorsen^  nel  dar  l'annunzio  della  sua  scoperta 
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del  5  sellembrc,  descriveva  là  cometa  come  una  nebulosità  as- 
sai estesa  e  poco  brillante  verso  ii  centro,  ma  sedza  traccia  di 
nucleo  o  di  coda.  Alla  data  del  9 ,  secondo  il  Sig.  Jtfauvais  , 
essa  era  già  facilmente  visibile  con  buoni  cannocchiali  sotto 
l'aspetto  di  una  nebulosità  biancastra  ovale  di  una  tinta  presso 
a  poco  uniforme  in  tutta  la  sua  estensione  ;  il  suo  diametro 
apparente  sottendeva  a  un  di  presso  un  angolo  di  2  a  3  mi- 
nuti di  grado,  senza  centro,  brillante  e  senza  coda.  Quest'  a- 
stronomo,  contrariato  dallo  stato  atmosferico^  non  potè  dedur- 
ne il  suo  movimento  diurno  che  «dalla  comparazione  delle  sue 
osservazioni  estreme,  che  comprendevano  solamente  un  inter- 
vallo di  41  minuti  di  tempo,  e  lo  trovò  =:  + 15"*  38'  in  AR. 
e  = —  1^,9'  in  Dcclin.,  vale  a  dire  che  l'ascensione  retta  au- 
mentava assai  rapidamente,  mentre  diminuiva  la  declinazione 
boreale.  Nel  momento  in  cui  egli  ne  fece  la  scoperta  ,  la  co- 
meta trovavasi  nella  costellazione  del  Cocchiere  a  poca  distanza 
dalla  stella  delta. 

La  novella  della  scoperta  non  mi  giunse  che  nel  giorno  17 
di  settembre,  ma  il  tempo  non  mi  fu  favorevole  per  la  ricer- 
ca della  cometa  che  nella  notte  del  19  al  20,  in  cui  la  trovai 
alle  4^  del  mattino,  allorché  la  luna,  quasi  nel  suo  pieno,  sta- 
va per  tramontare.  Essa  trovavasi  allora  nella  costellazione  del 
Cancro,  nel  mezzo  della  linea  condotta  da  PoUtice  alla  due 
stelle  più  brillanti  del  Lince,  segnate  nelP  Atlante  celeste  di 
Harding  coi  num.  38  e  40.  Nel  campo  del  cannocchiale  di 
JLerebours  di  4  pollici  di  apertura ,  cogringrandimenti  di  65  e 
100  volte,  essa  presentavasi  presso  a  poco  colle  stesse  appa- 
renze indicate  dal  Sig.  Mauvats ,  ma  offriva  una  grande  con- 
densazione luminosa  nella  sua  parte  centrale.  Io  la  osservai  di 
nuovo  la  mattina  seguente,  ma  dopo  di  quel  di  il  cattivo  tem- 
po, o  il  chiaro  di  luna  non  mi  permisero  più  alcuna  osserva- 
zione :  la  vidi  soltanto  un'altra  volta,  che  fu  l'ultima,  il  9  di 
ottobre  dalle  4^'  '|a  alle  5^'|4  del  mattino,  allorché  trovavasi 
nell'Idra  vicinissima  all'orizzonte  orientale.  Essa  era  affatt  o  in- 
visibile ad  occhio  nudo,  ma  col  telescopio  appariva  assai  chia- 
ra, con  un  piccol  nucleo  stellare  nel  mezzo  della  nebulosità. 
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DiTeni  astronomi  d'Earopt  e  degli  Stati  Uniti  si  occupa* 
roDO  dei  calcoli  dell'orbita  di  questa  cometa,  ma  io  mi  limi- 
terò a  presentare  gli  etementi  calcolati  dall'astronomo  Mauvmi^ 
fondati  sulle  osservacioBi  fatte  all'osserfatorio  di  Parigi  il  9» 
il  13  ed  il  17  settembre,  e  da  lui  corrette  dall'effetto  dell'aber- 
rarìone  e  della  paralasse,  mercé  una  prima  orbita  pro¥fisoria 
ch'egli  aroTa  calcolato  poco  dopo  di  averla  scoperta. 

Elementi  paraboHei  detta  Canmia  Bono 
cakciaii  dal  Sig.  Mauvms. 

Passaggio  al  perielio,  1850  ottobre  19,34955 1.  m.  di  Parigi 
Longitudine  del  perielio        89°  16'  3'',  3  V  Equin.  med. 
Longit.  del  nodo  ascendente  205  59  30, 7)  di  0  Sett.  1850 
Inclinazione  dell'orbita  40     8  53, 3 

Distanza  perielia  0,  5652947 

Senso  del  movimento  eliocentrico  i  diretto. 

L'osservazione  media  dell'  11  settembre  é  rappresentata  a 
3"  7  in  longitudine  e  a  3^*0  in  latitudine.  Risolta  da  questi 
elementi  che  la  cometa  deve  essere  passata  al  perielio  ai  19 
ottobre.  In  tale  epoca  essa  doveva  esser  meglio  osservata  ne^ 
gli  osservatofj  situati  nell'emisfero  Sud,  che  in  qneHi  di  Eu- 
ropa, giacché  la  sua  declinazione  in  quel  giorno  si  elevava  a 
—  19'',0.  Il  Sig.  MauvaU^  neir  interesse  di  riconoscere  dove 
la  cometa  s'andava  a  dirigere  nel  cielo  australe,  calcolò  le  ef- 
femeridi delle  sue  posizioni  apparenti  del  di  29  settembre  ai 
18  novembre  1850 ,  comprendenti  1'  effetto  dell'aberrazione  e 
riferite  all'equinozio  apparente  di  ciascuna  data,  ed  i  suoi  cal- 
coli gli  dimostrarono  che  la  cometa  non  si  sarebbe  avvanzata 
punto  assai  lungi  neiremisfero  australe,  come  l' insieme  delle 
prime  osservazioni  sembrava  indicare  ,  giacché  dopo  di  aver 
raggiunto  il  21'"''  gradò  di  latitudine  Sud,  doveva  ripiegare  il 
suo  corso,  in  sorta  che  essa  non  avrebbe  cessato  di  esser  vi- 
sibile nei  nostri  osservatorj  d'Europa  cbe  sol  quando  si  sareb- 
be troppo  indebolita  per  la  sua  lontananza  alla  terra^  poiché  la 
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sua  più  grande  decliaazione  australe  non  doveva  essere  che  di 
cirea  —  24.  Il  Sig.  Mauvaù  trovò  però  che  essa  non  sarebbe  stata 
osservabile  che  per  pochi  istanti  avanti  il  levar  del  sole  a  mo- 
tivo della  piccolezza  delle  sue  elongazioni,  che  appena  sareb- 
bero state  di  25""  verso  la  fine  di  ottobre.  Le  osservazioni  della 
cometa  fatte  in  Europa  riferite  nelle  .As/rofi.  Nachr.  a  tutto  il 
n.  742  (19  dicembre  1850),  non  si  estendono  però  oltre  il  13 
ottobre.  Il  sig.  Vàlz  ò  quegli  che  riusci  ad  osservarla  in  tal 
giorno^  mentre  la  sua  declinazione  era  maggiore  di  —  15 
gradi.  Airosservatorio  di  Bonn  essa  venne  seguita  sino  agli  8 
ottobre,  e  airosservatorio  di  Kremsmùnster  sino  ai  9  :  a  que- 
sta stessa  data,  abbiamo  già  appreso,  che  fu  veduta  anche  nel 
nostro  osservatorio. 

Veniamo  a  sapere  col  mezzo  del  num.  743  (2  genn.  1851) 
delle  Asiron.  Nachr.  che  questa  cometa  è  stata  osservata  dopo 
il  suo  passaggio  al  perielio  airosservatorio  di  Cambridge  {Stati 
Uniti),  alle  date  del  28,  29  ottobre  e  ai  7  novembre  1850. 
La  sua  posizione  a  quest'ultima  data,  a  17^'  23'"  30',  t.  m.  di 
Cambridge,  era:  AR.=12*  41'»  44%  50;  Deci.  =  —23"  51'  09",0 
(tra  Ja  stella  (p  dell'Idra  e  la  j3  del  Corvo). 

Lo  costellazioni  che  vennero  percorse  da  questa  cometa 
durante  la  sua  visibilità,  dal  29  agosto  al  13  ottobre,  furono: 
la  GiraETa,  il  Cocchiere,  il  Lince,  il  Cancro,  il  Sestante  d'Ura- 
nia ,  r  Idra  e  la  Tazza ,  nella  quale  costellazione  venne  in- 
contrata dal  Sig.  Vcdz* 

Ai  primi  del  venturo  Aprile,  secondo  i  calcoli  dell'illustre 
Sig.  Le  Verrierj  ritornerà  a  passare  al  perielio  la  Cometa  sco- 
perta a  Parigi  nella  notte  del  22  novembre  1843  in  Orione 
dal  Sig.  Faye.  Il  Sig.  Le  Verrier  relativamente  al  ritorno  di 
quest'astro  periodico,  ha  eseguilo  e  completato  un  laborioso 
lavoro,  di  cui  ha  intrattenuto  l'accademia  delle  scienze  di  Pa- 
rigi nell'adunanza  del  9  dello  scorso  dicembre.  La  sua  comu^ 
nicazione  è  troppo  interessante  da  non  doversi  ignorare  dai 
lettori  di  questi  Annali. 

(c  Allorché  il  Dott.''  Góldschmidt  (V.  Inslitut,  n.  884)  annun- 
ziò che  il  periodo  di  questa  cometa  non  era  che  di  sette  an- 
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ni,  non  si  mancò  di  far  osserrare  qaanlo  mai  egli  era  strano 
che  una  cometa  cfae  ritornava  sì  frequentemente  nella  vicinan- 
za delia  terra  non  fosse  giammai  stata  veduta.  Il  Sig.  Faye 
rispose  che  siccome  l'orbita  di  questa  cometa  ,  tagliava  quasi 
quella  di  Giove,  che  questa  circostanza  aveva  permesso  ai  due 
astri  di  avvicinarsi  assai  Tnno  all'altro,  da  potersi  dare  che  la  co- 
meta, quantunque  descrivente  anteriormente  un'orbita  assai  al- 
lungata, fosse  stata  gettala  recentemente,  per  l'azione  di  Gio- 
ve, nell'orbita  ristretta  in  coi  noi  la  vediamo  circolare  attual- 
mente, come,  secondo  tutte  le  probabilità,  aveva  avuto  luogo 
per  la  cometa  periodica  del  177U.  A  quest'occasione  si  agita- 
rono in  tutta  l'Europa  le  questioni  alle  quali  davano  luogo  que- 
ste grandi  perturbazioni  delle  comete  per  parte  dei  pianeti  e  si 
giunse  benanche  perfino  a  dimandarsi  se  non  potrebbe  avervi 
identità  tra  la  cometa  di  Faye  e  quella  del  1770. 

»  Il  desiderio  di  fissare  l'astronomia  su  questo  punto  mi 
portò  ad  intraprendere  delie  ricerche  a  questo  riguardo  pel  cui 
successo  conveniva,  avanti  tutto,  determinare  con  una  precisio-^ 
ne  estrema  gli  elementi  della  cometa  di  Fayt  col  mezzo  delle 
osservazioni  fatte  durante  l'apparizione  del  1843 — 1844  e  spe- 
cialmente col  mezzo  delle  preziose  osservazioni  continuate  al- 
Tosservatorio  di  Putkowa  gran  tempo  dopo  che  esse  erano  sta- 
te abbandonate  negli  altri  osservatorj.  Io  riconobbi  ben  presto 
che  la  serie  delle  osservazioni  fatte  a  quest'epoca  nella  parte 
dell'orbita  la  più  vicina  al  sole  non  determinava  punto  la  parte 
opposta  dell'orbita,  di  quella  cioè  cfae  si  avvicina  all'orbita  di 
Giove,  con  una  esattezza  sulBciente  da  poterne  dedurre  dei 
risultati  unici  e  di  una  esattezza  assòluta.  Divenne  necessario 
di  tener  conto  nei  calcoli  delle  incertezze  che  le  osservazioni 
lasciavano  negli  elementi  dell'orbita.  Si  è  in  questo  modo  che 
io  fui  condotto  a  rappresentare  tutti  gli  elementi  in  funziono 
di  una  indeterminata  jx",  come  si  vede  nel  rendiconto  della 
seduta  del  28  aprile  1845,  ju."  essendo  la  correzione  indeter- 
minata che  deve  subire  il  medio  movimento  dedotto  dalle  os- 
servazioni. Prima  di  applicare  questi  elementi  alla  determina- 
zione delle  rivoluzioni  anteriori  della  cometa  ,  io  ne  feci  uso 


à 
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per  fissare  Tepoca  precisa  del  ritorno  al  perielio  nel  1851,  af* 
fine  di  facilitare  con  una  eflfeitieride  esatta ,  la  ricerca  della 
cometa  mediante  stromenti  di  grande  potenza  ottica.  Dopo  di 
aver  calcolato  a  questo  fine  le  perturbazioni  ^  che  la  cometa 
doveva  provare  neirintervallo  delle  doe  apparizioni,  io  ho  dato 
per  i  suoi  elementi  al  momento  del  ritomo  al  perielio  nel 
1851  {Astronom.  Naehrichien)  nnm.  541 

Tempo  medio  1851,  Aprile  3,5031. 

Medio  movimento  diamo    475",  1849  «4- |x'^ 
Anomalia  media  (T  0'  0"  00  H-  2769",68  /x" 

Angolo  d'eccentricità  33  42  43  36  —  82",60  fx" 
Longitudine  del  perielio  49  42  40  09  —  256,  97  fx" 
Inclinazione  dell'orbita  11  21  39  70  -^  2,  97  fx" 
Longit.  del  nodo  ascend.  209  30  35  01  -H   109,  12  jx'' 

Risultava  d'altronde  dalla  discussione  che  [i^'  poteva   variare 
entro  i  limiti  dtz  ^\^  ma  non  al  di  là  >. 

Gli  astronomi  devono  aver  appreso  con  grande  soddisfazio- 
ne, che  merco  di  una  triplice  effemeride  costratta  neiripotesi 
fi"  =  — 0"333  ,  ix"  =  0 ,  /x"=H-0"333  e  merco  dei  po- 
tenti stromenti  dell'osservatorio  di  Cambridge,  il  dotto  Signor 
Challis  sia  già  pervenuto  a  ritrovare  la  cometa  nella  sera  dei 
28  dello  scorso  novembre,  e  che  le  osservazioni  di  quest'astro 
fatte  col  grande  equatoriale  del  duca  di  Northumberland  siano 
Tenute  a  confermare  in  modo  rimarcabile  i  risultati  dei  calcoli 
fatti  anteriormente  dall'illustre  Sig.  Le  Verrier  intorno  al  mo- 
vimento di  quest'astro. 

L'effemeride  mediante  la  quale  è  stata  effettuata  la  re^sca^ 
peria  è  stata  calcolata  dal  Sig.  Straiford  sopraintendente  dei 
NatUical  Almanac.  Conformemente  alle  osservazioni  comparate 
a  quest'effemeride,  la  quale  è  calcolata  al  decimo  di  minato  di 
tempo  in  ascensione  retta,  e  al  decimo  di  minuto  in  arco  in 
distanza   polare    Nord,   si   trova    pel   valore  di    /x",   per  le 
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AB  +  0'',  263  e  per  le  distanze  polari  -f-  0",  290,  il  valor  me- 
dio essendo  -4-  0",  277. 

Le  osservazioni  della  cometa  fatte  dal  Sig.  ChaUis  doveva- 
no fornire  (aggiunge  il  Sig.  Le  Verrier)  due  veriGcazioni  im- 
portanti. Primieramente  i  dna  valori  di  ii"j  determinati  col 
mezzo  delle  ascensioni  rette  da  una  parte  e  delle  declinazioni 
dairaltra,  dovevano  essere  eguali.  In  secondo  luogo  il  valore 
di  jx"  così  determinato,  doveva  essere  inferiore^  in  grandezza 
assoluta,  a  0",  333.  La  seconda  condizione  é  evidentemente 
soddisfatta.  Quanto  alla  prima,  cioè  l'eguaglianza  dei  due  va- 
lori di  jJi'y  noi  giudicheremo  meglio  dopo  una  riflessione  im- 
portante. Il  Sig.  Siraiford  nel  costruire  la  sua  effemeride  sugli 
elementi  del  3  aprile  1851  supposto  invariabile  ,  ha  dovuto 
ommettere  le  perturbazioni  che  la  cometa  proverà  dal  28  no- 
vembre 1850  sino  al  al  3  aprile  1851,  vale  a  dire  in  un  in- 
tervallo di  più  di  quattro  mesi.  Le  perturbazioni  prodotte  da 
Giove  sono  tuttavia  assai  considerabili,  e  col  mezzo  di  una  ef- 
femeride calcolata  secondo  queste  perturbazioni  e  delle  due 
osservazioni  del  Sig.  ChaUis^  si  trova  per  fx''  i  valori  seguenti: 

Per  l'ascensione  retta        {i"  =  -H  0",  2895 
Per  la  declinazione  [i"  =  -f-  0",  2946 

Se  si  determina  il  valor  medio  di  [x"  in  maniera  che  le 
osservazioni  siano  egualmente  ben  rappresentate  in  AB.  e  in 
Declinazione,  si  trova  : 

|x"=+0",2903 

e  allora  la  teoria  rappresenta  egualmente  l'ascensione  retta  e 
la  declinazione  con  un  semplice  errore  di  5",  vale  a  dire  col- 
Tesattezza  stessa  che  comportano  le  osservazioni. 

Egli  é  facile  ora  di  rettificare  col  mezzo  di  questo  valore 
di  p,"  gli  elementi  calcolati  nel  1845.  Questi  risultamenti  del- 
l'osservazione provano  l'esattezza  della  teoria  data  dal  Sig.  Le 
Verrier  pel  movimento  di  questa  cometa,  e  fanno  sperare  che 
gli  elementi  ne  potranno  essere  determinati  in  modo  ad  avere 
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l'orbita  dell'astro  tanto  esattamente  che  si  trattasse  di  Qn  pia- 
neta, ciò  che  permetterà  in  seguito  di  fissare  la  massa  di  Gio- 
ve con  Kna  estrema  precisione.  — 

11  Sig.  Le  Verrier  mi  ha  inviato  un'effemeride  per  la  ricer-» 
ca  della  cometa  che  si  estende  sino  ai  16  febbraio  1851,  da 
lui  calcolata  col  mezzo  degli  elementi  dati  nel  1845,  nel  cal- 
colo della  quale  ha  tenuto  conto  delle  due  osservazioni  fatte 
a  Cambridge  il  28  e  il  29  novembre  1850  (V.  Annali  ,  gen- 
oaro  1851,  pag.  46)  (%  Non  ostante  le  mie  minute  ricerche  nelle 
due  sere  del  29  e  30  gennaro,  le  sole  serene  e  senza  luna  , 
che  abbiamo  avute  dopo  l'arrivo  della  effemeride  ,  non  sono 
potute  riuscire  a  trovare  la  cometa  ,  probabilmente  in  causa 
della  poca  forza  del  cannocchiale.  Riuscendo  a  trovarla,  mi 
darò  premura  di  riferire  i  risultamenti  delle  mie  osservazioni 
nel  dare  un  rendiconto  di  quanto  sarà  stato  fatto  nei  diversi 
Osserva torj.  Finora  non  si  conoscono  che  le  osservazioni  fatte 
ai  28  e  29  novembre  1850  all'osservatorio  di  Cambridge  dal 
Sig.  Challis, 

Parma,  2  febbraro  1851. 

NOTA  SUI  TERREMOTI 
DEL  SIG.  VHAIVCESCO  PISTOLE»! 

di  Pisa 


In  una  Nola  inserita  nel  tomo  ottavo,  p.  365,  anno  1842, 
dei  Nuovi  Annali  delle  scienze  naturali^  che  si  pubblicano  in  Bo- 
logna, detti  la  distribuzione  mcnsualo  dei  giorni  di  terremoto 
da  me  notati  dall'Era  Cristiana  a  tutto  il  1840^  i  quali  giorni 
sommavano  al  N.""  2315,  distribuiti  come  appresso: 


(*)  Questa  cometa  fu  ritrovata  a  Cambridge  in  Inghilterra  dal  Signor 
Challis  nei  28  novembre  1850,  e  non  gi2i  nel  19  come  per  error  tipo- 
grafico si  dice  nella  stessa  pag.  46  di  questi  Annali  (fascic.  di  gennaro.) 
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Verno  .  .  .  N."  674 

Primavera .  yf      567 

Estate  ...»      519 

Autunno  .  .  »      555 

e  mostrai  che  il  rapporto  di  frequenza  fra  i  mesi  freddi  (  ot- 
tobre a  tutto  marzo)  e  i  mesi  caldi  (aprile  a  tutto  settembre) 
era  come  1  a  0,88. 

Avendo    segnati  fino  a  tutto  il  1846   numero  7976  giorni 
con  terremoto^  ho  osservato  mantenersi  a  meno  un  centes' 
ii  rapporto  suddetto.  Ecco  lo  spoglio 

Verno  Autunno 

Gennaio    701  Ottobre      699 

Febbraio  799  Novembre  722 

Marzo      752  Dicembre    586 


2252  -H  2007  =  4259 


Primavera  Estate 

Aprile     666  Luglio         599 

Maggio  672  Agosto        592 

Giugno   651  Settembre  537 


1989  H-        1728  =  3717 


Il  rapporto  fra  dette  duo  somme  4259  e  3717  è  di  1  a 
0,87. 

Laonde  pud  tenersi  come  fatto  sicuro  che  i  terremoti  sono 
più  frequenti  nella  parte  fredda  dell'anno  che  in  quella  calda. 

Se  ora  si  sommino  fra  loro  i  giorni  di  terremoto  dei  due 
mesi  dell'equinozio,  e  si  sommino  quelli  dei  mesi  di  solstizio 
come  appresso 
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Mesi  ddVequinozio 
Marzo  .  .  .  .  N^  752 
Settembre  .  .  »     537 


N^  1289 


Sfe$i  del  solstizio 
Giugno    .  .  .  N^  651 
Dicembre  .  .  >}      586 


N^  1237 


avremo  fra  le  due  somme  la  differeaza  5^^  eha  è  assolutamente 
insignificante. 

Questi  resultati,  mentre  indicano  che  il  sole  non  influisce 
cosmicamente  sulla  produzione  dei  terremoti  y  palesano  chiara-r 
mente  l'azione  termica  di  quell'astro  sn  questa  specie  di  fe^ 
nomeni. 

Nella  Memoria  da  me  inserita  nel  tomo  primo,  pag.  145 
di  questi  Annali  procurai  dimostrare  la  derivazione  dei  tre* 
moti  da  una  sostanza  imponderabile,  la  quale  agisce  massima- 
mente ed  il  più  spesso  nel  senso  di  corrente  orizzontale  sul- 
la superficie  della  terra,  o  poco  al  di  sotto  di  essa  si  adden- 
tra. Aggiungevo  che  le  tensioni  e  le  perturbazioni  di  questa 
sostanza  possono  pure  produrre  degli  eccitamenti  nelle  elabo- 
razioni vulcaniche  prossime  alla  superficie  terrestre ,  le  quali 
elaborazioni  vagliono  a  vicenda  per  operare  delle  nuove  ten- 
sioni nella  materia  da  terremoti ,  e  cagionano  le  ripetizioni 
delle  scosse  che  spesso  vediamo  accadere  in  alcune  località. 
Pertanto ,  nel  tempo  che  la  maggior  frequenza  dei  terremoti 
nel  senso  superficiale  della  terra  ci  allontana  naturalmente 
dairattribuirne  la  cagione  agli  urti  vulcanici,  l'azione  termica 
del  sole  su  questa  specie  di  fenomeni  porge  nuova  prova  del- 
Findìpendenza  dei  tremoti  propriamente  detti  dalle  operazioni 
vulcaniche,  giacché  sappiamo  essere  dappertutto  al  di  sotto  del- 
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la  terrestre  snperficie  un  punto  fisso  di  temperatara   che  se- 
para l'acione  calorifica  del  sole  sulla  parte  esteriore  del  no- 
stro piai^eta,  dairazione  che  al  di  sotto  può  operare  il  calore 

centrale. 

In  questa  occasione  aggiungerò  a  quanto  dissi  nella  mia 
Memoria,  che  le  commozioni  terrestri  non  hanno  da  attribuirsi 
alla  propagazione  di  ondulazioni  prodotte  da  urti  operati  sulla 
massa  solida  della  terra,  ma  che  ai  terremoti  fa  d'uopo  uno 
spazio  Tuoto,  affinchè  abbiano  luogo  i  movimenti  delle  parti 
che  ricevono  l'influenza  della  materia  produttrice  dei  terre- 
moti che  le  investe ,  la  quale  poi  nei  pochi  casi  che  agisce 
in  senso  verticale ,  può  solo  produrre  i  suoi  effetti  quai^do 
riesca  a  spinger  nel  vacuo  al  di  sopra  della  superficie  della 
terra  le  materie  che  le  fanno  opposizione. 


NOTIZIE    BIUIOGIUnClIE 

ATTI  DELL'ACCADEMIA  PONTIFICIA  DE'NUOVl  LINCEI 

compilati  dal  Segretario.  Anno  IV. 

Sessione  I.  del    17   Novembre   1850. 

Roma  Tipografia  delle  Belle  Arti  185i  fascicolo  di  pag.  32  in  4. 

Questo  primo  fascicolo  contiene  le  seguenti  Memorie. 

Scioglimento  di  un  dubbio  mosso  dal  sig.  3udan  sopra  la 
generale  veridicità  dei  risultamenti  del  metodo  di  Lagrange 
nella  ricerca  delle  radici  immaginarie  dell'  Equazioni  numeri* 
che  per  approssimazione  del  sig.  Prof.  N.  Cavalieri  S.  Bertelo. 

Sopra  un  nuovo  fotometro  destinato  specialmente  a  misu- 
rare l'intensità  relativa  della  bice  delle  stelle,  del  Prof.  A.  Sec< 
chi  al  Collegio  Bomano. 

Riporteremo  alcune  parole  deirAutore. 

Questo  fotometro  consiste  in  una  ruota  girante  tanto  ra« 
pidamente  per  mezzo  di  un  roteggio  da  produrre   ncIT  occhio 
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una  impressione  perfettaraontc  continua:  la  ruota  può  esser  di 
costruzione  diversa  secondo  la  intensità  delle  luci,  che  devonsi 
confrontare.  Per  le  luci  assai  disuguali ,  e  diCTerenti  più  della 
metà  essa  consiste  in  due  ruote  di  lamina  di  ottone  annerito» 
concentriche  sovraposte  a  contatto  e  scorrevoli  su  di  un  asse 
comune  una  sulf  altra  a  forte  attrito,  ondo  ritengono  la  loro 
posizione,  che  assicurasi  anche  se  vuoisi  con  una  vite  di  pres- 
sione. 

L'autore  termina  coli' applicare  questo  stromento  alla  mi- 
sura delle  intensità  di  alcune  stelle  ,  e  fa  osservare  il  plau- 
sìbile accordo  de' suoi  risultati  con  quelli  trovati  da  Herschel 
su  lo  stesso  soggetto. 


Dimostrazione  delle  formolo  date  dal  celebre  Gauss  per  de- 
terminare in  quante  somme  ognun  di  due  quadrati  può  spez- 
zarsi un  intero.  Nota  del  Prof.  Paolo  Yolpicelli. 


Ricerche  suir  orbita  della  Cometa  di  Petersen  del  profes- 
sore Ignazio  Galandrelli. 

Seguono  quindi  le  Commissioni  e  le  Corrispondenze^  il  Co- 
mitato segreto^  e  le  opere  venute  in  dono  all'accademia. 


o^^^SraR?^*"'"*  ^  "" 
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y  I         ■  Il 

SUL  CENTRO  DELLE  FORZE 
NOTA 

BEL  9I«.  PBOV.  niNCESCO  BE  EILIPPI 

di  GenoTt. 

La  coDSÌderazioDe  del  centro  di  un  sistema  di  forze  si  fa 
ordinariamente  ne'  corsi  di  statica  a  proposito  delle  forze  pa- 
rallele soltanto.  Ma  già  da  tempo  venne  avvertita  la  esistenza 
del  centro  anco  per  i  sistemi  di  forze  dirette  in  un  piano  (*); 
e  di  più  il  centro  delie  forze  parallele  può  risguardarsi  come 
caso  particolare  di  un  centro  che  spetta  ad  ogni  sistema  di  for- 
ze comunque  dirette  nello  spazio,  purché  non  riducibile  ad 
una  semplice  eoppia.  Ora,  reputando  io  che  tali  nozioni  sieno 
pure  meritevoli  di  avere  posto  ne'trattati  di  meccfinica  desti- 
nati all'insegnamento  elementare,  credetti  opportuno  fame  sog- 
getto di  questa  nota. 

I. 

S'immagini  un  sistema  di  forze  applicate  a  punti  determi- 
nati di  un  corpo  rigido.  Dicasi  p  la  generica  fra  queste  for- 
ze; dicansi  a,  i,  e  le  coordinate  del  suo  punto  di  applicazio- 
ne; e  finalmente  a,  j3,  7  gli  angoli  che  la  forza  p  comprende 
cogli  assi  delle  coordinate  correnti  positive.  Pongansi  inoltre 

/)|COS  «i  -H  |>aCOS  «a  -4-  P3COS  «3  -+-.,.   =  C,   , 

PjCos  /3,-H;>aCos  /Sa  -h/^acos/Ss  -+-...=  Cy  , 

JJiCOS  7,  -1-  PjCOS  Va  -H/>3C0S  73  -f- .  .  .  =  C.  ; 

€  la  condizione  acciò  il  sistema  non  riducasi   ad  una  coppia , 
verrà  espresssa  da 

(1)  c%.+^c%-+-c%>o 

(*)  Bordoni  —  Nuovi  teoremi  di  Meccanica^  elementare.  Giornale  di 
Fisica  ec.  pubblicato  in  Pavia  dai  Proff.  Brugnatelli  e  Confìgliacchi.  An- 
no 1818. 

Annali  dì  Sciente  MaJL  e  Fis.  T.  II.  mano  1851.  7 
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Tale  condizione  )  che  é  una  delle  due  necessarie  e  suffi- 
cienti perchè  le  forze  date  abbiano  risultante,  si  terrà  nell'at- 
tuale questione  come  soddisfatta. 

Ora>  per  un  punto  dello  spazio,  e  per  esempio  per  Tori- 
gine  stessa  delle  coordinate  s'immaginino  tante  rette,  ciascuna 
per  ciascuna  eguale  parallela  e  cospirante  alle  rette  rappre* 
sentatrìci  le  forze  date.  Queste  rette  potranno  ali*  uopo  raffi- 
gurare un  sistema  di  forze,  il  quale,  per  la  relazione  in  cui 
trovasi  col  nostro  preso  a  considerare ,  potrà  denominarsi  si- 
stema concorrente  paralklo  al  dato.  Sussistendo  la  relazione  (1) 
il  sistema  concorrente  avrà  una  risultante 

fi  =  ]/'{C\  ^  C\  H-  C\) 

la  quale  sarà  eguale  e  parallela  alla  risultante  del  dato  siste- 
ma ,  se  questo  l'ammette ,  ed  in  ogni  caso  sarà  parallela  alla 
retta  principale  o  direttrice  del  medesimo  sistema  dato. 

S'immagini  ébe  il  sistema  concorrente  Tenga  fatto  rotare 
in  qualsivoglia  modo  intomo  al  suo  vertice,  mantenendosi  le 
sue  forze  invariabilmente  fra  loro  connesse  e  s'immagini  che 
le  forze  lei  sistema  dato,  ruotando  intorno  ai  loro  rispettivi 
punti  d'appKcazioue ,  seguano  esaltamente  i  moti  delle  loro 
oorrispondenti  dell'  altro  sistema  cosi  da  mantenersi  costante* 
mente  parallele  e  cospiranti  con  quelle.  Un  siffatto  rivolgimento 
del  sistema  nostro  si  dirà  rotazione  regolare. 

Rammentando  come  la  sola  condizione  (1)  basti  per  la  esi- 
stenza della  risultante  in  un  sistema  di  forze  parallele  ed  al- 
tresì di  forze  dirette  in  un  piano  che  sia  fra  i  coordinati  ;  e 
rammentando  inoltre  come  essa  condizione  non  venga  meno- 
mamente alterata  col  rotare  regolarmente  il  sistema ,  noi  po- 
tremo definire  il  centro  de'sistemi  suddetti  di  forze,  quel  pun- 
to per  cui  passa  costantemente  la  risultante,  nel  seguire  che 
essa  fa  la  rotazione  del  sistema. 

IL 

Tornando  ad  un  sistema  di  forze  comunque  dirette,  imma- 
giniamo che  ciascuna  di  queste  venga  decomposta  in  due,  l'nna 


K 
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parallela^  IVltra  perpendicolare  alia  direttrice.  Egli  è  manife- 
sto' che  il  complesso  delle  prim^  di  queste  forze  componenti 
avrà  una  risultante  eguale  e  parallela  alla  R  del  sistema  con- 
corrente parallelo  al  dato^  ed  avrà  pure  un  suo  proprio  cen- 
iro  j  mentre  il  complesso  delle  altre  componenti  non  arra  nò 
direttrice  nò  risultante;  cioò  o  sarà  in  equilibrio  o  si  ridurrà 
ad  una  coppia.  Se  ora  noi  facessimo  concepire  al  nostro  si- 
stema primiliyo  una  rotazione  regolare»  ed  operassimo  di  poi 
la  decomposizione  suaccennata,  egli  ò  facile  persuadersi  come 
il  centro  delle  componenti  parallele  alla  nuova  direttrice  coin- 
ciderebbe con  quello  trovato  prima  della  rotazione  ideata.  Que- 
sto centro  adunque  ò  un  punto  dello  spazio  che  ò  in  relazione 
intima  colla  struttura  del  nostro  sistema  di  forze  e  si  man- 
tiene immobile  durante  una  qualsivoglia  regolare  rotazione  del 
sistema  medesimo. 

In  altri  termini  ò  un  punto  la  cui  posizione  dipende  uni^ 
camente  dalle  grandezze  relative  delle  forze  date  »  dalle  mu- 
tue loro  inclinazioni,  e  dalle  collocazioni  de  punti  cui  esse  for- 
xe  sono  applicate* 

Facciamoci  a  ricercare  le  coordinate  di  cosiSitto  centro, 
ciò  che  ci  porgerà  eziandio  una  prova  vieppiù  valida  della 
proprietà  sua  caratteristica  superiormente  enunciata. 

Il  coseno  dell'angolo  compreso  dalla  forza  generica  p  con 
la  direttrice,  ò  espresso  da 

cosa  -^  -h  cos  p  -^  •+-  cos  y  ~  ; 

H  il  a, 

pertanto,  denominate  X,  Y,  Z  le  coordinate  in  questione   si 
avranno 
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x  = 


y  = 


z  = 


i/«pl 

[cos  oc  ^ -^  co»  ^  ^ -h  cos  y  r^J 

2^H 

J^cos  a  — -t- cos /3  jjH-cosy  ^^j 

S^' 

f          Cx   .          .  Cy   .             C,\ 
[  cos  a  j^  -f-  C08  ^  ^  H-  cos  7  ^^  j 

E. 

COS  a  r^-  -+-  COS  /3  -^  H-  COS  7  rg-  ) 

VA                                K                              A/ 

^cp\ 

(^cos  a  -g  -f-  cos  /S  j  "+-  *=o*  7  g) 

^p\ 

^                             Cx                                      rt     Cy                                              Cj  \ 

cos  a  —  -»-  cos  jS  -^  -t-  cos  7  —  1 

ove  è  per  se  manifesto  il  significato  del  simbolo  2. 

Ora  il  denominatore  comune  di  queste  tre  espressioni  é  ma- 
nifestamente la  stessa  R.  Fattane  pertanto  la  sostituzione  e 
scomposti  i  numeratori,  traendo  dal  segno  sommatorio  le  quan- 
tità che  non  mutano  da  punto  a  punto,  avremo 


X  =  ^  (Cx  2  op  cos  a  4-  Cy  2  «p  cos  /3  -4-  C,  2  cp  cos  y) 
Vi 


Y  q?=  ^i(Cjt  2  bp  cos  a  -h  Cy  2  4p  cos  /3  4-  C.  2  bp  cos  y) 
R 


Z  =  ^3j  (Cx  2  cp  cos  a  -+-^  Cy  2  <y  cos  /3  -t-  e,  2  q?  cos  y). 

Sviluppando  le  sommatorie  e  ponendo  per  Gxy  Gy,  C,  i 
loro  valori;  eseguendo  di  poi  i  prodotti  indicati;  e  raggrup- 
pando opportunamente  i  termini  che  ne  risultano,  si  perviene 
con  facilità  a  queste  altre  formolc 
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^  =  gi  (^  «i»'  +  ^fnPm  COS  pnPm  (««  +  0„))    , 

1     / 
Y  =  gi  (2  */>'  -+•  2/>/»/>m  COS  pnp^  (hn  -f-  «m))   > 

Z  =  j;;  (2  q^'  -*-2/^;,;)«  cos/>;,/>^  (<?/i  -+-0)  ; 

nelle  quali  devonsi  intendere  posti  a  laogo  deMue  apici  n  ed 
m  saccessiyamente  tatti  i  numeri  atti  a  denotare  le  possibili 
combinazioni  a  due  a  due  delle  forze  costituenti  il  sistema 
dato.  Ecco  adunque  come  le  coordinate  di  quel  singoiar  pun- 
to segnalato  dianzi  si  presentino  spoglie  oeUoro  valori  da  tutto 
che  possa  yenire  alterato  da  rotazioni  regolari  che  facciansi 
concepire  al  sistema  delle  forze  date. 

Se  tali  forze  sieno  parallele,  ritenuto  che  il  seguo  toro  tom* 
petente  sia  annesso  al  simbolo  pj  dovremo  porre  co$p„pj,^ss  1^ 

1 

ed  in  allora  le  quantità  che  moltiplicano  ^  ne*  secondi  mem- 

R 

bri  deirequazioni  trovate  ponno  manifestamente  scriversi  cosi 


(4,  j»,  -^biPi-h  b^p^  H-  .  .  .  )(Pi  -+-  pa  -i-  p3-f-  .  .  .)  , 
(C,p,  -f.  C^p^  -^  C3P3  -+-  .  .  .  ){p,  •+•/>,  ■+-1'3  -+-•••)  > 


onde  le  espressioni  di  X,  Y,  Z  divengono  precisamente  le  no- 
tissime delle  coordinate  del  centro  delle  forze  parallele,  come 
dovevamo  attenderci. 

La  decomposizione  di  un  sistema  di  forze  in  due  Tunopa* 
rallelo  alla  direttrice,  Taltro  perpendicolare  alla  medesima  ,  6 
valevole  a  fornirei  mercè  di  semplici  ragionamenti,  alcuni  ri-» 
sultati,  per  raggiungere  i  quali  la  via  dell'analisi  sarebbe  com- 
plicatissima. Del  che  io  cercherò  dare  prova  in  altro  breve 
scritto  che  faccia  seguito  al  presente. 

« 
0  •itili»!  0 
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UN  TEOREMA  SULLE  RISOLVENTI  DELLE  EQUAZIONI 

RISOLUBILI  PER  RADICALI 

BEL  •!«•  BOTT.  ENRICO  BETTI 

Professore  di  matematiche  nel  Liceo  Forteguerr» 

di  Pistoja. 


Le  ri$oIvenii  Lagrangiane  delle  equaziant  cigehriehe  di  grado 
Il  primo  risolubili  per  radiccdif  hanno  sempre^  oltre  il  fattore  ra- 
xianale  di  primo  grado  scoperto  da  Abelj  anche  tanti  fattori  rcH 
«tonali  di  grado  fi,  quanti  sono  i  numeri  primi  e  inferiori  a  fi — I^ 
U  radici  dei  quali  sono  esprimibili  per  radicali. 

Nella  Nota  inserita  alla  pagina  5  del  fascicolo  di  Gennaja 
di  questo  anno  ho  dimostrato  già,  che  una  equazione  di  grado 
^  primo  è  risolubile  per  radicali  soltanto  ,  quando  non  sona 
possibili  sulle  radici  della  medesima  altre  sostituzioni  che 
quelle  comprese  nel  simbolo 


w       e  )■■ 


e  quindi^  che  una  delle  radici  della  risolvente  Lagrangiana 

(1)     p=^(£«'v)'' 


A  «I   /  =  o 


è  invariabile  per  tutto  le  sostituzioni  possibili,  e  perciò  espri- 
mibile razionalmente  per  i  coefficienti  della  proposta.  Ora ,  se 
si  eseguiscano  sulla  (1)  le  sostituzioni 


dove  X  è  un  numero  primo  con  /x  —  1  ,  avremo  altre  fi  ra- 
dici della  risolvente 
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*  =  I  1  =  0  /i=I  /  =  «> 


Qui  è  facile  a  vedersi  che  a  ogni    sostttaziono  (or)   sulle   Xi 
comspoDde  salle  P,  una  sostitnzione 


'v       (L)  • 


Dunque  tutte  le  sostituzioni  possibili  sulle  radici  della  propo- 
sta ò  lasciano  invariabili  le  P/  o  le  convertono  una  neirallra, 
e  quindi  le  funzioni  simmetriche  delle  medesime  saranno 
esprimibili  razionalmente  per  i  coefficienti  della  proposta;  e,  poi- 
ché sulla  P|-  non  sono  possibili  che  le  sostituzioni  che  deriva- 
no dalle  (a),  e  perciò  le  sole  (y),  la  equazione  che  ha  per  ra« 
dici  le  P/,  e  che  è  un  fattore  della  risolvente,  avrà  i  coeffi- 
cienti razionali  e  sarà  risolubile  per  radicali 

Se  si  osserva  che  X  può  essere  eguale  a  tutti  i  numeri  in- 
feriori e  primi  a  fx — 1 ,  è  evidente  che  il  teorema  è  comple- 
tamente dimostrato. 

Il  sjg.  Eduardo  Luther,  in  una  sua  Memoria  inserita  mI 
tomo  34  del  giornale  di  Creile ,  dimostrò  con  altro  met^d^ 
che  la  risolvente  delle  equazioni  di  5°  grado  risolubiii  per  r^^ 


(  1Ó4  ) 
dicali  è  sempre  decomponibile  io  due  fattori, razionali^  uno  di 
primo  e  Taltro  di  5"  grado  :  proprietà,  che  ò  uà  caso  partico- 
lare del  teorema  qui  dimostrato. 


MÈMOIRB 

SUR  QU£LQUES  LIGNES  COURBES  TBACÈES 
SUR  UN  ELLIPSOIDE 

PAR  m.^  LE  »•'-  M.  MElir«ER 

Professeur  de  mathéfflatiquen  k  TÉcole  polylechniqo» 

de  CarUruhe. 


1.  SoU 

3  2  3 


Téquation  de  Tellipsolide  en  questiona  x,  y,  z  les  coordonnées 
d*an  point  quelconqae  de  cette  sarface,.ODaarapour  équationa 
de  la  normale  à  1  elllpsoide  au  point  {xyz)  : 

(2)   X-x  =  ^^(Z-;:),¥-y=^^(Z-*), 

• 

Hy  Yj  Z  étant  les  coordonnées  courantes. 

On  yoit  facilement  que  la  ligne  (2)  ne  rencontre  point  P 
axe  des  z;  excepté  dans  le  cas  particulier  z  =0  ,  c'est-à-dire 
si  le  point  est  pris  dan&  le  pian  des  xy.  Mais  poar  an  elli- 
psoide  de  revolution,  dont  Taxe  de  rotation  est  celui  des  z,  et 
pour  le  quel,  en  conséquence,  a  =  i  ,  la  normale  (2)  rencoa- 
trera  l'axe  des  x  dans  un  point  dont  Tordonnée  sera  : 

3    3  3  3 

3)  ^—  y    e   étant  = ^ • 

e  a 

Adroettons  que  la  surface  de  la  terre  soit  un  ellìpso'tde  de  re- 
volution, Taxe  des  z  sera  Taxe  de  rotation  de  la  terre,  a  sera 
le  rayon  de  Téquateur  terrestre,  et  Ton  aura,  d'après  les  cai- 
cuk  de  Biisel  : 
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a  =  3272077-14  toises,    e  =  3261139*33  toises  ; 

OQ  sait  doac  que  toates  les  Dormales  à  la  sarface  terrestre 
▼oot  couper  I*axe  de  la  terre;  et  par  Texpression  (3)  oq  yoii 
qoe  les  norma  les  dans  l'bémisphére  boréal  rencootrent  cet  axe 
dans  la  partie  australe  et  réciproqaement. 

Nommant  ^  la  huUude  d*an  point  sur  la  sarface  terrestre, 
X  la  ìongUuékj  on  aura,  poaryu  que  Taxe  des  x  soit  dans  le 
plao  du  premier  méridlen  et  de  l'équateur,  Taxe  des  y  daos  le 
pian  du  mèridien  qui  est  à  90  degré  de  longitude  ,  et  com- 
ptant  X  de  0**  à  360°  (de  Touest  à  Test),  j8  de  —  90°  à  +  90% 
comme  od  trouvera  facilement,  pour  les  coordonnées  d'un  point 
sur  la  surface  de  la  terre  : 

c'sin  j3 


.        a  CCS  j3  Gos  X       a  cos  /3  sin  X        

cu  en  déterminant  Tangle  7  par  Téquation  : 
(5)  tg7=^  tg^, 

(6)     j?  =  a  cos  X  cos  7  9    y  =  a  cos  7  sin  X,    1  =c  sin  7. 

Comme  la  yaleur  de  %  ne  dépend  point  de  la  longitnde  X ,  il 
s'ensuit  que  tous  les  points,  situés  dans  Tintersection  d*  un  pian 
parallèle  à  l'équateur  terrestre  (le  pian  des  xy)  avec  la  sur- 
face de  la  terre^  ont  la  mème  latitude.  Soit  h  la  dis lance  de 
ce  pian  au  pian  de  Téquateur,  cette  latitude  /3  sera  détermi- 
née  par  Téquation  : 

ce  qui  resulto  des  équations  (4). 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que  toutes  les  normales  à  la  sur- 
face de  la  terre  qui, correspondant  à  des  points  de  mème  la- 
titude jS  ^  rencontrent  Faxe  de  la  terre  an  mème  point  dont  la 
distance  à  Téquateur  est 
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a^  sin  &             a*  e*    . 
—    • -= sin  7  ; 

1/^(1— e'sia^iS)  e  '' 

CCS  normales  forment  dono  un  còne  droit,  dont  la  haatear  est 

e*  sin  /3  a  e*  sin  /9  a  sin  /3  «^   .     ^ 

al/"(l  — e'sin'/3)"^  l/-(l  —  e^sio"  /3  ~  l/'(l-e^8Ìn^p)~V"°^^ 

et  dont  le  rayon  de  la  base  est 

Cotte  expression  donne  en  mème  temps  le  rayon  d'on  parallèle 
de  latitode  ^. 

2.^  La  normale  (a)  £ait  avee  le  pian  des  xy  uà   angle  ol, 
déterminé  par  Téqaation  : 


(8)      sin  ce  = 


a^  V  X 


u       -^K        > 


1/  (a*  M  5^  -^  64  c'a  x"  -i-  a*  e*  y") 
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cet  angle  étant  eompté  de ^  jusq*à  H^   ^p  • 

Imaginons  maintenant  sur  Tellipsolde  (1)  une  sèrie  de  points 
de  manière  qne  les  normales  dans  ces  poinls  fassent  toutes  le 
snèmè  angle  oc  avec  le  pian  des  xy  ,  on  verrà  facilenteot  que 
la  courbe  formée  par  ces  points  sera  déterminèe  par  la  rèa- 
Bion  des  èquations  (8)  et  (1)  t  e'  est-à-dire  que  cotte  courbe 
aura  pour  èquations  : 

(9)      Vh  |r+  v=  *  '     f «^  c4  a:'  -H  a4  ó  y')  tg V  =  a*  i4  e. 
Eliminant  z  de  ces  deux  èquations  on  trouve 

<*«>        S(*  -^  r  '^'  «K  U^  +  ^  »8'  «)  =  *  ' 

pour  équation  de  la  projection  de  la  courbe  en  question  aur 
le  pian  des  jry.  Cette  équation  est  celle  d'une  ellìpse  dont  lea 
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dcnii-axes  soni 


a  a'cos  a 


(11)  <     et 

.i i*cos  a 

[/"(l  -^  |1  tg^  «)  ""  »^^*'  <=««'  «■*-'''  *'«^  «) 

On  cooclut  de  ce  qui  précède  que  Tintersection  d*un  cyliodre 
droit  dont  la  base  est  Tellipso  (10)  aree  i  cHipso'ide  (1),  n*est 
autre  chose  que  la  courbe  doot  tous  les  points  joaissent  de  la 
proprìété  que  les  normales  à  Tellipsoì'de  dans  ces  points  font 
totttes  le  mème  angle  a  arce  le  pian  des  xy. 

Nommant  ce  dernier  pian,  par  analogie  avec  la  sarface  ter* 
rcstre;  h  pian  de  TéqtuUtur^  l'angle  tx,  la  latìiude  ,  cette  cpurbe 
aera  une  courbe  de  méme  Uuitudt.  Faisant  yarier  la  latitude  et  on 
Toìt  par  les  formules  (10)  et  (11)  quetontes  les  conrbes  cor- 
respondantes  formeront  sur  Tellipsoìde  une  sèrie  continue  de 
conrbes  dont  aucune  ne  coupera  une  des  autres,  car  le  cjlin- 
dre  correspondant  ne  rencontre  aucun  des  autres  cjlindres.  Gela 
se  voit  facilement  an  mojen  des  formules  ^11).  Les  demi-axes 
des  bases  de  ces  cjlindres  décroìssent  à  mesure  que  a  et 
donc  aussì  tg  a  croit;  toutes  les  ellipses  qui  sont  ces  bases 
sont  concentriqucs,  Tune  rcnfermant  tout  entiére  l'autre  sans 
la  couper. 

On  sait  que  Téquation 

renfenne  la  condition  pour  qu'une  courbe  soit  piane.  Cette 
condition  est  remplie  dans  le  cas  a  =  b.  On  trouve  alors  qu' 
on  peut  éliminer  à  la  fois  co^  et  y^  ie$  èquations  (9)  :  Téqua- 
tion  résultant  de  cette  élimination  est  : 

cr{e^  _  j:^)tg^ Q^—a^^% 
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d*où  il  suit  : 

,-3v         _  c^^gcc  _  e*  sin  oc 

^     ^      *       j/^(a*  H-  e"  Ig^  a)       i/-(a*  cos"  «  -+-  e*  sin"  oc)  ' 

ce  qui  est  la  mème  équation  que  la  dernière    des    équation» 

(4).  Dono  dans  ce  cas,  qui  est  celui  de  la  terre  ,  les  courbes 

de  mème  latitude  oc  sont  des  courbes  planes  dont   les    plans 

sont  parallèles  à  celai  de  Téquateur.  La  distance  de  ces  deux 

plans  est  la  quantité  (13),  la  conrbe  d'intersection  est  un  cer- 

ti  a*  cos  a  ^  ,     . 

eie  de  rayon     ^.,  ^    '  ,  .  ^    \ .  Tous  ces  résultats  ont 

•^       i/(a  cos'a  -+-  c*sin^a) 

été  mentionnés  au  §.  1. 

3.^  Chercfaons  maintenant  l'aire  de  la  portìon  de  l'ellipsoi- 
de  (1)  renfermée  par  la  courbe  (9).  Nous  appliquerons  dons 
catte  recberche  un  procède  que  TEditeur  de  ces  Annales^  Ms 
Toridinij  a  déjà  indiqué  dans  un  Mémoire  ayant  pour  titre  r 
Appliciutwni  dei  trascendenti  ellittici  alla  quadratura  di  aleuns 
curve  sferiche  :  et  qui  a  été  inséré  dans  ces  Annales,  mois  de 
novembre  1850. 

La  formule  generale  de  quadrature  est 


//Kr 


^^Ù'-*-Ù']^'^' 


et  comme,  pour  notre  cas,  la  sorface  est  celle  de  l'ellipsoìde 
(1),  OQ  aara 

la  formale  generale  sera  donc,  en  posant  poor  abréger 
(14)         a*  —  c'  =  a'e',    V— c»  =  J*8'j 


Dans  cette  formule  les  limites  des  intégrales  doivent  étre  cboi* 
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sies  de  manière  que  toates  les  yaleurs  de  a;  et  y  qui  satisfont 
à  la  conditioQ 


(16)  -  H-  y, -  1, 


j  soient  comprlsesy  m'  etani  égal  à 


a*  cos*  a  fa *^  ^^**  ^ 

-j—T-T--       ei      fi    — —  .:»         a 


a  cos   a  -t-  e  sin  a  i  cos  a  n-  e   sin  a 

ce  qui  se  déduira  facilement  des  formules  (11).  Orilestclair 
qne  la  courbe  (9),  ainsi  que  la  portion  de  Tellipsoìde  renfermée 
par  elle,  est  formée  de  qualre  parties  semblables;  d*  où  il  suit 
qu'oo  aura  le  quart  do  l'aire  démandée  en  étendant  l'intégrale 
dèCoie  doublé  (15)  sur  toutes  les  valeurs  poiitives  de  x  et  y 
qui  satisfont  à  la  condition  (16).  Je  ne  ferai  autre  chose  ici 
que  rédnire  l'intégrale  (15)  à  une  intégrale  simple,  c'est-à-dire 
à  une  simple  quadrature.  Pour  j  arrirer  nous  procéderons  de 
la  manière  suivante. 

La  projection  de  la  courbe  limite  (9)  sur  le  pian  des  ^y  a 
pour  èquation  : 


\*"/ 

2       ■           2 

m        n 

Faisant  ici 

• 
■ 

a;  =  r  cos  u  ,    y  =  r  sin  u  , 

on  trouvera 

1 

n"*  cos*  w  -f-  m"*  sin"*  u 

et  par  suite 

^Wè           1 — ' — T 

n*  cos*u                -                m*  »'  sin*  u 

n*  cos 

M  -^  m*  sin^  u  '     ^         n*  cos*  u  -+-  m*  sin*  ti 

On  voit  par  là  qu'en  introduisant  dans  l'intégrale  (15)   deux 
Douyelles  yariables  p  et  Uy  définies  par  les  équations 

pmn cos  «  pmn  sin  ti 


(  110  ) 
on  aura  le  qnart  demaodé  en  étendant  Tintégration  sur  touCes 
les  Taleurs  de  p,  de  /9=0  à  p=ì^ei  eo  mème  temps  de  t4=0  à 

Dcs  équations  (18)  on  (ire,  en  posant  pour  abréger 

R  =  j/^(n*  cos*  u  -*-  m^sin'tt) 

do; m n  cos u        dy       mn  sin  u 

d^""  R         '  d^  R  ' 

dx  m^  np  sìùu     ày       mfi}p  cos  ti 

dtt  "^    ■"  R 3  '  du  ~  r5  ' 

et  corome  par  les  formules  connucs  de  (ransformations  des  io- 
tégrales  déGnies,  on  devra  remplacer  dxdy  par 


I 
I 


on  aara 


/da?  dy        dar  dy\ 
\d/9du        iudp)   * 


et  par  suite  Tintegrale  (15)  pour  la  valeur  de  R'  se  fransfor- 
mera  en 

n 

,,g.     ,  ,  f  »  (^1  /"/6>n'cds'«(a»-e'mV)+a'm'gin'w(6'-t'nV)N/>J«dp 

Llntégration  par  rapport  à  p  est  facile.  Posoas  poas  abréger  : 

/a^AV  cos*  «  -+-  a'bW  sin'i*  =P  =  «**'{n»co«»«  -+-  m'  sin»»), 

(20)    A*fi*m'e'co8'tt-Hi'm'n'i'8Ìn't«  =  Q  =mV(6'«'cos*»-H»*6'8Ìn'u), 

(4*1»'»'  cos**  -f-  a'mW  sin*u  s=  Q'  =s  m'n^A'eos'u  -4-n'  sin'u), 

1 

et  'Msons  en  meme  temps  p^  =  < ,  pAp  =^—dt,  l'intégrale  (19) 

sera 


(  111  ) 

P  —  Q/\dM  d« 
Or  OB  a 


1    P((y-Q)      /2QQ'--P(Q+Q'H-2t^[QQ'(P'-P((H-Q0-M)Q')]\ 

^^*M~2QVQQ'      V  2Pi/QQ'-P(Q-t-Q')  / 


t/-(P'--P((H-Q')-<-QQ')       P 

Q'  0'  ' 


donc  enfio  l'iotégrale  (19)  sera 


m'n'  r»  rP(Q'— Q)      /2QQ'-P«H-Q')-H2t/"[Q<y(P'--P<Q-4-Q')-M)Q')]\-|di« 
2  Jo  L2QVQQ'     V  2Pi/^QQ'  —  P(Q-»-Q')  /Jtt' 


(22) 


1t 


2  •/  o  L  Q'  "^  Q Ufi'  ' 

et  cette  formale  donnera  donc  la  Valear  de  Tintégrale  (15)  éten- 
dae  sur  toutes  les  valeurs  positives  x  ei  ìjj^  qui  satisfont  à  U 
condition  (16). 

Dans  le  cas  de  la  terre,  Tiatègrale  (22)  peut  facilement  étre 
tronvée.  Dans  ce  cas  oq  a  a  =  £ ,  donc  aussi  e  =e  ^m  =  n ^ 
d'où  résulte  (20)  : 

donc  OD  trouve  pour  la  quantità  (22)  : 


(  112  ) 


(23) 


•K 


2  J  .  L  m'  "^  m'Jm' 

_  ff  ra'(l— <;')     /2mV»  —  a'(i  -4- Q -t- 2g|/-(a'  -  m')(o'  —  m'e')\  "l 
4L      2e  V  a'i:2e  —  e»  —  1)  jj 


Or 


^[l^(a'  -  m')(«»  -  m'  «»)  -h  «']  . 


m  ="  — 


a*cos'« -f-  c'sio'a        1  —  e'  sio^'a  ' 
d'où  résalte  pour  yalenr  défiaiiive  de  l'intégrale  (23)  : 

:V  ri^    /(l— e*)(l — e sina)*\  sin  a  a»"l 

TL2r   A(l— e)"(l— e'8in»a;/      r-e*sin^a"*"  ?^J 
(24)  { 

I c«7rr  1      /l-H  1 — g  sin  oc\         sin  a  a*  -i 

~TL2^   •  [u^e  -l-t-c  sin  J~  l~e" sin^a^  ?"J  * 

Celie  quantité  exprime  le  quart  de  la  portion  de  la  surface 
de  la  terre,  terminée  par  un  pian  parallèle  au  pian  de  Téqua- 
teur  et  de  latitude  a.  Pour  a:=0  on  aura  le  qaart  de  la 
moitié  de  la  surface  terrestre.  Donc  cotte  surface  est  : 

4.^  Les  résultats  qu*on  vient  d*obtenir  peuvcot  ètre  déduits 
d'une  manière  plus  directe  des  formules  connucs  pour  la  qua- 
drature des  surfaces  de  revolution.  Quoique  cette  application 
ne  soit  pas  nourelle,  il  sera  peut-ètrc  intéressant  de  lavoirici. 
Soit  donc 

(26)  fl±J^H_*4.=  l,a>c    , 

a  e 


(  113  )      . 
I'ellìp30ide  de  révolation  (la  surface  terrestre),   MenoDs  denx 
.plaQS  parallèles  à  Téqnateur  ,  I'dq  de  latìlude  j8  ^  T  autre  de 
latitade  /3'(/3'  >>  /3))  et  proposons  nous  de  chercher  V  aire  de 
Ja  zone  terrestre  contenne  eatre  ces]  denx  plans. 

L'ellipso'ide  (26)  a  été  produit  par' la  rotalìon  d  anè  ellipse 
■<doiit  l'équation  .est  ... 


X*   .    *' 


<27)  Z-^.-.  =  i^ 

a        c 

antonr  de  Taxe  des  z,  Soient  maintenant  Zi  et  x^  les  yalenrs^ 
de  z  correspondant  anx  latitndes  /3  et  /3';  on  aura,  d*  après  la 
ferinnle  pour  la  quadrature. d*une  portìon  de  surface  d^  réyo- 
iBtion,  pour  la  zotie  demandée  t 

«  et  —  étant  déterminés  par  l'équation  (27). 
On  a  dono    .       * 


a   e   =  a  —  <? 


donc  on  a 


I 

(29)/     _.'!^j^(e4_^.a.e'À)_.!^'K(c4  +  «VV) 


.e       '  VaejSi  -h  1/  (c^  -h  «"*  «^  ^''i)^ 

Or  (4)  on  a  .V 

Jnnali  4^'  5ci'en2«  ^/a^  $  Fis.  T.  //.  marjso  1851. 


à 


{%U) 


,c^  sin  jS'  .     e*  SÌ0./3 

~  al^lì  —  c^  sin'  iS']  •'        ■*'  ~aV(l— «'sin^jS)' 


et  en  introdaifiaQt  ces  yalrars  dans  la  formule  (29)  on  aura  en 
définilive  poar  la  zone  en  qoestion  : 

/30^    «»  r    ""/S'  •     siajS  _1_    /(l-hesin/5')l^(l-t'sip'/3)\1 

Si  Ton  fait./3  =  a,  ]S'=  ^^r- ,  on  retombera   sòr  la    formule 

(24)^  La  formale  (30)  est  applicable  pour  des  valeurs  positi ve9 
ou  negali ?es  de  /3  et  /3^  On  en  tirerà  la  surface  de  la  terre 

en  posant  /3  ==  . —  -^  »  /3'  =  -f-  :^  >  ce  qui  donncra  la  for- 

mule  (25)r  De  la  formule  (30)  on  obtient  l'aire  de Ja  ;sone  ^or- 
tide^  t .  étant  l'obliquité  de  Técliptique,  en  posant  j3  ==  —  £  , 

/S'  ==  H-  £  ;  de  mème  on  en  tirerà  Taire  de  chaque  zone  mo- 

•      •    • 

dèrie,  en  posant  /3  =  e,    j3'  = e  ,  et  enGn-pour  la  storn 

froideon  fera  /3=-j7 6,jS'=-^. 

5.^  Avant  d'aller  plus  loin  ,  nous  reviendrons    èncore  ujpe 
fois  sur  la  courbe  (9) ,  que  nous    avons   nomm^ée   coiirbe  .  de  . 

•  •  •  * 

mème  latilude  a.  La  formule  (10)  exprime  la  projection  sur 
le  pian  des  an/.  Pour  avoir  la  projection  sur  le  pian  des  xz  , 
nous  élìminerons  y  des  équations  (9),  et  nous  anrons 

(a*  —  4')  e'  tff*a-f-i» 

(31)         x^  ^^     /'    H-^5*         ^    ,  =1. 

Getto  équation  «st  celle  d'  ^e  ellipse ,  dont   le   grand   axe  , 

''         '     '            '             2a*  .   - 

dirige  suivant  V  axe  des  x  est  égal  à    • ;—  ,  et  Te  pc- 

®  ^         lA(a»  — **)  *^ 

til  axe,  dirige  suivant  Taxe  des  z.  égal  k  z — r tt.    • 


De  mèaie  en  éiÌDuiiaat  x  des  équations  (9)  on  trouv^ra 


'  /t"  tff'  a-H  a*\      a^  —  4*    , 
(32)      .,v(_«^,lL.)>___y«=l,        . 

éqnatioQ  d'une  hjpcrbole,  .dont*  le  demi-axe  réèl  est    ° 


e' 


a.    » 


dirige  suivant  l'axe  des  z  ,  et  le  demi-axe  imagiaàire  égat  à 

T r,r  j  diritfé  suivant  l'axe  des  y.  Il  suit  de  là  qu'  on 

fkeat  cOQsidérer  la  courbe  en  question  cornine  l'interseclion  de  ' 
deox  cjlindres,  Tan  elliptique  et  dòot  l'éqaation  est  (10),  Tau- 
tne.  hjperboHque  et  dont  Téquation  est  (32).  Donc  la  courbè 
esl  formée  de  deox  parties  tout-à-fait  'di^tinctes,  V  une  corre- 
spoodant  aox  valenrs  positives  de  z,  lautre  aux yaleurs  nega- 
liyes,  ce  qui  se  voit  aussi  de  ce  «qpe  cotte  coùrbe  esti'inter- 
section  du  cjliùdre  eUiptiqi^e  (10)  et  de  l'élltpsoide  (1),. 

Si  x^  y,  z  sont  les  coordonoées  d*un  pòint  de  I«^  courbe  (9), 
—  X  9  -^  y  9  —  X  seront  aUssi  des  coordonnés  de  cette  mème 
eourbè,  parco  que  ses*  équations  ne  conliennent  quo  des  puis-^ 
•  sances  paires  à^  x  ^  )f  ^  %  ^  mais  ce  second  point  appartieni  à 
rautre  partie  (à  i^autre  branche)  de  la  coi|rbe.  On  conclut  de 
là  que  l'origine  des  coordonnées  est  le  cerUre  de  lacourbe  (O),. 
c'est-à'diro  que  tonte  drpite  menée  de  ce  poìnt  à  un  poiht  quel- 
conque  de  cette  courbe  rencontre, .  étant  prolongée  en  arricre  , 
un  autre  point  de  la  mètne  courbe  (mais  à  l'autre  branche)  et 
est  divisée  en  deux  partiès  égales  à  ròrigioe. 

6.^  Imagmons  un  .pian  passant  par  l'axe  des  x  et  qui  cou- 
pé par  conséquent  l' éllipsoì'de  (1).  Son  équation  séra  en  ge- 
neral 

.'(33)  y  — *2:  =  0.  ^ 

Cherchons  maintenant  sur  l'ellipsoide  (1)  la  courbe  doni  (òus 
les  points  soient  sìlués  de  manière,  que  les  norm^les  à  relli^ 
psoide  dans  ces.  points  sont  paralléics  au  pian  (33). 


À 


(  116)  ;        •  • 

Soiéat  x^f  y\  x!  Ics  coordoqnées  d*uu  point  de  Y  eHipsoì'de; 
les  éqaalions  de  la  normale  idans  ce  point  serpnt 

(34)         X-.«'==^C(^-z'),     y-^j;'=^-^(,-V)." 

.      •  .        «    a.    .  ^    o 

•     •  • 

•      *  .      .       • 

*  • 

Poar  qae  cette  normale  soit  parallèle  au  pian  (33)  il  fatit  c|ii^ 
00  ait:  . 


c'est-à-dire 


.    (35)        .  y'=^~kx'  . 


a 


l«(es  coOrdonnées  x',  y',  z'  satIsfoDt  à  l'éqaation  ■ 

•  •  • 

•  •  •  • 

■         * 

d'où  il  résulte,  ayant  égard  à  Péquation  (35)  ì. 

•  •  ■  - 

Éliminant  les  coordonnées  x\  y'j  z'  dés  éqaations  (34),  (35)  >. 
(36)  on  aura  l'équalion  d'une  surface  qui  contieni    toutes  les 
hormales  en  que3tioQ.  Cette  éqùation  comMnée  avec  l'équatioii 
(1)  donnera  les  éqaations  de  la  courbe  cbercbée. 
Or  on  tire  de  Téqualion  (36) 

•  •  • 

ayant  égard  que  le  radicai  pent-ètre  pris  avec  le  signe  -f-  ou 
ayec  le  signe  — • . 

Les  équalions*  (34)  dónnent  en  les  divisant 

X X  X      o 


..  {  ni  ) 

c'esC-à-dìpe  : 

X  —  x'  1        /      kx  —  y^  a' 

snbstiiiiaiit  celle  ^aleur  el  celle  de  z*  dans  la  première  éqaa- 

tioti  (34)  on  aura: 

kx  —  y,a* 

4P- 


a*— i"  h 


•■K[*-(^)*(f-'-)] 


kx  —  y    e* 

T»'  —  A"     T 


d*oà 


(37)) 

=c»AV  —  iy(Jb; -*  y)V  , 

éqaatiod  de  la  surface  qui  conlieot    tootes    les    normates  en 
qne.slion.  Dono  les  pqaalions  de  le  courbe  cherchée  soni  : 

•  2     * 

(38)!  .,.      ,        . 

a         0        cr 

•     ■ 
Ceci  esl  la  courbe  doni  parie  .  Laplace,  Mécaoique  célesle^ 

L.III.  Ch.  V.  N.  38  (pag.  109): 

La  surface  (37)  conlient  laxe  des  z  toul eniier,  ce  qui  esl 
nalarél  parce  que  l'axe  des  z  ésl  une  normale  .à  Tellipsoide. 
Donc  loùles  les  courbes  exprimées  par  les'équalious  (38)  eu 
faisant  yarier  k  passeronl  par  les  exlrémilés  de  Tate  des  z, 
Pour  toule  yaleur  de  x^  ou  de  y  il  y  aura  deux  valeurs  de  Zj 
égales  mais  de  signes  conlraires  ,  ce  qui  esl  évident  de  soi« 
méme. 

Commé  k  nest  autre  chóse  que  la  langente  de  l'angle  que 


(H8)' 
font  le  pian  (33)  et  le  pian  des  xz ,  k  pcut  avoir  toules   les 
yalears  possibIes.de  — Q©  à  -f- oo .  Pouf  À=0^lcplan  (33) 
est. celai  des  xz  ;  dans  co  cas  Téquatìon  (37)  donne: 

c'est-ii-dire.la  courbe  cherchée  est  en  ce  cas  Tinterseclion  du 
pian  des  xz  lui-mòme  avec  l'ellipsoide.  Pour  A  =cc9  le  pian 
(33)  est  celai  des  yz-,  faisaht  A;  =  oo  .dans  l'équation  (37)  on 
troave 

cVst*à-dire  la  conrbe  cberchée  est  Tintersection  da  pian   des 

yz  et  de  rellipsoTde.  Pour  un  ellipsoTde  de  revolution  (coinnie 

p;  e.  la  terre)  on  a  a  =^i  ,  et  Téqualion  (37)  de.vient  : 
■    •  *  ■       . 

(37')     (itar— y^)^(a'— c')*.((ia:— y)',(o'-HtV))=0,  hx—y=.9, 

)a  courbe  cberchée  est  donc  ,  pour  cet  elllpsoì'de  de  révota- 
tion,  Tintersection  du  pian  (33)  avec  rcllipsoì'de. 

^Si  donc  on  fait  passer  un  pian  par  l'axe  terrestre^  tous  les 
points  sur  la  surface  de  la  terre  qui.sont  dans  ce  plan/auronl 
leur  zénith  dans  le  méme  pian,  c'esi-à-dire  lo  méridien  terre* 
str<x  sera  une  courbe  piane  aussi  bien  que  le  méridien  celeste. 

Si  la  terre  n'était  pas  un  ellipso'ide,  de  revolution  mais  bicn 
un  cllipsoì'de  à  trois  axes  inégaux,  le  pian  (33)  sera  le  pian 
d*un  méridien  celeste*  et  les  équations  (38)  indiqueraienl  '  le 
méridien  terrestre  correspondant  qui  serait  donc,  dans  ce  cas^ 
une  courbe  à  doublé  courbure. 

La  projectìori  de  cette  courbe  sur  le  pian  des  .ory'est  une 
courbe  du  quatciéme  degré.  Pour  avóir  la  courbe  '  (38)  pour 
un  point  déterminè  de  reilipsoì'de  on  determinerà  k  de  la  ma- 
nière suivante.  Soicpt  x'y  y  z  les  coordonnées  du  point  en 
question,  ces  òoordonnées  devront  satisfaire  aux  deux  équiV 
tions  (38).  La  première  fera  connàiire  la  valeur  de  A.  Ou  bien 
encore  l'équiailiion  (35)  donnera.  iramédiatement  et  sans  équivo- 

d^xi    • 
quo    la  valeur  de  /r  égale  à  7—7  .  On  se   convaincra    facile- 

b'x     ' 


*  ment  que.oette  valenr  de  A,  corobihèe  àree  la  yalear  de  x'  qui 
irésuUe  de  réqnatioD:  * 

/w.'2  -,ia  ji'2. 

X         y        .  z 

a  ^  e     . 

••  ». 

satisfai!  à  i'équatibn  (37).  *    . 

Poar  un  point  de  là,  surface  terrestre  oq  a  A  s=t  ~-Donc 

X 

les  éqaatioQs  de  la  courbe  méridienne    pour    na   poiot  de  la 
terre  dont  la  longitude  est  X  (§.  1),  sont 

i^^.  ^  X   ^  y  z  . 

(39)  y^ifX.X,—-^^^  =  ì, 

les  ax.es  des  x  et  y  étant  délerminés  de  la  manière  indiqnée 
an  §.  1. 


MEMO  IR  E 

SUR  LA  StJRFÀCE  DU  COISE  ELLIPTIQUE 

PAR  m."  LE  II.'*  M.  PlEBteEH 


1.^  Soicnt  «y  b  les  demi-axes  d*une  ellipse,  et  imaginons  un 
point  bors  du  pian  de  Tellipse  dont  on  tire  des  droitesà  toos 
les  points  de  la  circonfércnce  -de  Tellipse^  il  s'agit  de  l'équa- 
tion  du  còne  qui  contient  toates  ces  droites. 

Nous  prendrons  le  point  donne  pour.  origine  des  coordon- 
nées  et  une  droite  abaissée  de  ce  point  sur  le  pian  .de  V  elli- 
psé  pour  axe  des  z;  le  pian  des. jry  sera  paraUèle  à  celui  de 
l'ellipse  et  pous  prendrons  les  axes  des  x  et  des  y  parallèles 
aux  axes.de  Tellipse.  Soit  y  la  distance  du  point  donne  au 
pian  de  Tellipse,  a,  /3  lés  abscisses  du  centre  de  Tellipsey  les 
équations  de  cetle  còurbè  seront 


(120) 
Les  équations  d'une  droilemenèe  de  rorigjne  au  pòint  (a^i^i^^i)   - 
de  Tellipse  (1)  seront 


(2) 


y  =-^  Zj    X  =  —  z, 

Zx  z. 


et  Olì  aura  en  mème  temps* 


<5) 


'■=7,r-^Y-(^^)"='.- 


Éliminant  x^'^  yi  >  z^  entre  les  équaticms  (2)  et  (3)  oq   troa- 
Tera  poar  éqaatioo  da  còne  elliptiqae  (oblique)  cherché  : 


(♦) 


( 


^  —  *« \' .  /  yrt—'^'\'_ 


ai 


)^(«^)  =  ,. 


2.^  Cherchons  mainlenànt  Texpression  de  l^aire  de  la  snrface 
do  cdne  (4).  Cette  expressioo  est  en  general 

et  dans  notre  Gas  Tes  Hmites  de  z  seront  0  et  y,  et  celtes  d» 
y,  /3— A  et  j3-hA.  De  Téquation  (4)  on  tire 


(5) 


Kr 


les  déox  signes  étant  admissibles. 
De  Ut  on  a 


(  isi  ) 


(6) 


1  hJ  L(yLziìt\      ■ 

ix .^.^  b  \       zb         f  oc 

àx g(yy ~ ^^ì 

■ 

1  M_  /3/yY  —  /3^  \ 


2 


2  a  a  ò\      bz        f  «^  -4-  7 


pone   en&n  on  a  poor  l'aire  de  la  surface  du  còne  en  quéstion, 

faisant    M  =   ^  T  ^""^ 

bt 

■        \  ,  2M/3      /3'H-Y'„3  14.    M^. 

V 

On  Toit  par  là  qn'il  s'agit  de  la  détermination  de   r  intégrale 
defitue  : 


(  122  ) 

II  est  facile  de  rédiyre  cette  intégrale  doublé  à  une  intégrale 
simple.  Pòur  cela  introduisons  deux  nouvelles  Varìables,  ti  et  v^ 
qui  soicnt  lieés  avec  les  variables,  z  et  y  par  les  équations 

(8)  y  =iuv  j     z=v  y 

òn  trouYera  par.  les  formales  connnes  de  trdnsformatioD  des 
intégrales  doubles  qu'il  faudra  remplacer  dzdy  par  v  àv  àu^ 
Qnant  anx  limites  des  nouvelles  intégrations,  les  limìtes  de  v 

seront  évidemment  0  et  y  et  celles  de  ti(=:  — .z=  —  ìseronl 

Vi?  z  / 

•  par'conséqqent  . 
L'intégrale  (7)  se  transforme  doac  en 

<"  jSJ.  b*  -- CM» — *^ 'Pti=irr"wy»-- 

yw  —  jS     •  • 

ou  M  =    '    . 

ò 

Intégrant  [ftir*  rapport  à  v  ,  on  troùve  poar  Taleur  de  V  inté- 
grale doublé  (7)  : 

•y  r^'^^r  b  b  b  li 


V 


yH    0.. 

La  valeur  de    '— - — !--==M'  est  toujours  comprise  entre  —  1 


•               (  123  ) 
et-HljTaqneuostcompnsentre-T et — r^.;  donc  onpourrapo- 

ser   -  =  M'=  cos  9  ,  el  les  limi  (cs,  de  9  scront  n  ci  0. 

»■ 

De  là  on  conclat  qa'il  faudra  remplacer  du  par—  — sinìp.d^, 
et  la  ?alear  de  rìotégrale  (10)  on  (9)  sera  dono: 

=h2aafl-H  -^  cosy  wm9-J|-{«'-t-y')8Ìn*y  1  <!«) 


a  7*  T  *• 


Oq  poorra  reduire  cette  intégrale  aux  fonctions  elliptiqucs  dans 
les  denx  cas  snivants  :  • 

l.^.Si  l'on  a  en  mème  temps  a  =  i,  «=  0,  ce  qui  est 
le  cas  du  còne  oblique  à  base  circulaire  ,  cas  dejà  traile  par 
Legendre  dans  le  Traile  des  fonctions  elliptiques, 

2.*  Si  Fon  à  fit  =  0,  c'est-à-dire  si  le  còne  elliptique  obli- 
que est  tei  que  la  ligne  qui  joint  le  somme t  et  le  centre  de 
la  base  elliptique  et  le  demi-axe  b  de  la  base   soit   dans  un 
mème  pian  perpendioulaire  à  celui  de  Tellipse. 
,Dans  ce  cas  qui  renfèrme  le  premier,  l'intégrale  (11)  est 

(12)      -^"|^«»(l4.^0S}H.&2!  C08'9)-|-7»-v'C08>]'d?. 

et  le  doable  de  cette  intégrale  c*est-à-dire 
(13)      bf"  fa'^l-f^Jcosy  I  ^^    eos'fj-h-y'  ^-y'coa'fVà^p, 


(124) 
cstTaìre  cherchée.  No.as  supposerons  dans  ce  qui  sait  a>^&« 
Il  s'agit  donc  de  Tiatégrale 

(14>  J  "  la''  (  1+y  cosf -h^— X  cos*p  W/  — 7»  cos*9  M  d<p. 

PpsoDs  d'abord 

dx 


COS  (pz=:iXj  dj?  =  — • 


l/-(l-x*)' 
et  en.  mème  temps^  pour  abréger, 

(15,  .-+,■ =».. 4£=„ °:&?:ll._v= »v 

riolegrale  (14)  sera 

(16)  < 

/'  (m^+2pa?-4-n»a;«)d^ 

c'est-à-dire  cette  intégrale  sera  uae  intégrale  elliptiquer 

On  Yoit  facilement  par  les  équations  (15)  qu*on  a  tóujours' 
p'<  m*  n^  ,  de  manière  que  la  quantité  m^-h  2px  H-  n^a?*  ne 
pent  changer  de  signe  pbur  ancunevaleur  réelle  de  or /et  qu* 
elle  reste  par  consèquent  toujours  positive.  Spit  maintenant,  pour 
abréger  : . 

(17)  m"  —  2|?  -Hn'=  A%  m'*^.  2/)-+.  n^  z=z  T  , 

et  soit 

k^-l — (Ar -4-/)  cos  6 
*  -f-  ^  -h(i  —  A')cos  (//  *  ■ 

les  limites  de  (//  seront  0  et  7r>  et  on  aura  en  mème  temps 

^  ~(k-^  1-^(1— k)cosilfy''        ^  ~  {k^l^(l—k)tos^f^^ 

^«^  o       .      »   2        Òli  ^^-Hw^'-^n^H-fAZ— m^-4-n*)cosV 
m  -f-  2»j?  H-  «  a?  =  2«L ^ ^ '       ^ 

(*-f-?H-(r— A)cos(//)"  .     • 
Donc   Tintègrale  (16)  sera 


:(  J25  ) 

,^,   ikl  r^kl-htn'—n'-^(kl—m'-hn')co&'ò  de 


1^2  ^  „.  [k-^l-^-il  —  *)co8 .^]'       i/T [Jti-Mn"— n*-|-(W— m'H-n*)cos='<f 3 

Si  le  cóne  est  droit,  on  aura  enméine  temps  ^  =Uyd*où  (15) 


donc  l'integrale  (18)  sera  : 

4**    r»  C**  H-  m*  — .  n'  -+.  (it»  —  m»  +  n*)cos^^3* 


"      I 


d(:> 


Taire  cherché  sera  donc  (13) 

(.9)    2^(.-*/,e[|-,J/"(;^).  !.],.>,. 

Il  CD  résalte  aisément  la  formule  pour  le  còhe  droit  a  base 
eireulaire,  On  a  dans  ce  cas  a=7  i  ,  dono  la.  formale  (19) 
donne 

forniule  donneo  dans  les  élémens. 

La  formule,  generale  (18)  cxìge  des    dcvcloppements    plus 


(  126  )    . 
étendus.  On  a  d'abord 

hi  H-  m*  ^y-H  (j«— m'-|-n*)cós>=2iM— (*f-m»-Hi')sin'.|. 


=  2Jd[l  -^ 


kl—m'-^n*   .  , 


2kl 


81D 


*]• 


Or  on  a 

c'esl-à-dire  (A/)*  —  (m*  —  n*)*  est  toujours  uno  qaantilé  posi- 
live,  4lonc  FP>K-«')%  (^5!=!^) -(£Z^Y<1,  la 


▼aleur.  absolae    de 


n' 


m' 


qoe  Tunité,  la  valeor  de 


kl 
hi 


est  dono  tònjours   plas   petite 


n' 


m 


a 


kl 


est   doDc  positive   et 


plus  petite  que  2,  c'est-à-dire  la^quantité    — j-  est 

positive  et  plus  petite  que  l'unitéi.  On  ppurra  dono  poser 


(20) 


hl  —  ni'-i-n' 


2AI 
et  l'iotégralé  (10)  sera 


6%  V 


1, 


/"^WH-m*— n'*-+"(W— m'-hn>os''^  dtp         * 

(21)       2j/^«J^         (k^l^'^i  —  k]cosf;         y  (l_£»sen"*)  • 


Supposons  maintenant  qu^on  n'ail  pas  A=2,cas  que  nous  avons 
traité  d-dessùs,  on  aura  . 


kl 


m^  —  n^  -4-(tf  — m'  H- n')  cos'  (/;_  ,     1— /Hr(l-|-/9)cos^(p  , 


en  posant 

(22) 


n*  —  m*  =  jl/o  , 


D*aprés.les  formulcs  connues  sur  la  decomposi tion  en  fraòtions 
simples  on  a  : 


(  127  ) 

1— p-h(l-4-/9)cos''(//   ^  1  —  p  ^  (1  -4-  |Q)cos'(J; 


\^^l^  (Z— A)cos  (//]^       (*  -f-  /)'  H-  8p  cos(//  ^  (/  —  *)^cos> 
1      r.  .  2p(l -h /5)cos(/.  4- /* -H  p(m»  H- n*) 


/-H  (/  — Ajcostp] 


] 


2p(l-+-|0) 


k-+4-i-(l'—k)cosili 


(23) 


1_  r  4    MÌ—pW—k)—2p(lr+.k)  ■ 

—  (}—k)'l_ '^P  .    l—k{    [«_|-/H-(/_A)cos</»]*   "*" 

DoDC  l'intégrale  demandée  (21)  sera 

l  i/^k  l  C"  à'I' 

-  *)'  ^    ^/^  ,  1^(1  -  £'  Sin» 


1 


j_^_  /fc)COS(/']l/"(l  —  £'sin'«j;)  * 


pes  trois  intégrales  qui  entrent  dans  celle  formule  la  première 
est  immédiatement  donnée  par  la  théorie  des-  fonclions  ellipti- 
qaes.  On  a  . 


(24). 


'  J  ■    y^H -fW4>)  "=  ^^  it")- 


La  seconde  de  ces  intégrale»  est 


(  128  )   ■ 


=/. 


5" 


à<l> 


.     ik-+-l-l-(i—k)coatii)Y(i—  i'sia'(p) 


■f 


d(p 


=J. 


«  [A-t-i-H^A)cos(f»]V(l— 6's»'»» 


•  d(/> 


[ik-M-Hf— *)cos<;/3V(l— e*»™'"^)    • 


Jo    [ifc-+4-i-(f— A)cos<p]V(l— s'sin»  , 

IL  •'■•■■ 

J'»  d(j»  p        .      1 ■  1  -| 

„    1/^(1— 6*8Ìii»LtA+^H(/—A)cos(//3*^LA-t,/—(f—ifc)c«sa/]'J 


l 


7T 


•     [(ArN)='H^— *)*«»>]  V(l—S*si"»*<i') 


d(/« 


[(A-M)'- (/— A)*co8='<^]l/ (1— s»8in»' 


Done  la  détermination  de  la  seconde  des  intégrales  (23)  est.  re- 
datte à  la  détermination  des  deox  intégrales  (25). 

Qnant  à  la  première  de  celles-ci  oa  a  la  formule    de'  ré* 
duction  : 


,  (  129  ) 
0=2r-(l— 6^)(P-A»)'-|-(l-26')(JM-J)4-f.  !-|^S]  X 


/ 


IT 

"3" 


àtp 


(26) 


l{k-i-l)'—(l—kfcos'ii>y\/'{i—t'sin'tl,) 


r, 


<!(!/ 


(/-A)»J,  1/(1 -«^'sia» 


Gomme  on  a  en  mòme  tcmps 


[(A-H)»_(?_fc)»cos't|<]i/(l  —  ««sin» 


T-  (A  -f-Q'  —  (Z  —  *)'co8>   ^ 


/ 


a* 


dtp 


J;(fc^_i)._^^_A/cos•(/»]^^(l— £'8in*(|<) 


(27)  (       =j 


ir 


d(/i 


•  4«  [l  -+•  -Jff  "=»''/']  1^(1  —  '*""» 


TT         (/—*") 


_     1    „/Jr      (<-*-)     \ 


(28)<         "■         1/(1 -«"*">)  ■     ^       ^     U'/ 


^[.(|.,.)_„_,,p(|..)] 


la  première  des  iotéghales  (25)  sera  complètement  determinile, 
Quant  à  la  seconde  elle  Test  de  méme  par  la   formule  (27)  ; 

jinnali  di  Scienze  Mai,  e  Fi$r  T.  IL  fnarso  1851.  9 


(130). 
la  deaxième*  des    intégrales    contenaes   dans  la  formule  (23) 
pcut  donc  6tre  considérée  comme  déterminée. 

Il  Dous    reste  encore  la  troisième  de   ces    intégrales.    Or 
OD  a 


r 


cos  (i/]^/  (1  —  i'sin^t^) 
rr  de/; 


o 

ir 


o     [*•+-  l  -\-(l  —  A)C0S  (/;]l/  (  V-^'^SÌq'c/;) 


(29) 


/r  .        d^ ' 

^    [*  H-  i  — (f  ^  A)còscl;]|/  (1  —  s'sin^d 


I  n 


2(ft  'f-  t\H 


l{k-\-  If  —  {l—  A)'cos>]i/  (1  —  s^sin» 


Par  la  substitution  des  valeors  de  £,  l^  k  on  poarra  simplifier 
les  cxpressioDS  des  coeiGcicDls  dans  Ics  équations  ci-dessus. 
Ainsi  oa  a  dans  l'équation  (26)  ; 

2[-(i  -  ew  -  ky  M^-  22*){*  H-  Q4  H-  9~i? ] 


«=  2( J^i)'  [(^-*-*)'--  ('-  *)']  [(l-«')(i-A)'  -H  6'(M-ifc)"] 

_(i  _«')(/_  A).  H- 2(1  ~2«')(&H-o'+  -^nr^f- 


Doac  ; 


H-  4AZ  -+-  4m\ 


j: 


7t 


(131  ) 


Uk-+-t)'  —  (l  —  A)*cos>]V(l— «'sin» 


-  3-4^  (1»  ^Kà^H^C^  d'  0-^*-^')''  (I'  ')} 


J,  t* 


d(p 


i  -t-  (/  —  A)co8<i<]  V"(l— s^sin't;;) 


(30) 


r36'(*-M)'         2p'  2my      l     /^     (?-*)'     \ 

L    8n»«        (A-h/)*/An*     (^+-*)'*'/^n' J     V  2  '    4«     *  7 

Sabsatoant  les  formules  (24),  (30)  et  (29)  dans  (23)  et  nralli- 
pliant  par  b  od  aora  l'aire  cherchée. 

Si  l'on  a  7  =  0  ,  /3>  <  i' ,  la  formule  (23),  maltipiiée  par 
b,  devra  donner  I'  aire  d'une  ellipse  doni  les  demi-axes  sont 
a  el  i.  Dans  ce  ras  oq  a  : 


p 

et 


=  U,  p= —  !,/>=!   — - —  , 


(  132  ) 
Skb/^klr    .  -i 

-  (TZ*^  L*'(i  -  P)i^  -  *)  -  MI  -H  A) j 

3 

-  A3  (*  -P  )   ."(y.  -4jf-.  «j-^-^:^  ,. 
""2itr"\2  '  'UtT'y 7  • 

Donc,  toates  les  aotres  quantités  s'évaoouissantj  l'aire  cherchée 

sera  : 

_3_ 

A'  L  2^  3J 


=  li^^^*'  -  /3"  -  A'  +^')  =  aA« , 

comme  on  sail. 

Dans  la  formule  géoérale  (23)  Ics  quantités  k^  h  h  P  f  et 
dans  la  formule  (30)  les  mème  quanlìlés  et  ea  outre  m»  p,  n 
seront  données  par  les  formules  (15\  (17),  (20)  et  (22). 

3."*  Od  anrait  pu  obtenir  la  formule  (11)  par  uae  aulre 
Toie,  et  il  pourrait  ètre  de  quelque  intérèt  de  l'iudiquer  ici. 

Tout  còne  peut  ètre  développé  daos  un  pian.  Développons 
donc  le  còne  (\)  et  cherchons  la  tigne  que  forme  alors  le 
contour  de  sa  base  dans  le  pian. 

Soit  (x  y)  un  point  quelconque  de  1'  ellipse  qui  forme  la 
base,  r  la  distance  de  ce  point  au  sommet  du  còne,  on  aura 
éyidemment 

tandis  qu  on  a 


(  133  ) 


d'où 

(31)    , 


i/"r 


les  deax  sìgnes  étant  admissibles,  Tan  dans  la  parlie  da  còne 
terminée  par  une  moitié  de  la  base,  lautre  daos  Taatre  par- 
tie.  II  s'  ensuil  qu'  il  fandra  coDsidérer  le  déyeloppement  de 
chaqae  parlie  en  particulìer,  prenant  une  fois  le  signe  sape- 
rìear,  l'autre  fois  le  signe  infériecir.  En  commen^ant  par  la 
yalenr  ^  —  b  de  y  il  faudra  aller  dans  les  deux  cas  jasq'à  la 
Yalenr  y  =  j3  h-  *.  Gonsidé- 


rons  inaintenant  le  premier 
de  ces  développements.  Soit 
ABC  la  figure  formée  par  cctte 
pàrtio  de  la  surface  du  còne, 
A  le  sommet,  AB  le  cò(é 
da  còne  (r)  qui  correspond  à 
y=/3 — i,  AC  donc  célui 
qui  correspond  à  y=3cj3-f-A, 
D  un  point  qoelconqae  du 
con  tour  développé  correspòn- 
dant  au  poinl  (j7y),  AD  dono 
la  valenr  r  donne  par  la  for- 
mule (31).  Nommons  f  l'an- 
gle des  deux  rayons  yecteurs 
AB  et  AD,cet  angle  étant  com- 
piè de  AB  vers  AC.  On  aura 
par  lés  formules  connues  pour 
la  rectification  des  courbes. 


( 


(32) 


(134) 
Celle  méme  ligne  courbe  BD,  élaal  le  développemeDl  d'un  are 
d'ellipse,  sera  aussi 


/:Kt-©"> 


(33)  ;      ^y    y-.         a=^^y_^  3-.  dy 


Égalant  les  expressions  (32)  et  (33)  on  aura 

1  ^  «'-iVy-/3\' 

d'oìr  il  faudra  délerminer  9  en  fonction  de  y.  Éliminant  alors  y 
enlre  celle  équation  oblenue  el  Téqualion  (31)  oq  aura  Téqua- 
tion  cberchée  cu  r  el  9  de  la  courbe  BG.  Daus  l'équalion  (31) 
on  prendra  le  signe  supérieur  pour  l'une  de  ces  courbes  ,  le 
signe  inférieur  pour  l'aulre.  On  a  pour  les  deus  déyeloppe* 
menls  : 

y-/S 


i^b  -  mi 


substiluanl  celle  valeur  dans  (34)  on  a: 


(135) 


^l^\'- 


^■^ -ri-ri         a^    .       '^''•T- 


•  -  C-^) 


— . -=fc2aa. — y>        '         /ì  >^  1  ^  +"7 


L*aire  da  secteur  BAG  est 


1  ri»+*    do        1  r^^i    L     *     *         **    \  b  f  A 


2«a-— "7= s-^  ■*-  «'  -t-7*}  «Jy- 

KLM'-f^)] 


Posant  ^— T-  '^  cos  (j/ ,  on  aura  pour  cette  aire  : 


-j:  [«■  (' 


(136) 

2/3       ,       /3»-J-y*      ^-v 
■j-  coap  -I-  ''     3  \  cos  f  j 


(35) 

=i:2aa(l-h^  cos  ^  )sìn(/H-  («*  -♦-  7*)  sin*(/."|    dcp , 

ce  qai  n'est  autre  chose  que  la  formule  (11) ,  et  on  volt  qa' 
il  faudra  calcaler  la  yalear  de  Hotégrale  (35)  d'abord  poar  le 
signe  saperieur  puis  pour  le  sigoe  infériear  et  prendre  la  somme 
des  deux  résultals  qui  sera  alors  l'aire  du  còne  en  question. 

4.*'  Nous  avons  suppose  ci-dessus  a'^b,  mais  tous  lesré- 
sultats  aurout  lieu  aussi  si  b  >>a  ,  pourvu  que  t^  (20)  soit  une 
quantité  positive  et  plus  petite  que  Tunité.  Gomme  on  a  ^  en 
tout  cas, 

k^  et  r  (17)  seront  toujours  des  quantités  positives  y  c'est-à- 
dire  k  et  l  seront  des  quantités  réelles  (que  nous  avons  tou- 
jours supposées  positives).  Or  s'  sera  une  quantité  positive  et 

~1,  tant  qu'on  aura  p^~  tn^n^ .    Substituant  les  valeurs  de 

m^y  Pj  n'  des  équations  (15),  cette  condition  se  réduit  à 

(36)  p»=il7-f!l.(a'-i-7). 

Si  cette  condition  (36)  est  remplie,  on  pourra  appliquer  les  for- 
mules  trouvéesy  mème  pour  le  cas  ^>»a. 

Si  la  condition  (36)  n'est  pas  satisfaite,  la  quantité  m^iì'—p^ 
sera  negative,  donc 

a  a 

c'est-à-dire  la  valeur  absolue  de  — 7- —  sera  >  1 ,  et  donc 

kl 

a  a  j 

la  valeur  absolue  de  — 777— !>  -zr* 

Ikl         2 


(  137  ) 
Or 


n*  —  m 


*  =  — !--H ' 7»  —  a    —  7  , 


et  podr  A  ^  a  on  a 


.a  ...2 


<y* 


*" 


J 


et  pour 


i3*  <  -^3 (a*  -h  y')    on  a     -^  <-ér-  («'-t-y'). 


c'est-à-dire 


*-l?^<«'-f./-^(«'-4-n 


dono  n^  —  m^  sera  plus  petit  que 

a'-t-y'-  ^(a*  -t-y')H-y'  -/  — a'  -y% 

c'est-à-dire  plus  petit  que  —  Tr(**  "+•  7*)  >  ^^^^  ^*  —  ♦'•^  «era 
négatif  dans  ce  cas,  et  comme  sa  valeur  est,  sans  avoir  égard 
au  signe,  plus  grand  que  —,  cette  quantité  sera  negative   et 

1   . 

<  — ,  donc 

, W  •+•  n'  —  m'      1        n'  —  m' 


m  2        2ia 

sera  négatìf.  Soit  donc  dans  ce  cas  : 

(37)  ^^ •^, 

il  est  clair  qu'  on  pourra  faire  toutes  les  réductions  com- 
me ci-dessus,  il  ne  faudra  que  substituer  —  ^  au  lieu  de  e^ 
et  dans  ce  cas  dans  les  formules  (23),  (24),  (30)  et  (29)  les 
fonctions 
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se  changeront  en  d'aatres  que  nous  allons  indiquer. 
Gonsidéroas  la  première  de  ces  expressions 

ir 

Dans  notre  cas  elle  se  change  eo 

Posons  sin  à=:  x  j  celle  quantilé  sera 

J»»  ix  _  r«  dj? 

Soit 

1  sin  9 


TT 

les  limites  de  9  seronl  0  et  — ,  el  l' inlégrale  ei-dessus   se . 
transformera 

TT 

Dono  dans  ce  cas  on  remplacera  F( —^  ^  t\  par 


(139  ) 
1 

Qoanl  à  la  seconde  de  ces  quantités 


(!+„=')*' (2   ']/  iw       ^*\' 


E  (|- ,  6)=J'  l/-(l  -  6'sin'^)d^ 


elle  se  changera  en 


j'  l/-(l-»-)j'sio'<i)d<t=4^(l-Hf)J'^'  1/^(1  -  ^  C08>)d<p 

Donc  il  faodra  remplacer  F  (  —  ,  €  ì  par 
La  troisiéme  enfili  est 


{*)  Ce  qa'OD  aurait  pu  obtenir  directemenij  car 

ir  TT 


i*    ■■  «     ■   a 


|^(l-h>?'sin*«f.)     -'.   1^(1  -Hj»  —  ,,»co8'<p) 


d^ 


1/^(1  _  ^,  *•♦) 


l/(l4.>,»)  ^'U  '  J/  l-t-nV  * 
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ff 


en  écrivaat  a  pour  ■  .  Colte  qnantité   sera   dans   notre 


cas: 


f 


d<p 


(1  -j-  o  siu'^)  1/  (1  -+-  ij^sia^f^) 

dti» 
(1  -H  a  —  a  cos"*/»)  [/'(l  •+-  >j*  —  ij'  cos'^) 


da< 


(1  H.  a)  K(H- .')(*  -  ì:^  <=»»>)J/"(i  -  i^,  cosY) 


! f 


(lH-a)i/^(l-l-v,") 


d(/< 


(*  -  i^  -'^)K  (*  -  ;^  »"^ 


i n/—  - -^    ■/"■  >>'   \ 

(l-+-a)l/-(l -»->,')      V2'         1-H»  '  |/     J7V1/ 

(z-f-A)V(i -+-»?')  L2  '    \i-hkf  *y  ^~ij  • 


Donc  enfia  oa  remplacera  dans  le  cas  en  question 

n      (l  —  k)' 


par 

Mk  „rn  /l—k 


(i^kY[/'(\  -+-V)"lT'      (zh-J  '  y    ^rpij  • 


La  question  est  doac  entièrement  résolae. 
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5.*  Noas  avons  dit  plus  haat  qae  V  intégrale  (11)  poavait 
se  rédaire  aax  fonctioos  ellipliqaes  dans  le  cas  où  V  on  avait 
a  =0.  Mais  pour  le  cas  où  Ton  a  /3=0 ,  on  voit  facilement 
qae  cette  réduction  aura  aussi  lieu.  Ce  cas  ne  présente  main- 
tenant  rien  de  noavean.  a  =  0,  vent  dire  que  la  tigne  qui 
joint  le  sommet  da  còne  avec  le  centre  de  Tellipse  ,  et  V  an 
dea  axes  de  l'ellipse  sont  dans  un  pian  perpendiculaire  à  ce- 
lui  de  Tellipse^  et  /3  =  0  veut  dire  la  mème  chose.  Gomme  il 
est  indifférenty  à  ce  que  nons  avons  vu  au  §  4 ,  que  cet  axe 
soit  le  plus  petit  ou  le  plus  grand  on  n'obtìendra  rien  de  nou- 
yeau  en  résolvant  la  formule  (11)  pour  /3  =  0. 

Nous  Toyons  donc  que  l'aire  du  còne  elliptique  peut-ètre 
calculée  au  moyen  des  fonctions  elliptiques  dans  le  cas  où  la 
projection  de  la  ligne  qui  joint  le  sommet  du  còne  et  le  cen- 
tre de  Tellipse  sur  le  pian  de  cette  coqrbe  tombe  dans  la  di- 
rection de  Tun  des  axes  principaux  de  Tellipse. 

Carlsruhe,  Janvier  1851. 
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JACOBl  la  n^ma. 


Se  l'annanzio  della  morte  dell'illastre  Jacobi,  mancato  nel- 
r  ancor  fresca  età  di  46  anni ,  ha  vivamente  afflitto  tutti  i 
caltori  delle  matematiche  per  essersi  estinto,  così  innanzi  tem- 
pò,  il  più  grande  o  almeno  uno  de*più  grandi  luminari  che  si 
avesse  la  scienza,  non  ò  a  dire  di  quanto  dolore  abbia  coster- 
nato gli  amici  suoi,  e  tutti  coloro  che  hanno  avuto  l'occasione 
di  ammirarne,  insieme  coll'altezza  dello  ingegno,  la  semplicità 
e  la  bontà  del  cuore.  Affabile,  cortese,  amabile  e  spiritoso  nel 
conversare,  di  fede  incorrotta,  disinteressato,  amico  leale,  spo- 
so  tenero  e  padre  eccellente,  egli  era  un  vivo  specchio ,  uno 
splendido  esempio  di  virtù  domestiche  e  cittadine.  Queste 
belle  e  rare  doti  dell'aniiiio  noi  avemmo  la  sorte  di  conoscere 
ed  amare  in  Lui  allorché ,  viaggiando  per  l'Italia  a  cagioQ  di 
salute,  si  trattenne  qui  in  Roma  per  oltre  a  sei  mesi  in  com* 
pagnia  de'suoi  illustri  amici  e  colleghi  sigg.  Dirichlet  e  Steiner, 
dallottobre  del  1843  fino  all'aprile  del  1844.  Ei  ci  sta  tutto- 
ra presente  (oh  !  dolce  rimembranza)  con  quella  sua  maestosa 
persona  dalla  fronte  omerica  e  dall'occhio  vivace  e  penetrante; 
ancora  ci  par  di  vedere  la  gioja  che  gli  brillò  sul  volto  quan- 
do, nel  visitare  la  preziosa  biblioteca  matematica  del  eh.  prof. 
Tortolini,  vi  scorse  un  esemplare  della  sua  grand'  ùfevà  Ftm- 
danuntay  ed  il  giornale  del  sig.  Creile  ove  ha  depositato  tante 
ammirabili  produzioni  dell'alta  sua  mente  !  Ancora  ei  suonano 
all'  orecchio  le  parole  onde  egli  esternava  la  sua  ammirazione  ed 
il  suo  affetto  per  la  nostra  Roma,  che  volentieri  avrebbe  scelta  a 
sua  patria  seconda;  e  le  parole  onde  commendava  la  nostra  bel- 
lissima lingua  nella  quale  si  volle  provare  di  scrivere.  E  scrisse 
egli  tedesco  in  italiano,  e,  chi  lo  crederebbe  ?  scrisse  non  senza 
grazia,  proprietà  ed  eleganza,  come  ne  fanno  testimonio  tre  sue 
importanti  Memorie,  e  le  libere  traduzioni  di  una  Memoria  del 
sig.   Kummer,  e  di  un'altra  del  sig.  Steiner,  inserite  nel  glbr- 
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n^Oe  arcadico  (lomi  98  e  99)  (*).  Ma  di  ciò  non  é  da  maravi- 
gliare; poiché  sappiamo  che  sino  dappiù  teneri  anni  ei  fé  cono- 
scere, simile  a  Pascal,  di  qual  penetrazione  e  vastità  si  fosse  la 
sua  mente,  accoppiando  alio  studio  delle  scienze  esatte  (  delie 
quali  poi  ha  tanto  servito  al  progresso,  versando  nelle  loro  pro- 
fondità tesori  di  nuova  luce  )  la  coltura  delle  lettere  greche  e 
latine^  e  delle  più  nobili  tra  le  moderne,  non  discaro  alle  muse 
avendo  più  di  una  volta  composto  versi  nelle  lingue  di  Ome- 
ro, di  Virgilio,  e  di  Klopstock. 

Ecco  un  breve  cenno  dell'uomo  che  tanto  speravamo  di  ri^ 
yedere  tra  noi,  e  che  la  morte  ci  ha  rapito  per  sempre,  quan- 
do appunto  il  suo  spirito  era  pervenuto  a  quella  forza,  matu- 
rità e  pienezza  di  sé  che  suol  produrre  frutti  più  abbondanti 
e  più  perfetti.  Nel  doloro  che  acerbamente  ci  affligge,  non 
Togliamo  rimanerci  dal  manifestare  un  desiderio,  che  sarà  pre- 
sto adempiuto,  non  ne  dubitiamo,  ed  é  che,  nella  patria  del 
gran  Federico,  si  faccia  yerso  il  grandissimo  geometra  Jacobi 
quello  che  per  Abei  già  fece  il  suo  pietoso  maestro  9  racco- 
gliendo in  uno  tutte  le  sue  opere  ,  tanto  edite  e  sparse  nei 
giornali  quanto  inedite^  e  «formando  cosi  un  immortale  monu- 
pento  che  sarà  di  progresso  per  la  scienza  e  di  gloria  per 
la  nazione  alemanna. 

,A  noflM  d«02i  cmiei  di  JocoM  in  Komd 
D.  Chelini. 


f)  Memorie  originali,^  Sopra,  le  funzioni  di  due  angoli  proposte 
da  Laplace  nelle  ricerche  sulla  figura  della  terra; 

Sulla  condizione  di  eguaglianza  di  due  radici  deirequazione  cubica 
dalla  quale  dipendono  gli  assi  principali  di  una  superfìcie  di  2.*^  ordine; 

Sul  principio  deirultimo  moltiplicatore,  e  del  suo  uso  come  prin- 
cipio generale  di  meccanica.  -  ; 

Traduzioni'  Sull'equazione  cubica  per  la  quale  si  determinano  gli 
assi  principali  delle  superficie  di  2.o  ordine^  per  Kummer; 

Teoremi  nuovi  sulle  coniche  inscrìtte  e  ciceoscrilte,  per  Steiner. 
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SULLE  STELLE  CADENTI  DELL'AGOSTO  1850 

NOTA 

DEL  PROF.  A.  SERPIERI 

delle  S.  P. 

Urbino  26  marzo  1851. 

Rendo  conto»  sebbene  un  poco  tardi,  delle  osservazioni 
che  qui  ho  fatte  sulle  stelle  cadenti  nell'  agosto  del  decorso 
anno  1850. 

Prescelsi  di  osservare  una  parte  sola  di  cielo,  da  ENE  a  S: 
e  un  solo  compagno  che  aveva,  il  sig.  Andrea  Zoli  di  Forlì , 
allora  convittore  in  questo  collegio  ,  teneva  registro  delle  os- 
servazioni e  dell*  ora ,  ed  egli  pure  interrottamcnte  osservava 
da  NE  a  SE.  Siccome  ci  era  impedito  molto  cielo  intorno  al 
zenit,  posso  dire  che  appena  un  terzo  di  tutta  la  volta  cele- 
ste era  da  noi  attentamente  osservato. 

La  sera  del  giorno  8  agosto  osservammo  per  un'ora  sola , 
dopo  le  ll.^'*  17',  e  furono  registrate  26  stelle  cadenti.  Os- 
servammo pure  per  un'ora  sola  nella  sera  del  9,  cominciando 
dalle  10.^''  48',  e  ne  furono  registrate  31.  E  nella  sera  del  10, 
per  tre  ore  di  osserv.azione,  cominciando  da  10.^''  21'  ne  furo- 
no notate. 

nella  1.*  ora    ...     68 

nella  2."^  ora    ...     82 

nella  3.«  ora    ...    72 


Somma  222 

Nella  prima  sera  il  cielo  era  serenissimo  :  nella  seconda  e 
nella  terza  vagavano  non  pochi  nuvoletti.  Dirò  qui  di  passag- 
gio, che  nella  sera  del  9  erano  sopra  E ,  e  sopra  SE  alcune 
liste,  o  bande  nuvolose ,  convergenti  a  ESE  sull'  orizzonte  o 
poco  sotto,  e  tutte  le   vidi  lentissimamente   accostarsi  a  quel 
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punto  nello  spazio  di  un'  ora  ,  alcune  allungandosi ,  e  altre 
solo  discendendo  per  le  direzioni  oblique  di  loro  figura.  L'A- 
nemosGopio  segnava  E  »  ma  I*  atmosfera  era  in  perfetta  cal- 
ma. Questo  fenomeno  richiama  naturalmente  al  pensiero  le^ 
bande  polari  di  Humboldt,  e  le  bande  polari  australi  osservate 
dal  sig.  Arago.  Humboldt  notava  che  simili  bande  dopo  esser- 
si presentate  nella  direzione  da  N  a  S,  sogliono  prendere  col 
loro  ponto,  di  convergenza  una  marcia  regolare  e  continua 
verso  una  tal  parte  di  cielo,  e  infine  trovansi  distese  nella  di- 
rezione da  E  a  O. 

Ponendo  a  confronto  il  numero  di  meteore,  che  io  ho  no- 
tate nel  giorno  10^  trovo  di  non  esser  stato  meno  felice  degli 
altri*.  Il  sig.  Quetelet  con  altri  tre  osservatori  a  Bruxelles^  po- 
terono valutarne  circa  111  per  ora  :  il  P.  Secchi  con  un  altro 
osservatore  a  Roma  ne  registrarono  circa  58  per  ora  :  i  sigg. 
Cooper  e  Graham  a  Mackree  in  Irlanda  ne  contarono  circa  180 
p^r  ora  :  e  il  sig.  Anglès  in  Francia  in  cinque  ore  di  osser- 
vazione ne  contò  in  un  quinto  di  cielo  circa  400  (Institut.  211 
Aoùt.  25.  Sept.)  Valutando  una  media  per  tutto  il  cielo,  coi  sup- 
porre un'uguale  frequenza  delle  meteore  in  ogni  parto  ;  e  che 
ogni  osservatore  non  possa  dominare  che  circa  un  sol  terzo 
della  volta  celeste,  questa  media  sarebbe  slata 

a  Roma 87  jNon  furono  però  registrate 

(quelle  di  posizione  incerta 

a  Bruxelles Ili 

a  Urbino 222 

a  Mackree  in  Irlanda  270 
aMably  in  Francia.  400 

Resterebbe  a  sapersi  se  simili  differenze  debbano  attribuirsi  a 
diverse  condizioni  della  trasparenza  dell'atmosfera,  o  alla  di- 
versità dei  gruppi  meteorici  visibili  nei  diversi  luoghi,  come 
altre  volte  é  accaduto.. 

Pochi  fatti  rimarchevoli  a  me  si  sono  offerti.    1  principali 

sono  i  seguenti  : 

jànnali  di  Scienxi  Mai.  e  Fi9.  T,  //.  aprilt  1851.  10 
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l.""  La  sera  del  10  a  ore  10.  48'  una  stella  comparsa  poco 
sotto  il  pesce  australe,  si  è  presentata  molto  bella  e  grossa  fin 
da  principio,  e  quindi  è  andata  sempre  assottigliandosi.  È  corsa 
per  piccol  tratto  verso  ESE:  E  subito  dal  medesimo  punto  di 
partenza  è  sorta  un^altra  stella  piuttosto  grossa  in  principio,  e 
poi  molto  sottile,  e  poi  crescente:  e  questa  per  linea  un  poco 
tortuosa  è  andata  verso  S. 

2.""  La  medesima  sera  alle  11.""'  11'  è  partita  da  pressò  a 
G  ariete  una  siella  di  luce  sorprendente,  diretta  a  ESE.  La 
coda  si  divise  in  due  partì:  e  neirultimo  punto  in  cui  la  stella 
scomparve  rimase  della  luce  cbe  durò  più  della  coda.  Questa 
particolarità  non  Taveva  mai  vista. 

3."*  La  medesima  sera  alle  11.^'*  21'  è  passata  una  stella 
presso  Àlgenib  ,  con  bellissimo  strascico  ,  diretta  verso  S.  — 
Quindi  subito  un'  altra ,  circa  due  gradi  più  sotto ,  parallela 
alla  prima.  —  E  poi  un'altra  ,  pur  parallela ,  altri  duo  gradi 
più  bassa.  —  E  anche  un'altra,  altri  due  gradi  sotto,  e  quasi 
parallela  alle  prime. 

Delle  222  stelle  registrate  la  notte  del  10  agosto  trovo  che 

99  sono  dirette  verso  S 

43 SSE 

35 ESE 

16  .....     .  SE 

15 E 

7 SSO 

4 NE 

1 ENE 

1 NO 

.X  .  -  a  a  a  •  2MJ      ' 

I  signori  Quetelet,  Ed.  Cooper  e  Graham,  e  P.  Secchi, 
hanno  riconosciuto  nelle  meteore  di  questa  notte  un  centro  ben 
distinto  di  emanazione.  Quetelet  dice:  «  Come  negli  anni  pre-^ 
cedenti,  le  stelle  filanti  di  queste  due  sere  (9,  10)  sembravano 
partire  da  un  punto  di  emanazione  situalo  al  di  sotto  di  Gas-* 
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siopca  ».  Il  sig.  Cooper:  «  Una  circostanza  notabilissima  si  è^ 
che  di  117  stelld  oss^fTate,  14  soltanto  deviavano  dalla  dire* 
lione  generale  apparente  »  :  e  il  P.  Secchi  :  «  La  direzione 
delle  stelle  era  tale,  che,  tranne  pochissime  eccezioni  di  6  o 
1,  tolte  parevano  partire  da  un  punto  della  costellazione  di 
Perseo  sotto  Cassiopea  (V.  qnesti  Annali.  Settembre  1850).  » 
—  Ora  godo  io  pure  di  annunziare  che,  avendo  con  sniBciente 
esattezza  rappresentate  sopra  nn  globo  le  direzioni  delle  stelle 
osservate^  ho  veduto  non  senza  maraviglia  concentrarsi  in  nn 
piccolo  spazio,  quasi  sotto  Cassiopea,  più  della  metà  delle  tra- 
jettorìe  prolungate,  e  precisamente  131  intomo  a  un  punto  lon- 
tano circa  cinque  gradi  verso  Nord  da  y  Perseo.  —  Essendo 
le  mie  osservazioni  limitate  a  un  terzo  appena  di  cielo ,  non 
posso  aspirare  a  istituire  un  sicuro  confronto  tra  la  posizione 
di  questo  centro  e  quello  accennato  dai  sigg.  Quetelet  e  Sec- 
chi, dai  quali  fu  giudicato  forse  a  una  declinazione  nn  poco 
minore;  né  mi  occuperò  della  variazione  che  iqdncono  nella 
posizione  di  questo  punto  le  diverse  approssimate  parallassi 
delle  diverse  stelle  cadenti. 

Ho  sèmpre  riconosciuta  l'immobilità  apparente  degli  stra- 
scichi luminosi  lasciati  dalle  stelle.  Questo  fatto,  già  da  altri 
considerato,  ha  una  grande  e  manifesta  importanza  per  riguar- 
do al  mezzo  percorso  dalla  stella.  —  E  ho  notato  io  pure  , 
anche  in  quest'anno,  che  molto  spesso  in  una  medesima  parte 
di  cielo,  si  succedono  subito  tre  o  quattro  stelle  una  dopo 
1  altra^  onde  quasi  sembra  che  il  prodursi  o  l'accendersi  di  una 
sia  princìpio  dell'apparizione  di  alcune  altre.  E  qualche  volta 
ho  pur  creduto  di  riconoscere  un  centro  solo  e  assai  vicino  a 
tutto  il  piccolo  gruppo  di  metèore.  —  Io  non  ho  veduto  il  fe- 
nomeno della  biforcazione  di  una  stella,  notata  dai  sigg.  See* 
chi  e  Anglés.  A  questo  proposilo  però  piacemi  ricordare  il 
fatlo  che  osservai  nel  1843  alla  specola  di  Firenze ,  di  una 
stella  cioè  che  dopo  essersi  fatta  straordinariamente  belia>  sem- 
brò dividersi  in  due,  le  quali  nel  momento  disparvera. 

Lessi  già  con  piacere  che  il  P.  Secchi  ha  osservato  «  che 
più  d'una  stella  cadente  parve  riaccendersi  dopo  essersi  estin- 
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ta  )>  :  e  che  V  istesso  abbia  notato  il  sig.  Àoglés  in  Francia.. 
Io  annunziai  nei  1847  dne  fenomeni  somiglianti  j  con  grande 
desiderio  che  per  altri  pure  fossero  confermati  :  e  allora  feci 
r  ardita  ipotesi,  che  Toscuramento  di  dette  stelle  saccedesse 
per  la  loro  immersione  nel  cono,  ombroso  della  terra  :  come 
n/el  1850,  a  proposito  di  altro  simile  fenomeno,  pensava  pur 
anco  il  sig.  Tbon  Lnbboc.  Se  non  che  mi  conviene  ben  riflet- 
tere, che  non  tutti  i  casi  di  riaccensione  delle  meteore  pos- 
sono riguardarsi  come  una  conferma  del  detto  principio,  in. 
quanto  che  non  ben  si  vede  come  dei  getti  passeggieri  di  luce 
o  delle  tracce  laminose  possano  accompagnarsi  alla  semplice 
riflessione  della  luce  solare. 

Terminando  questo  breve  rendiconto  io  non  posso  non  ri« 
chiamare  alcune  parole  del  famoso  astronomo  Halley,  al  qua- 
le sembrami  doversi  attribuire  la  teorìa  più  generale ,  e  mo- 
derna sulle  stelle  filanti.  Queste  parole  sono  tratte  dalle  tran- 
sazioni filosofiche  num.  241,  an.  1714,  e  riportate  dal  sig.  De 
Mairan  nel  suo  trattato  deirAnrora  Boreale,  nei  modo  seguen- 
te :  ((  J'ai  fait,  dit-il,  une  grande  attention  à  cette  apparenco 
(dcs  Feux  volans);  je  crois  quec'est  une  des  plus  diSiciIcs 
questions  que  j  aie  encore  vùe  dans  les  Phénomènes  des  Mé« 
téores  :  je  suis  porte  à  croire  qu*il  faut  que  ce  soient  quelqoes 
amas  d*atomes  que  la  terre  rencontre  en  allant  dans  son  orbi* 
lo,  qui  ne  se  sont  formés  que  depuis  peu ,  et  avant  qu'ils 
aient  acquis  une  grande  vètesse  de  chùte  vers  le  soleil  ». 
Nelle  espressioni  n  qui  ne  se  sont  formés  que  depuis  peu  »  , 
si  scorge  un  qualche  avvicinamento  all'ipotesi  che  ultimamente 
esternava  (V.  questi  Annali.  Decembre  1850)  il  sig.  prof.  Orioli 
le  cui  considerazioni  sembrano  bene  applicabili  a  molti  casi  , 
che  diflicilmente,  credo,  potrebbero  spiegarsi  con  l'ordinaria 
teoria.  Io  ho  sempre  riguardato  il  grande  fenomeno  come  un 
complesso  di  fatti  di  caratteri  molto  svariati,  e  accompagnati 
da  motte  e  diverse  accidentalità.  Forse  potrebbe  dileguarsi  non 
poco  la  grande  oscurità  in  cui  giace  ancora  ravvolto,  istituen- 
do determinate  e  lontane  osservazioni  con  opportuno  e  ragio^ 
nato  concerto  fra  gli  osservatori. 


(  149  ) 

LETTERA 
DEL  MG.  EìIIIIA]!VIJì:L£  VERGOLA 

AL  COMPILATORE 


Le  comunico  i  seguenti  teoremi  che  ho  rinvenuti  facendo 
qualche  ricerca  sulle  superficie  di  secondo  grado; 

1.°  (c  II  vertice  A  di  un  cono  (K)  di  secondo  grado  si  tro- 
»  vi  sopra  una  superficie  (S)  dello  stesso  grado  :  le  due  su- 
3)  perficie  avranno  per  intersezione  comune  una  curva  (L).  Pre« 
2> .  so  comunque  un  punto  P^  ad  esso  corrisponderà  un  piano 
»  polare  relativamente  al  cono  (K),  e  questo  piano  incontrerà 
»  la  superficie  (S)  secondo  una  conica  (L')  :  si  tirino  a  questa 
»  conica  le  tangenti  nei  due  punti  che  essa  ha  di  comune  con 
»  la  curva  (L)  (facendo  astrazione  degli  altri  due  riuniti  in 
<c  A),  e  sia  P,  il  punto  d'incontro  di  queste  due  tangenti.  Or 
))  quando  il  punto  P  si  muove  sopra  una  delle  infinito  super- 
»  ficie  di  2.®  grado  (S')  che  toccano  (S)  nel  punto  A  e  passa- 
»  no  per  la  curva  (L),  la  retta  PP|  deve  passare  per  un  pun- 
»  to  fisso  Q. 

2.°  <r  Allo  stesso  modo  che  da  P  si  é  passato  al  punto  Pf^ 
ji  si  passi  dà  Pt  ad  un  nuovo  punto  P^^  dal  quale  con  la  stessa 
»  costruzione  si  determini  P39  e  cosi  di  seguito  iodefinita- 
A  mente  :  la  serie  dei  punti  Pi ,  P^  9  P3  •  •  »  cosi  determinati 
1»  si  trova  sopra  una  sezione  conica  (G)^  il  di  cui  piano  p.is9a 
)>  per  una  retta  (A')  indipendente  dalla  posizione  del  punto  P. 

3.^  »  La  conica  (G)  é  unica  per  tutte  le  posizioni  che  il 
«  punto  P  può  prendere  sopra  un  piano  che  passa  per  (A')  : 
»  da  un  piano  ad  un'altro  poi  quella  conica  yaria  e  deprivo 
A  una  superficie  (Y)  di  quarto  grado.  Questa  superficie  inter- 
A  seca  ciascuna  delle  superficie  (S^)  secondo  la  curva  (L),  ed 
n  il  sistema  di  due  coniche,  i  di  cui  piani  passano  per  la  retta 
)»  (a!),  che  essa  stessa  è  una  linea  doppia  della  superficie  (¥)• 

Il  primo  di  questi  teoremi  sembrami  più  generale  di  quello 
già  enunciato  dal  sìg.  Steiner  nel  Giornale  Arcadico  per  Tanno 
18Mf  e  di  cui,  per  quanto  io  sappia,  non  si  ha  alcuna  dimo- 
strazione :  gli  altri  li  credo   nuovi. 
Napoli  18  marzo  1851. 
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PROBLÉME  DU  CALCUL  INTÉGRAL 
PAR  n.  WIL1.IAMI  iaOBERT9 

de  Dublin. 

PBOBLÉME.  Exprimer  ks  rayons  de  courbure  d'une  sur  fa- 
facey  en  foneiùm  de  la  perpendiculaire  (R)  quon  abaisse  d'unpoitU 
fixe  sur  un  pian  tangent  quelcanque,  et  des  angles  (9^  f)  qui  de-' 
terminent  la  position  de  cette  droite.  - 

DesignoDS  par  S  Taire  indéBoie  de  la  sarfacc  ,  par  I  la 
courbure  entiére  correspondante,  et  par  pt»  pz  les  rayons  do 
courbure  priocipaux.  On  sait  que  Taire  (S')  de  la  surface  pa^ 
ralléle^  qu'oo  obtient  en  prolongeant  Ics  normaux  par  une  quan* 
titéy  qu  on  prend  pour  unite,  aura  pour  exprcssion, 

S4-  I  4-  ffip,  -h  pz)  sìuO  à9  dy  ; 
d'ou,  par  consequent, 

(1)        //(pi  -*-  fa)  sin  0  i9àf  =  S'  —  S  —  I. 

Mais  il  est  aisé  de  Toir  par  des  considérations  géométriques , 
que  Ics  perpendicnlaires  qn*on  abaisse  du  point  fixe  sur  Ics 
plans  tangens  aux  points  correspondans  de  la  surface  donneò, 
et  de  la  surface  parallèle,  auront  la  mème  direction  ,  et  que 
leur  diflérence  sera  constante,  et  égale  à  Tunité  ce  qui  nous 
donnera,  en  désignant  par  R'  cette  autre  perpendiculaire^ 

R'  =  R  -f-  1- 

Or  j'ai  deja  montré|  dans  ce  Becueil,  (*)  qu'  en  posant,  ^our 
abréger, 

«    .    n        dR        ^         1      d^R 

A  =;  R  sin  9  •+•  -j^  cos  9  -H  -r-7;  -r^    , 

d9  sin  9  df 

_  cosS^  dR  _  ^^      c—n         — 
~  s"u7  df       A9df  '   ^  ~  *  ^    d$^  • 
on  aura  , 

^————1      ■  I       I  ■■■■■■    I    I ■    I  —1^— ■ ■■— M^— — — ^ 

T)  Voir  pag.  320  juillet  1850. 
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et^  de  rnéme, 

A',  B',  C  étant  les  valeurs  que  preoneat  A,  B,  G,  lorsqu*  on 
7  substitoe  R'  oa  R  4- 1  au  liea  de  R.  D*aprés  cela,  on  troa- 
vera, 

A'=A-hsine,    B'  =  B,     C  =^  C -h  1  , 


et  par  conséqaent, 

S'  =ff{j^G—  ^j  -+-  A  -h  C  sin  9h-  sin  e)d9  df 

ou  bien  encore 

S'  =  S  -4-  Ih-  //(A  +  C  8ÌQ  0)  AOàf  . 

Comparant  cette  équalìoa  aree  (1),  il  en  resulterà  évjdemmaBt, 

(2)  (pi  ■+■  pa)9ia  fl  ==  A  -+-  e  sin  fl . 

Mais  on  a  en  outre,  en  verta  da  théorème  de  Gauss, 

AC  sin  9—B' 

^•f*  =  — sin' e   •    ' 

cn  aorte  que  les  denx  rayons  do  coarbare  seront  les  racines 
de  Téquation  qaadratiqne, 

/A-t-Csin$\  AC  sin  9  —  B'        „ 

^  -(     sin9      )P-^ — ^^e =®' 

ce  qui  renferme  la  solution  du  problème  propose. 

Rerenons  pour  un  moment  sur  l'équation  (2) ,  et  mettons 
pour  A  et  C  leur  yaleurs  actuelles.  On  trou?era  alors, 

^  .    /.       o«  w.  ^^       f^  1       d"R  d"R      ,    . 

f>iH-i>a>in5=2Rsm5  ^  ìt-cosSh — r-s  -i-r+  :i7TSin5  . 
•       ^      •  d9  sin  7    d9  dy 
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dR  •  d'R     .    .        d/dR    .      X 

ce  qui  donne 

ff(pi  ^-  P2)  «ine  dO  d(p  =  2r/R  sin  G  d9  d(p 


■/m'-'y'^-fmt 


d  fàK\à9  d(p 
sinQ 


d'où  en  nitégraat 

ffipi  -+"  Pa)«n5  i9  df=  zffRsìnO  dS  d(p 

fdR   .    ^  ^         fdR     d9 

-  I  rr  sin  e  d©  H-  I-; r— ;;    . 

Jd9  ^      Jdp    sin-^ 

Supposons  quìi  s'agisse  d'  une  surface  symétrique ,  comme  V 
ellipsoide:  en  étendant  les  inlégrales  à  sa  huitième  parile,  on 
aura  y 

(*)        ffipt  -^  Pa)8in  e  d5  dy  ==  2//R  sin  OdQdf, 
parce  que,  ponr  les  limites  qu*Mi  eonsidòre^ 

dT       '    if       ' 

et  la  conslan4e  absolue  introduite  par  les  intégrations  s^évanoail 
évidemmcnt.  Le  tbéoréme  renfermè  dans  (4)  est  du  à  M'*.  JeV- 
let.  La  formule  (3)  nous  fait  voir  aussi  que  la  différence  en- 
tre  Les  inlégrales 

ffipi  -+"  fa)  sin  0  dO  df    et    2//R  sin  9  dO  dtp 

pour  une  surface  quelconque ,  est  loujours  réduclible  anx 
quadralures  simples,  qui  dépendent  de  Téqualion  de  la  cour- 
be que  termine  la  partie  de  la  surface  à  laquelle  on  élend 
les  intégralions. 

Publin  le  20  mars  1851. 
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SULLA  COMETA  DI  FAYE 

NOTA 

DEL  PROF.  A.  SECCHI 

Direttore  deirOsservatorio  al  Collegio  Romano. 

La  cometa  di  Faje  di  cai  si  è  anaanziato  il  ritorno,  e 
data  Teffemeride  nei  fascicolo  precedente  ò  stata  osservata  coi 
grandi  rifrattori  di  Paikowa  e  di  Cambridge  in  America.  Essa 
era  assai  debole  in  qaesti  stessi  potenti  strumenti ,  non  deve 
dunque  recare  meraviglia  che  siasi  involata  da  chi  la  cercava 
con  dei  molto  minori. 

Ecco  le  quattro  osservazioni  di  Pnlkowa  classiGcate  per 
assai  buone  dal  sig.  0.  Strave  (Comptes  Rendus  2&  Febraio 
1851.) 

1831       T.  sid.  di  Pnikova     ÀR.  cometa  Deci.  Com. 

Gcn,  24        2*54'^34'  ARa— 5'27"08  D«-^0'  3"  28 

Febr.  1        3  11  35  AR/S— 1  24  09  D^— 0  22  46 

4        3  47  21  AR7-f-2    1   97  D7  H-1  33   7» 

7        4  19    4  AR  J+1  16   93  D5  —4    1   86 

Queste  relazioni  sono  scrupolosamente  ridotte  e  corrette  dell* 
affetto  della  rifrazione^  ma  non  dell'aberrazione  e  paratasse. 

Le  stelle  a  e  7  sono  nello  zone  di  Bessel  e  sono  in  Weisse 
XXIII,  471  e  XXIII,  1002  le  altre  /3  e  $  sono  debolissime^ 
e  devono  esser  confrontate'  con  stelle  maggiori  da  determinarsi 
agli  strumenti  meridiani.  Per  ciò  che  riguarda  le  due  di  Bes- 
sel queste  sono  le  posizioni  dedotto  dal  catalogo  di  Weisse. 

Gen.  24    ARa  =  23*23-2^,66    Decl.«  =  —  1^25'10",1 
Feb.    4    ARy  =  23  48  53,24    Decl-v  =  ^.0  25    4,  4 

Dalle  quali  non  avendo  riguardo  alla  aberrazione  e  parallasse 
si  concludono  le  seguenti  posizioni  della  cometa. 
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1851       T.  M.  Polkova        AR  Com.  Deci.  Com. 

Gen,  24      2*  54«  34'       23*  22~  59^  85    — 1^25'   6".8 

Febr.  4      3    47    21        23    49       1,  37    H-0. 26  38.  2 

le  quali  proTaao  che  reffemeride  è  assai  accurata.  . 

Io  ho  (dice  Strave)  la  più  grande  confidenza  nella  seconda 
e  nella  terza  osservazione.  La  prima  è  meno  esatta^  essendo  la 
stella  di  confronto  troppo  lontana  dalla  cometa  ,  in  modo  che 
io  non  poteva  usare  che  l'ingrandimento  più  piccolo  del  can- 
nocchiale :  Tultima  ha  similmente  sofferto  per  mancanza  di  stella 
collocata  a  conveniente  distanza,  e  in  epoca  in  cui  la  luna  era 
distante  solo  20."  dalla  cometa^  il  che  la  rendeva  debolissiina. 

La  cometa  è  stata  pure  osservata  dal  sig.  W.  G.  Bond  a 
Cambridge  in  America.  Ecco  la  posiziono  determinata  il  4  gen- 
naio. 

Tempo  medio  di  Cambridge  (U.S.)=  7''    9^^  54^ 

AR.  cometa 22    39    14.  12>  Eq.med. 

Declin.  cometa     ,     .     .     .  —    4M5'      1".  IS  1851.0 

(  4  comparazioni  in  AR  e  1  declin.  con  *  Weisse  H.  XXII , 
n.^  870.) 

La  cometa  ò  debolissima  nel  nostro  equatoriale  (dice  esso), 
e  allorché  si  vede  più  decisa  sembra  allungata  leggiermente 
nella  direzione  del  sole. 

9  itmi^t-o 
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ESTRATTO  DI  UNA  LETTERA 

DEL  sii;,  santini 

direttore  dellH)88ervatorio  di  Padova 
AL  DIRETTORE 

deirOsseryatorio  del  Collegio  Romano 


Il  sig.  Trattenero  intrapreso  na  nuovo  calcolo  de- 
gli elementi  di  Egeria,  e  qnesta  volta  applicò  alle  osservazioni 
le  correzioni  dipendenti  dalla  refrazione,  parallasse  ed  aberra- 
zione, e  prendendo  a  base  le  osservazioni  di  Napoli  dei  giorni 
3  e  26  novembre,  e  quella  del  29  dicembre  fatta  in  Padova , 
ottenne  i  seguenti  elementi 

elementi  di  Egeria  del  sig.  Trattenero. 

Anomalia  media  0  Novem.  in  Berlino  =282°  14'  30''.7 

Lon^tndine  del  Perielio    .     •     .    =120  13  58.  0  )Equin.méd. 
Longitudine  del  Nodo  .    .    .    .    =  43  13  50.  lÌ23No.lS50 

Inclinazione =?  16  39  25.  7 

Ang.  di  Eccentricità.     ....«»    4^25    6".9 

Log,  a =0.410262 

Moto  diurno  siderale 860".2274 

....  Il  confronto  dei  precedenti  elementi  colle  osserva- 
zioni ha  dato  al  sig.  Trattenero  le  differenze  che  qui  le  unisco. 
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DIFFERENZA  COLLE  OSSERVAZIONI 


di  Napoli 


Novcm. 


I 


di  Padova 


Drcem. 


Dopo  il  giorno  30  di- 
cembre pel  cattivo  tem- 
po non  potò  più  osser- 
varsi. 


Terminerò  questa  mia  col  riferirle  il  risultato  de^miei  cal- 
coli sugli  elementi  ellittici  della  cometa  di  Bieift  trasportati 
colfaver  riguardo  mediante  le  quadrature  alle  perturbazioni 
prodotte  dalla  Terra,  da  Venere  ,  da  Giove  e  da  Saturno  dal 
1846  al  1852,  epoca  del  prossimo  suo  ritorno  al  perielio. 

Elementi  della  cometa  di  Biela, 

Passaggio  al  perielio  1852  settembre  28,  71856 

T.  med.  di  Berlino 

Longitudine  del  Perielio.    .  109'    8'  21".  49 

Longitudine  del  Nodo    .     .  215    52  29.  32 

Inclinazione 12    33  16.  56 

Angolo  di  eccentricità    •     .      49      8    6.  36 

Log.  a 0.5478692 

Moto  diurno  siderale  medio  534".  813993 

Sto  ora  calcolandone  una  piccola  effemeride  cbe  mi  farò  l'onore 

di  mandarle. 

Padova  25  gennaio  1851. 
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SULLE  OSCILLAZIONI   BAROMETRICHE 
LETTERA 
9EL  SIG.  FRANCESCO  PISTOLEU 

AL   COMPILATORE 

Sig.  Professore 

Nella  mia  nota  sairesteosione  delle  oscillaziom  massime  e 
minime  barometriche  inserita  nel  tomo  l*"*  p.  533  dei  di  lei 
applauditi  Annali,  a  riprova  che  le  oscillazioni  di  abbassamento 
nel  barometro  sono  più  estese  delle  oscillazioni  d'innalzamen- 
to, citai  il  fatto  riportato  dal  P.  Cotte,  che  in  72  anni  di  os- 
servazioni eseguite  a  Parigi  la  differenza  fra  la  maggiore  e  la 
minore  delle  massime  altezze  ricorse  in  quegli  anni,  era  stata 
di  sole  8  linee,  mentre  riscontravasi  di  1  pollice,  3  'I4  linee  la 
differenza  fra  la  maggiore  e  la  minore  delle  minime  altezze. 
Siccome  i  fatti  hanno  tutta  l'importanza  nelle  cose  fisiche,  re- 
puto opportuno  di  designargliene  due  analoghi  al  precedente. 
Desumo  il  primo  dalle  altezze  massime  e  minime  annuali  del 
barometro  osservate  in  Lucca  in  33  anni,  dal  1818  al  1850. 

1837,  la  più  alta  massima         28^  V,  0 
1818,  la  più  bassa  massima      28.   1,   2 


differenza    (V'.  6^  8 


1837,  la  più  alta  minima         27M1S6 
1823,  la  più  bassa  minima      26.  10^  5 


differenza    V.  1',  1 


Il  secondo  fatto  emerge  dai  resultati  delle  osservazioni  me- 
teorologiche a  Camajore,  nel  Lucchese,  dal  Canonico  Pieranto- 
nio  Butorì  in  40  anni,  dal  1777  al  1816,  e  pubblicate  Tanno 


tl58  ) 
seguente  io  Lucca« 

1778  e  1782,  la  più  atta  massima    28^9^0 
1807  e  1808,  la  più  bassa  massima  28.  5,  0 


differenza    0^.  4^  0 


1790,  la  più  alla  minima        27^   7^    0 
1778,  la  più  bassa  minima     26.  11,  75 


differenza      0^.   7^25 


Nel  quadro  inserito  nella  predetta  mia  nota  potrebbe  es-* 
sere  indicato^  che  pare  a  Gamajore  in  40  anni  di  osservazioni 
la  differenza  fra  la  più  alta  delie  massime  annaali  e  la  media 
generale  ò  di  0.^  8',  39,  mentre  la  differenza  fra  la  più  bassa 
delle  minime  annuali  e  la  detta  media  generalo  si  trova  esse- 
re di  V,  0',  86. 

Pisa  31  marzo  1851. 


NOTA    IV. 

concernente  alcune  viste  principali  di  Geologia  atte  a  fissare 
l'attenzione  degli  Ingegneri  ed  Agricoltori  d*) 

DEL  «IG«  D'^.  ANTOIVIO  TOSCHI 


Air  Ingegnere  costruttore  cui  sono  note  le  proprietà  arti-* 
slichc,  e  la  natura  minerale  dei  materiali  atti  alla  costruzione^ 
occorre  di  corredarsi  di  molte  altre  conoscenze  circa  la  prov- 
venienza ,  giacitura  ed  abbondanza  di  detti  materiali ,  sia  in 
ordine  alle  località  nelle  quali  è  chiamato  ad  esercitare  la  pro- 
pria professione,  come  per  rapporto  alla  struttura  complessiva 
del  suolo  terrestre.  Tali  conoscenze  gli  vengono  direttamente 


(*)  Si  veda  la  pag.   109  di  questi  Annali  dello  scorso  anno  1850. 
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somministrate  dalla  Geologia^  cui  egli  può  riportarsi  per  tanti 
titoli;  ma  specialmente  per  quello  naturalissimo  di  seguire  pas* 
so  a  passo  la  serie  dei  depositi  terrestri  da  essa  classificati , 
ricercando  in  ciascuno  la  storia  dei  materiali  da  costruzione 
che  ne  provengono.  Per  tale  guisa  quando  sia  determinato  il 
rango  che  un  dato  terreno  occupa  nella  serie  cronologica  dei 
depositi  costituenti  la  corteccia  terrestre,  X  ingegnere  a  primo 
aspetto  possederà  dei  criterii  per  arguire  con  senno  su  quanto 
vi  concerne  farle  di  edificare,  e  su  molti  fenomeni  terrestri, 
che  si  rapportano  alia  struttura  del  snolo. 

In  questo  intendimento,  noi  richiamiamo  quanto  si  disse 
nella  II  Nota  inserita  nella  Raccolta  Scientifica,  anno  Y,  cir- 
ca la  geologica  Classificazione  dei  Terreni;  e  dispensandoci  qui 
dal  riprodurla,  non  mancheremo  certo  di  seguitarla,  tanto  per 
la  distribuzione  che  per  la  nomenclatura  ,  neir  ordine  che  si 
tenne  per  le  considerazioni  idrografiche  ed  agronomiche  del 
suolo.  Ma  prima  di  venire  a  questa  analisi  dettagliata  della 
serie  cronologica  delle  formazioni,  cade  spontaneo  all'ingegnere 
di  riflettere  come  egli  debba  dividere  le  sue  indagini  prima  sul 
suolo  su  cui  ha  da  costruire  :  poi  sujie  pietre  con  cui  edifi- 
care :  finalmente  sui  cementi  o  malte  atte  a  legare  le  costru* 
zioni.  Cosi  per  la  prima  parte  accadrà  di  dovere  agire  sopra 
due  specie  di  suolo  :  sulla  roccia  viva  ,  o  sopra  depositi  di 
terreno  amovibile. 

Per  riguardo  alle  pietre  da  costruzione,  accadrà  di  averne 
disponibili  delle  naturali,  o  vero  sia  ricorrere  alle  artificiali, 
come  i  mattoni,  i  quadrelli  ed  i  muri  formacei.  Su  queste  pie- 
tre in  generale  come  sulle  terre  atte  a  fornire  cementi,  potrà 
farsi  una  disamina  sistematica  per  ciascun  membro  della  serie 
geologica  dei  terreni^  ma  per  quanto  concerne  la  natura  del 
suolo  destinato  a  base  di  costruzioni,  non  possono  citarsi  che 
delle  norme  generali,  perché  (come  altrove  dicenlmo  )  in  ogni 
terreno  si  verificano  tutti  i  modi  di  essere  del  suolo.  Ora  egli 
presentasi  in  ammassi  o  strati  veramente  lapidei  :  altrove  in 
depositi  semiconsistenti,  come  nelle  argille ,  nella  creta  e  nei 
tufi  :  finalmente  (ed  è  il  più  di  sovente)   presentasi  allo  slato 
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terroso  o  di  sabbia  e  ghiaja  sciolta.  Qualunque  però  sia  Ta  na* 
tura  del  suolo  destinato  a  base  di  costrazione,  è  certo  che  il 
principale  scopo  delle  indagini  dell'ingegnere  d  quello  di  pre- 
vedere il  grado  di  solidità  o  d'instabilità  che  ne  può  derivare 
all'opera  da  costruirsi.  Quindi  appunto  l'instabilità  degli  edifizii 
può  derivare,  o  dalfinstabilità  parziale  delle  sezioni  d'area  occu- 
pata dalt'edifizio,  o  da  instabilità  complessiva  del  deposito  ter- 
roso che  forma  base,  per  rapporto  agli  strati  o  depositi  circonvi- 
cini. Costruendo,  per  esempio,  sulle  marne  collanti  o  su  di  uo 
banco  di  sabbia  e  ghiaje,  comunque  queste  sieno  bene  siste** 
mate  e  livellate,  non  si  giungerà  mai  ad  impedire  la  mobilità 
delle  sue  parti  disgregate  e  sciolte  in  ogni  senso,  inatte  a  pre- 
slare  un  rinfianco,  o  a  legare  fondamento;  e  ciò  è  dunque  in 
causa  di  instabilità  relativa,  o  diremo  quasi  molecolare  nelle 
parti  dell'area  occupata.  Ma  se  viceversa  prendasi  a  basare 
una  qualunque  costruzione  sopra  possente  strato  di  roccia  du- 
rissima, omogenea,  ed  inalterabile  ,  e  questa  per  la  giacitura 
sua  discordante  cogli  strati  sottoposti,  o  per  una  soverchia  in- 
inclinazione  sia  messa  in  circostanze  di  disequilibrio,  si  avrà 
bensì  una  stabilità  parziale  nelle  sezioni  dell'area  occupata,  ma 
si  cadrà  nel  caso  d'instabilità  complessiva  nell'insieme  della  ba- 
se stessa;  per  cui  al  ben  che  minimo  movimento  dell'  intero 
strato  si  moltiplicheranno  inevitabilmente  nell'  opera,  praticata 
molte  sconnessioni  e  guasti,  quand'  anche  non  si  verifichi  l'e- 
stremo evento  di  vedere  l'intera  costruzione  disorientata  e  ri- 
mossa dall'originaria  posizione.  Da  queste  due  avvertenze  ne 
segue,  diremo  cosi,  per  corolario,  di  porre  mente  a  che  un' 
opera  muraria  non  venga  praticata  parte  sopra  un  suolo  rela- 
tivamente instabile,  e  per  altra  parte  sopra  um^  base  quanto 
si  vuole  irremovibile.  Sarebbero  per  tale  guisa  poste  a  cimento 
le  resistenze  dei  materiali  impiegati  nella  costruzione  stessa , 
i^a  in  ordine  alle  pietre  che  costituiscono  la  massa  dell'  edifi- 
cio, come  del  cemento  che  le  collega,  o  del  legname  e  metallo 
che  le  incatena.  Ed  in  somiglianti  lotte  fra  le  forze  della  na- 
tura, e  le  resistenze  opposte  dall'arte  è  sempre  da  temere  la 
peggio  per  queste  ultime  ! 
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Scarsi  sono  ì  lami  che  l'ingegnere  può  ritrarre  dalla  Geo- 
logia nel  primo  caso  delle  instabilità  parziali  del  sùolo^  perchè 
queste  dipendono  da  fatti  locali  e  da  palesi  conformità  di  ter- 
reno>  che  permettono  a  qualunque  occhio  ,  per  poco  che  sia 
esercitato  ,  di  leggerne  i  caratteri  più  o  meno  distintivi.  Le 
arti  di  migliorare  o  correggere  le  condizioni  sfavorevoli  di 
questa  maniera  di  suolo,  sia  regolandone  i  giuochi  delle  ac- 
que d'infiltrazione  o  di  corrente;  sia  praticando  delle  palafitte, 
arginature,  rinfianchi  o  speroni  :  sia  finalmente  proporzionando 
la  solidilà  dell'  edifizio  al  grado  di  stabilità  moleculare  del 
suolo,  sono  speculazioni  devolute  interamente  alla  meccanica- 
idraulica,  o  più  specialmente  alla  pratica  delfarte  muraria.  Solo 
si  consiglia  il  costruttore  a  studiare  preventivamente,  o  scan- 
dagliare mediante  escavazioni ,  lo  spessore  di  questo  terreno 
moticcio,  e  più  particolarmente  la  natura  del  deposito  massivo 
o  a  strati,  che  inferiormente  lo  sopportano,  affine  di  scoprire  se 
mediante  una  compatibile  profondità  di  sostruzione  egli  potrà 
basare  Topera  sua  sopra  deposili  meno  instabili  di  quelli  che 
appajono  alla  superficie.  In  questo  solo  caso  i  fondamenti  pro- 
fondi potranno  determinare .  la  stabilità  di  un  edifizio  ,  e  non 
in  ogni  caso  astratto,  come  é  pregiudizio  appo  il  volgo,  da  cui 
odesi  alcune  volte  a  far  le  meraviglie,  perché  un  edifizio  non 
regga  quantunque  munito  di  buona  sottomuratura.  Ma  in  con- 
clusione, se  questo  fondamento  è  condannato  ad  appoggiarsi  so- 
pra terreno  ugualmente  instabile  a  qualunque  profondità  quan* 
to  lo  é  alla  superficie,  tanto  vale,  che  egli  sia  di  una  misura 
quanto  di  un'altra.  Piuttosto  in  luogo  di  approfondare  i  fon- 
damenti di  un  manofatto  da  eriggersi  in  suolo  instabile  o  sog- 
getto a  dilami,  gioverà  allontanare  dall'area  che  egli  occupa , 
le  pressioni  laterali  che  a  detto  suolo  provenissero  da  sovra- 
stanti  ammassi  di  terreno,  o  da  rive  striscianti  e  facili  al  di- 
lamo.  E  questo  si  otterrà  facendo  piazza  attorno  all'edificio,  e 
favorendo  gli  scoscendimenti  ad  una  conveniente  distanza  dal- 
l'area che  si  vuole  proteggere  ,  ed  in  posizione  sempre  a  lei 
superiore.  A  tale  riguardo  gioverà  grandemente  all'ingegnere 
lo  studio  dello  spaccato  geologico  della  località  ,  il  quale  pò* 
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Irà  lessare  da  lui  rllevatp;  quando  abbia  luogo  stralificazioue , 
mediante  Tesame  degl'affiorameDli  o  testate  di  strati  circonvi^ 
cini,  o  mediante  le  osservazioni  fattibili  nei  fori  dei  pozzi  o 
di  altre  escavazioni  praticate.  Se  le  sostanze  che  si  mostrano 
alia  superficie  del  suolo  sono  assai  rimnovibili  e  sciolte,  come 
oel  caso  di  ghiaje  o  sabbie,  e  che  queste  contro  la  loro  natura 
restino  per  molto  tempo  imbibite  delle  acque  pluviali,  é  pre* 
fiumibile  che  esse  giaccioo  sopra  una  concavità  o  depressione 
di  strati  più  solidi  e  debordanti  tutto  airintomo  del  deposito 
etesso  detriticOi  altrimenti  le  acque  di  corrente,  e  gli  agenti  at^ 
mosferici  avrebbero  col  tempo  trascinatCì  e  disperse  dette  so* 
etanze.  È  pure  supponibile  che  esse  possino  trovarsi  sovrapo- 
ste  a  strati  affatto  piani  ma  leggermente  inclinati  verso  un 
punto  qualunque  deirorizzonte,  ed  allora  può  essere  dato  all' 
ingegnere  di  calcolare  lo  spessore  del  loro  deposito,  e  di  rile^ 
^ame  gli  spaccati  reali  ed  io  misura^  comparabili  a  questi  teo* 
retici,  che  noi  portiamo  per  esempio  e  schiarimento. —In  tale 
ìnooptro  f  chi  non  vede  che  dovendo  agire  sopra  terreni  che 
presentassero  un  simile  spaccato,  come  nelle  vallate  di  erosio- 
ne (Fig.  1),  o  nelle  ricolmatore  di  trasporti  (Fig.  5),  e  fossero 
costituiti  da  depositi  per  esempio  ghiajosi  a,  a,  a  misti  a  sab* 
bie  gialle  calcaree,  i,  b  strati  d'argilla  turchina,  e,  e,  alberese 
o  arenaria  calcare,  d^  d  gesso^  ninna  esitanza  si  avrebbe  sulla 
«celta  dell'ubicazione  di  un  fabbricalo,  che  certamente  dovreb- 
be  impiantarsi  in  prossimità  dei  punti  a ,  e  munirsi  di  sotto^ 
morature  abbastanza  profonde  da  traversare  quel  tanto  di  strato 
ghiajoso  e  sabbioso,  e  posare  le  fondamenta  o  negli  strati  6 
dell'argilla^  o  in  quelli  e  dell'  alberese.  —  Viceversa  trattan- 
dosi di  perforare  un  pozzo  in  questi  medesimi  terreni ,  sarà 
consigliabile  di  tenersi  distante  più  che  sia  possibile  dagli  af- 
fioramenti di  strati  impermeabili  e  e  b  ,  e  ricercare  piuttosto 
i  punti  X  di  un  conveniente  spessore  dei  depositi  meticci.  Im- 
perciocché le  possibili  sorgive  di  acqua^  ricercabili  in  si  fatto 
terreno,  non  possono  essere  che  i  risultati  delPinfiI trazione  di 
acqua  effettuatisi  nel  deposito  meticcio;  e  queste  acque  sotter- 
ranee non  possono  essere  raccolte  in  sufiicionle  copia  ,  né  si- 
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stetaaie  in  canaletti  lambeuli  la  snperGcie  degli  strati  imper- 
meabili, se  non  ad  una  certa  distanza  dai  punti  superficiali  di 
infiltrazione.  Vero  è  che  la  profondità  dei  pozzi  crescerà  allora 
in  ragione  diretta  della  distanza  fraposta  tra  la  loro  bocca  x 
ed  i  punti  a  di  aiBoramento  degli  strati  impermeabilii  ma  cre- 
scerà nel  medesimo  tempo  la  probabilità  di  riscontrare  sorgi- 
ve, e  che  queste  sieno  copiose  di  acque.  Anzi  da  tale  propor- 
zionalità nasce  la  regola  geometrica  di  scandagliare  numerica- 
mente la  profondità  occorrente  ad  un  pozzo.  In  fatto  data  che 
sia  l'inclinazione  locale  degli  strati  impermeabili  bò  o  ee^  per 
esempio  di  •  gradi,  e  data  la  distanza  ax  del  principio  del  de- 
posito moticcio  della  bocca  del  pozzo  in  metri  m  si  ottiene 
per  la  profondità  occorrente  al  pozzo,  x  =3  m  tang.t.  Avvertasi 
però  che  detta  formoia  trigonometrica  esprime  la  certezza  di 
scontrare  perforando,  gli  strati  impermeabili  che  sogliono  for- 
nire le  sorgive,  ma  non  include  egual  certezza  che  sulla  verti- 
cale del  pozzo  perforabile  s'abbiano  per  l'appunto  a  riscontrare 
di  quelle  vasche  0  canaletti  sotterranei,  in  cui  le  acque  infil- 
trate si  adagiano;  come  pure  detta  formoia  non  include  la  pos- 
sibilità che  le  acque  che  si  riscontrassero  fossero  anche  salienti. 

La  teorica  dei  pozzi  a  getto  saliente  noti  sotto  il  nome  di 
Artesiani,  include  altri  principii,  sui  quali  noi  non  ci  arreste^ 
remo  perché  premurosi  di  parlare  delia  stabilità  .complessiva 
dei  depositi  lapidei ,  che  possono  servire  di  base  alle  costru- 
zioni. 

Sotto  questa  rubrica  potrebbesi  riportare  tutta  la  serie  delle 
conoscenze,  che  presso  i  geologi  forma  lo  studio  della  strato- 
grafia del  suolo,  perchè  dalla  multiforme  disposizione  che  pren- 
dono gli  strati  sedimentariì  o  depositi  ignei  dipende  lo  studio 
della  stabilità  di  queste  basi  di  edifizii.  Ma  anche  in  questo 
caso,  noi  lo  ripetiamo  ,  tntto  il  criterio  occorrente  è  fondato 
sul  rilievo  degli  spaccati  geologici  della  località,  dei  quali  noi 
non  possiamo  riprodurre  che  degli  esempii  teoretici. 

Il  tipo  più  semplice  della  disposizione  di  strati  ,  o  roccie 
consistenti,  che  possa  rinvenirsi  è  quello  della  giacitura  oriz- 
zontale^ Fig.  2,  ove  appena  trapassato  quel  tanto  di  terra  ve- 
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gelale  che  potesse  ricoprirli,  si  ò  certi  di  rinvenire  un  conve- 
niente piano  per  basarvi  costruzioni  ,  come  si  è  certi  di  sco- 
prire la  profondità  occorrente  ai  pozzi,  misurando  lo  spessore 
degli  strati  permeabili  che  é  giuoco  forza  perforare  prima  d' 
incontrarne  uno  che  rattenga  le  acque  d*infiltrazione.  Solo  che 
Torìzzontaiità  degli  strati  lascia  il  dubbio  di  un  felice  smalti- 
mento delle  acque,  le  quali  non  avendo  chiamata  di  scolo  re- 
stano totalmente  a  carico  dell'  imbibizione  degli  strati  stessi , 
o  altrimenti  vogliono,  essere  regolate  a  mezzo  di  manofalti. — 
Un  caso  assai  più  frequente  di  giacitura  degli  strati  é  quello 
di  una  inclinazione  qualunque  col  piano  deirorizzoute,  sia  poi 
in  causa  di  disposizione  crateriforme  per  sollevamento  A,Fig.  3, 
sia  per  efletto  di  dislocamento,  spacco  o  fenditura  B.  In  que- 
sti spaccati  osservasi  dalla  corrispondenza  delle  lettere  a,  i,  e 
e  dalla  fisionomia  di  struttura  degli  strali,  come  essi  fossero 
originariamente  orizzontali,  ma  che  poi  in  seguito  di  un  solle- 
vamento di  roccia  ignea  A  ,  o  di  una  fenditura  più  o  meno 
pronunziala  B,  essi  venissero  dislocati,  e  ridotti  a  varii'  gradi 
d'inclinazione.  Qualunque  sia  slata  la  causa  di  simile  giacitura 
inclinata^  certo  é  che  essa  deve  grandemente  impegnare  lo 
studio  deir  ingegnere  circa  la  scelta  di  una  base  di  èdifizii  o 
di  una  linea  stradale.  —  Cosi  nella  Fig.  4 ,  che  può  rappre- 
sentare teoreticamente  lo  spaccato  di  una  vallata  alpestre,  nel 
di  cui  letto  D  fluischino  naturalmente  le  acque  di  un  torrente 
o  fiume,  se  gli  strati  disegnati  constassero,  per  esempio,  di' 
tiirreno  vegetale  e  detritico  a,  marne  o  mattajone  b ,  calcarea 
e,  molassa  o  macigno  d,  riescirebbe  assai  meglio  basato  un  edi- 
fizio  nella  località  ^,  quantunque  esposta  a  guisa  di  precipizio, 
che  neiraltipiano  a  a  ;  e  ciò  per  quanto  si  disse  della  stabi- 
lità molecolare  dei  depositi  terrestri.  Riescirebbe  poi  anche  me- 
glio basata  che  in  z,  quantunque  gli  strati  d  della  molassa 
sieno  più  compatti  di  quelli  ò  della  marna  ,  ma  ciò  in  causa 
dell'  instabilità  complessiva  degli  strati  d  ,  i  quali  rimanendo 
scalzali  nella  loro  base  di  declive  sono  esposti  a  venire  facil- 
mente smossi  per  opera  delle  acque  filtranti  o  di  qualsivo- 
glia scuotimento  terrestre.  Sembrerà  a  primo  aspetto  esagerata 
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qQCSla  idca*di  un  possibile  mof imento  in  colali  strali  lapidei; 
poderosi  e  tra  di  loro  adossati  e  streUi,  come  soglioosi  osser* 
Tare  nei  colli,  ma  pel  geologo  che  riflelte  essere  anteriormente 
esistila  in  natura  una  forza  tale  da  rimuorerli  e  sollevarli  ao" 
che  a  direrse  viprese  dalla  loro  giadtara  orizzontale,  non  rie- 
scirà  strano  il  consigliare  Tingegnere  a  tenersi  in  guardia  sulta 
la  loro  stabilità  ^  e  specialmente  nel  caso  riferito  ^  che  detti 
strati  sieno  scalzali  alla  loro  base  di  declive.  Altrettanto  può 
dirsi  degli  effetti  ben  noti  al  geologo,  ebe  le  acque  sanno  prò-' 
durre^  sia  trapelando  sotterraneamente  alia  lunga  fra  strali  di 
diversa  natura  e  struttura  ^  cioè  permeabili  od  impermeabili, 
sia  scorrendo  superficialmente  lungo,  la  linea  di  maggior  pen^ 
denza  degli  strati  slessi,  r —  Ciò  premesso  ,  quando  in  simile 
vallata  occorresse  di  tracciare  una  linea  stradale  ,  o  di  prati-- 
care  un  ponte,  polrebbesi  grandemente  contare  sulla  stabilità 
delle  testale  ascendenti  degli  strati  figurati  a  destra  dell'alveo 
D,  e  pochissimo  sulle  testate  discendenti  della  rira  opposta. 

Il  fianco  di  una  riva  sezionata  su  strati  ascendenti  é  sem- 
pre più  scosceso  e  ripido  di  quello  della  riva  a  stirati  discen- 
denti, quindi  la  costruzione  di  una  strada  sarà  più  malagevole 
nei  punti  u  e  v}  msL  per  quanto  alla  stabilità  della  sua  base  5 
è  fuori  di  dubbio  che  non  ammette  confroDlo  ad  onta  deli-ap- 
parente isolamento  e  sottostante  precipizio.  La  maggiore  age- 
volezza delle  rive  a  strati  discendenti,  ed  il  trovarsi  esse  sem- 
pre  più  coltivale  e  praticate  dalla  popolazione  tono  condizioni 
che  attraggono  gl'ingegneri  a  preferirle,  nella  costruzione  delle 
strade  ;  alle  rive  a  strati  ascendenti  ;  ma  sappiano  essi  bene 
che  quanto  alla  stabilità  ed  alla  facile  manutenzione  delle  stra- 
de stesse,  vi  corrono  tali  differenze,  che  in  molti  casi  debbono 
determinare  la  scelta  per  queste  ultime.  —  Ancora  rispetto  ad 
un  ponte  massivo  o  anche  sospeso  che  occorresse  eriggere  so- 
pra Falveo  D>  conviene  porre  ogni  cura,  affinchè  esso  sia  ba- 
sato per  una  parte  sulle  testate  ascendeuti,  e  per  l'altra  sopra, 
lo  strato  y,  che  immediatamente  s'interna  nel  suolo  senza  in- 
terruzione^ determinando  l'alveo  stesso  del  torrente.  Tutte  le 
testate,  discendenti  degli  strati  figurati  nella  riva  sinistra  non 
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possono  essere  che  basi  instabili  per  un  tal  genere  di  cosini- 
2Ìone,  qualunque  sia  la  loro  consistenza  lapidea ,  e  però  sarà 
duopo  perforarle  fino  a  giungere  in  y  a  Jiasare  la  sostrozione 
delle  pile  nello  strato  continuato  entro  terra.  — 

Riguardo  alla  costruzione  di  un  canale  ,  giova  pure  avere 
di  mira,  che  quando  si  apre  un*escavazione  in  un  terreno  stra- 
tificato, può  accadere  che  nella  sua  lunghezza  essa  pervenga 
ad  intersecare  delle  giunzioni  o  successioni  di  strati,  come  an- 
che delle  fenditure  già  ricolme  da  detriti  moderni;  e  ciò  nella 
circostanza  di  stratificazione  inclinata,  altrettanto  che  della  gia- 
citura a  letto  orizzontale.  Un  simile  caso  può  ravvisarsi  figu- 
ralo nel  già  citato  spaccato  2.%  ove  supponendo  di  dover  pra- 
ticare un  canale  o  scolo  sul  terreno  a  profilo  leggermente  in- 
clinato axòc  ,  si  rincontra  inx  una  lista  di  deposito  terroso  , 
che  non  concorda  colla  stratificazione  orizzontale  che  lo  pre- 
cede^  e  seguita  ;  come  anche  discendendo  ai  punti  ò,  e  e  si 
verifica  un  passaggio  da  strato  a  strato,  senza  supporre  meno- 
mamente turbata  Torizzontalità  dell*  insieme  del  terreno.  Ora 
chi  non  vede  a  quante  ancnoialie  si  vada  incontro  per  causa  dì 
questi  punti  singolari  della  stratificazione  !  Quale  dispersione 
di  acque  correnti  può  cflettuarsi  nel  passaggio  della  fenditnra 
Xj  e  quale  profitto  potrà  ricavarsi  da  questo  incidente,  nel  ca- 
so di  esuberanza  delle  acque  stesse,  qualche  volta  nocive  air 
agricoltura  o  all'igiene  pubblica!  Nei  punti  di  giunzione  A,  e 
varierà  il  grado  di  dispersione  delle  acqne  correnti  variando 
il  potere  assorbente  degli  strati  che  gli  formano  letto,  sicché 
pervenendo  esse  ad  uno  di  questi  punti ,  se  incontrano  depo- 
siti meno  permeabili  dei  precedenti,  può  attendersi  anche  a  ri- 
scontrare scaturigini  delle  acque  preventivamente  infiltrate  in 
tutto  il  tratto  xb,  o  anche  xbe  del  terreno  percorso. 

Questa  é  in  fatto  la  spiegazione  che  può  darsi  deirapparì- 
zione  di  sorgive  nei  letti  dei  fiumi  e  canali ,  che  lentamente 
scorrono  nelle  vaste  pianure,  e  lidi  discostissimi  da  ogni  mon- 
tagna. Questo  spiega  l'esistenza  di  certi  paduli  e  lavini,  che 
mostransi  alcune  volte  allineati  e  limitati  ad  una  stretta  stri- 
scia che  attraversa  un'intera  pianura,  senza  che  in  essa  esista 
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alcaoa  depressione  o  sinuosità  di  suolo  che  supponga  ristagno 
di  acque  esteme. 

In  ogm  costruzione ,  che  richiegga  escavazioni  o  abbassa- 
mento di  livello  per  opera  di  tagli  e  di  rimuovimento  di  suo« 
lo,  occorre  studiare  Io  spessore  e  la  natura  dello  strato  supe- 
riore come  di  quelli  che  Io  sopportano,  aiBne  di  giudicare  se 
meglio  convenga  approfondare  i  lavori  6no  all'  incontro  dello 
strato  sottoposto^  o  se  basti  limitarli  al  superiore,  compensau'- 
do  con  una  maggiore  latitudine  in  superficie  a  quanto  si  perde 
in  profondità.  —  La  perforazione  stessa  dei  pozzi  non  sfugga 
a  questa  regola  generale.  —  Le  sezioni  degli  scoli ,  e  le  ca- 
pacità in  genere  dei  serbato]  d'acqua  possono  essere  regolate 
dietro  queste  viste;  come  pure  nei  profili  delle  linee  stradali  e 
nella  sistemazione  degli,  abitati  non  dovranno  trascurarsi  le  li- 
vellazioni riferìbili  alle  altezze  relative  degli  strati» 

Abbiasi  però  presente  che  queste  viste  generiche  vanno 
soggette  in  alcuni  casi  a  delle  eccezzioni ,  perchè  tanto  neHo 
spessore  quanto  nella  consistenza  e  porosità  ^  uno  strato  qua- 
lunque può  variare  in  alcuni  punti  della  sua  estensione  ,  tal- 
ché nei  banchi  estesi  dì  arene  potranno  incontrarsi  dei  vasti 
arnioni  o  depositi  Icnticolari  consolidati,  che  vestono  natura  di 
roccia  lapidea  senza  variare  di  composizione  minerale  (Fig.  5)r 
nelle  argille,  ed  in  molti  altri  depositi  acquei,  rìnvengonsi  pure 
delle  nidiate  di  resti  fossili  in  tanta  abbondanza  da  togliere 
allo  strato  quella  impermeabilità  che  gli  è  propria.  Cosi  pure 
alcuni  strati  impermeabili  nella  totalità  del  loro  spessore  pos-^ 
sono  imbeversi  di  acqua  per  una  certa  porzione^  ed  avere,  per 
cosi  dire,  un  particolare  grado  di  saturazione,  della  quale  co- 
noscendo il  livello  si  può  trar  profitto  praticando  delle  piccole 
cavità  che  spontaneamente  si  troveranno  riempire  di  acqua  in- 
filtrata a  guisa  di  cisterne.  —  In  fine  giova  avvertire  che  nella 
giacitura  ordinaria  dei  terreni  sedimenlarii  possono  aver  Inogo 
delle  intercalazioni  di  strati  simili  a  quelli  rappresentati  nella 
Fig.  5,  ancorché  esteriormente  non  se  ne  scoprino  i  menomi 
indizii. 

Yalgbino  questi  poclii  esempli  a  far  risaltare   V  influeua 
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grande  che  può  avere  la  giaeitura  dei  depositi  terrestri  sulla 
slabilità  delle  costruziofli,  come  sol  regolamento  delle  acque  ^ 
e  possino  queste  xonsiderazioni  convincere  deirìnteresse  che  vi 
é  a  rilevare  gli  spaccati  geologici  delle  varie  località  !  Ma  ap- 
punto sulla  esecuzione  pratica  di  tali  rilievi  crediamo  di  do- 
vere aggiungere  le  seguenti  avvertenze.  — 

Rilevare  uno  spaccato  geologico  non  è  sempre  un  disegnare 
MI  misura  la  sezione  visibile  di  una  serie  di  terreni  messi  allo 
scoperto  nel  loro  profilo  sia  da  cau^e  naturali  (come  nei  dossi 
delle  montagne  scoscese)  sia  Bei  tagli  o  escavazioni  praticate 
per  strade  o  pozzi^  ec;  consiste  il  più  delle  volte  ncll'indovi- 
nare,  da  noti  segnali^  quale  sarebbe  lo  aspetto  che  presente- 
rebbe uu  terreno  se  di  fatto  venisse  sezionato  in  uu  dato  senso 
ed  estensione  convenuta.  Consiste  insomma  nel Tesprimere  gra- 
ficamente Vinclinazione  e  la  direzione  reale  dei  tavolati  sovra- 
posti.per  distinto  sedimento^  né  più,  né  meno  che  si  figurereb- 
be il  letto  di  una  casa  ricoperta  di  tavole  di  lavagna^  oel  qua- 
le tetto  hannosi  le  due  grondaje  laterali  che  rappresentano 
Hnclinazione  degli  strati,  ed  il  colmo  o  displuvio  del  letto  ne 
determina  la  direzione. 

Gli  spaccali  naturali  che  qualche  volta  si  offrono,  o  che  ri- 
sultano da  lavori  preventivi^  possono  essere  in  molti  casi  veri- 
Hcì,  ma  per  non  venire  da  essi  indotti  in  errore  conviene  in 
ogni  caso  verificare  teoreticamente  la  natura  della  stratificazio- 
ne come  nelle  circostanze  della  totale  mancanza  di  spaccali  vi- 
sibili. Perciò  sarà  necessario  portare  la  prima  attenzione  sulla 
scelta  deUa  linea,,  secondo  la  quale  deve  rilevarsi  lo  spaccato; 
e  quando  qnesla  concordi  colla  traccia  degli  spaccati  reali , 
che  per  avventura  apparissero,  allora  solo  possono  questi  ve* 
nire  assunti  per  veritieri  e  disegnati  in  misura. 

Ora,  la  linea  da  seguirsi  nel  rilievo  di  uno  spaccato  de- 
stinato a  rappresentare  la  vera  giacitura  geologica  di  un  ter- 
reno stratificato  non  può  in  alcun  modo  essere  arbitraria  ,  ma 
deve  dipendere  direttamente  dalVinclinazione^  e  dalla  direzione 
degli  strati.  Quindi  é  che  si  farà  luogo  primieramente  alla  ri- 
cerca della  linea  di  mamma  pendenza  di  .uno  strato,  e  si  mi- 
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sarcra  l'aogolOy  che  questa  linea  retta  fotma  col  piano  dellV 
rizzonto,  e  quesl'  angolo  rappresenterà  in  gradi  ciò  cbe  cbia* 
masi  la  inclinazione  dello  strato.  Poi  determinando  il  punto 
dellorizzonte  sui  quale  cadrebbe  una  seconda  retta  cbe  tagliasse 
ad  angolo  retto  la  linea  di  massima  pendenza,  si  avrà  la  di- 
rezione dello  strato  misurando  orizzontalmente  l'angolo  com- 
preso fra  questo  punto  dellorizzonte,  e  la  linea  meridiana  del 
luogo  di  stazione.  Dunque  una  pendenza,  qualunque  cbe  si  os- 
servi in  uno  strato  non  può  rappresentare  la  sua  reale  inclina-, 
zione  se  non  nel  caso  cbe  la  misura  di  detta  pendenza  venga 
presa  là  dove  ossa  é  massima  per  quel  medesimo  strato,  il  cbe 
è  quanto  dire^  che  rappresenti  la  traccia  dello  scolo  naturale 
delle  acque  di  superficie.  Come  pure  una  direzione  qualunque 
cbe  appaja  in  una  testata  di  strati  non  può  venire  assunta  per 
veriitera  se  non  nel  caso  cbe  il  di  lei  andamento  complessivo 
risulti  da  spigoli  disposti  orizzontalmente,  il  cbe  é  quanto  di* 
re,  cbe  essa  direzione  sia  ad  angolo  retto  col  piano  sul  quale 
misurasi  rinclinazione  degli  strati  in  questione. 

L'arte  esecutiva  di  queste  misure  angolari  ridìicesi  al  ma- 
neggio dello  strumento  detto  bussola  geologica,  la  quale  consta 
di  un' semplice  apparato  conforme  ad  un  orologgio  da  tasca,, 
portante  ncirinterno  sopra  un  perno  centrale,  l'ago  calamitato 
di  coatruzione  ordinaria,  ed  un  semplice  indice  mobilissimo  di 
metallo  non  calamitato.  Tenendo  sospeso  lo  strumento  in  po- 
sizione verticale,  Tindicc  tien  luogo  di  piombino ,  e  disponen- 
dosi jsemprc  in  posizione  verticale;  é  per  ciò  atto  a  segnare 
nella  graduazione  circolare  il  grado  d'inclinazione  di  uno  stra- 
to, quando  si  abbia  avuta  l'avvertenza  di  disporre  paralella- 
mente  alla  linea  di  maggiore  pendenza,  il  diametro  che  passa 
per  lo  zero  della  graduazione.  Tenendo  poi  orizzonlulmente 
quel  medesimo  strumento,  ed  orientandone  il  suo  piano  gradua- 
to in  modo  cbe  il  diametro  cbe  passa  per  lo  zero  di  numera- 
zione venga  diretto  al  punto  dell' orizzonte  sui  cui  collima  la 
direzione  degli  strali,  si  avrà  dall'ago  magnetico  la  determina- 
zione dell'angolo  compreso  fra  questa  direzione,  ed  il  meridia- 
no del  luogo.  Con  questi  elementi  si  potrà    graficamente  rap- 
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presentare  salla  tavolBlla,  o  la  pianta  topogk'afica,  o  lo  spaccato 
geologico  della  località,  assumendo  a  ciò  una  scala  di  rapporto 
per  le  dimensioni  in  piano  ed  in  elevatezza. 

Si  sono  pure  adottati  dei  segni  convenzionali  per  simboleg* 
giare  le  giaciture  e  disposizioni  delle  roccie  formanti  un  ter- 
renoy  er  questi  sono  ;  1,  per  indicare  orizzontalità  perfetta  ne- 
gli  strali  :  2,  che  essi  sono  verticali  ed  <M-ientati  nella  dire- 
zione di  n  gradi  :  3,  che  sono  inclinati  di  m  gradi  sopra  l'o- 
rizzonte 4,  che  Y*è  una  linea  anticlìnale,  cioè  tale,  che  da  am- 
bedue le  sue  parti  declinano  gli  strati^  come  sarebbe  dal  eol- 
mo o  displuvio  di  un  letto. 

La  scelta  dei  materiali  da  costruzione  segue  immediata^* 
mente  quella  delle  ubicazioni  ove  basare  i  •  manofatti  j  e  di- 
pendendo principalmente  dalla  natura  minerale  dei  materiali 
stessi^  può  venire  a  maggiore  ragione  diretta  dalla  geologia* 
Ma  questa  scienza  considera  l  depositi  terrestri  nel  loro  insie- 
me di  roccie  sovraposte  a  roccie,  quindi  noi  veniamo  finalmen- 
te alla  disamina  dei  terreni  sedimentari!,  secondo  la  classifica- 
zione geologica  da  noi  adottata  nella  II  Nota.  Dobbiamo  però 
ripetere  Tavverlenza,  che  in  ciascun  periodo  di  formazione  di 
questi  terreni,  possono  essere  accaduti ,  o  di  fatti  avvennero 
dei  trabocchi  di  roccie  ignee  ,  le  quali  per  natura  delle  cose 
rimasero  comprese,  e  tuttora  si  mostrano  in  nappe  massive  fra- 
miste  ed  injettate  negli  strati  sedimentarii  di  ogni  terreno*. 
Dobbiamo  anzi  di  più  prevenire  ,  che  tali  roccie  ignee' meglio 
abbondano  nei  terreni  più  antichi,  e  la  loro  presenza  si  fa  più 
scarsa  di  mano  in  mano  che  nella  serie  cronologica  delle  for- 
mazioni ci  accostiamo  all'epoca  attuale  :  onde  poi  ne  deriva  , 
che  i  terreni  antichi  sono  i  più  metamorfizzati,  ed  incausa  di 
queste  roccie  ignee  sconvolti  ed  aljlerati.  Ma  il  rinvenirsi  di 
tali  roccie  in  uno,  piuttosto  che  in  altro  gradino  della  serie  si- 
stematica dei  depositi,  non  varia  la  natura  e  le  proprietà  loro 
per  rispetto  allo  studio  dei  materiali  da  costruzione,  anzi  ovun- 
que appariscano,  potranno  fornire  materiali  ugualmente  utiliz-« 
zabili,  e  rimarrà  sempre  fisso  per  ciascuna  di  loro  quanto  si 
disse  nella  III  Nota,  trattando  per  ispecie  delle  roccie  ignee. 
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senza  avere  riguardo  alla  loro  giacitura  geologica.  L'unica  cosa 
che  sul  (oro  conto  potrebbcsi  quiyi  aggiungere  è,  che  nell'in- 
aieme  dei  loro  grandi  ammassi  esse  senza  cambiare  di  specie 
pure  qualche  poco  Tariano  di  compattezza,  omogeneità,  e  tin- 
ta,  poiché  alcuni  elementi  cristallini  ,  di  cui  essenzialmente  si 
compongono,  possono  scarseggiare  in  alcune  località,  ed  in  al- 
tra posizione  abbondare. 

Che  se  poi  in  un  medesimo  trabocco  igneo  trovassesi  la 
roccia  cambiare  di  specie  da  luogo  a  luogo  per  la  totale  man- 
canza di  uno  de'sttoi  elementi ,  o  per  la  sostituzione  e  com- 
parsa di  un  elemento  uuoyo,  é  da  considerarsi  che  tale  cambia- 
mento di  specie  nelle  roccie  contemporanee  noii  avviene  quasi 
mai  per  salti,  ma  anzi  gradatamente,  dando  così  origine  a  delle 
varietà  intermedie  dette  roccie  di  passaggio.  I  cambiamenti  di 
specie  improvisi  e  secchi  sono  spesse  volte  indizii  di  trabocchi 
non  contemporanei,  ma  piuttosto  ripetuti  in  quella  medesima 
regione  sotto  diverse  condizioni  di  vulcanicità  terrestre,  o  die- 
tro concorso  di  materiali  e  cause  sopraggiunte.  Nel  caso  quin- 
di di  dovere  aprire  delle  cave  di  materiali  da  costruzione  nel 
seno  di  tali  roccie  ignee,  qualunque  sia  la  loro  giacitura  geo- 
logica, dovranno  ricercarsi  quelle  ubicazioni  ove  la  materia 
cristallina  possegga  quei  gradi  di  tenacità,  o  consti  di  quegli 
elementi  che  meglio  soddisfano  all'inchiesta;  giacché  per  modo 
d'esempio,  si  riescirà  a  ricavare  con  migliore  risultato  i  grossi 
blocchi  di  vero  granito  e  di  porfido  inalterabili  agli  agenti  at- 
mosferici nelle  montagne  le  più  scoscese  e  terminate  in  gu- 
glie puntute.  Laddove  i  graniti  e  le  serpentine  facili  a  stac- 
carsi e  trattabili  allo  scalpello,  come  anche  i  caolini  o' terre 
da  porcellana  si  scopriranno  più  comodamente  nelle  montagne 
a  sommità  smussate  e  rotondeggianti.  Altrettanto  può  dirsi 
delle  lave  e  dei  depositi  vulcanici  non  primordiali ,  nei  quali 
la  maggiore  o  minore  antichità  può  influire  anche  sul  grado  di 
compattezza  e  di  attitudine  al  lavoro^  occorrendo^  come  é  no- 
to, un  lasso  di  tempo  considerevole  prima  che  abbiano  perduto 
il  calore  di  fusione,  e  prima  che  la  cristallizzazione  dei  loro 
elementi  si  sia  compita  definitivamente.  Dall'  cisscrsi  poi  cffet- 
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taati  dei  trabocchi  di  sostanze  fuse  a  varie  riprese  io  ima  me- 
desima località,  può  accadere  di  riscontrare  una  specie  di  stra^ 
tificazione  nei  depositi  ignei,  e  che  questa  sia  contrasrgnata,<» 
per  alternanza  di  materie  minerali,  o  per  reale  soyraposizioiie 
di  letti  distinti  di  una  medesima  materia,  come  abbiamo  esem- 
pi di  fatto,  0  per  analogia  degli  attuali  volcani.  Ciò  non  deve 
però  indurre  gli  escavatori  neirerrore  suW  origine  loro  ,  che 
nulla  ha  di  comune  coi  sedimenti  acquei  stratiformi.  Questi  nel- 
la composizione  di  uno  qualunque  dei  terreni  della  serie  geolo- 
gica possono  essere  variamente  sviluppati  in  diverse  refrioni  del 
globo  :  possono  mancare  in  alcuni  Itiogbi  delle  specie  di  rcwcie 
che  per  solito,  formano  i  terreni  caratteristici,  ed  allora  questi 
terreni  sono  in  tali  località  incompleti,  se  non  accade  che  altre 
roccie  subentrino  a  rappresentare  quelle  che  mancano;  ma  in 
ogni  modo  l'esistenza  di  roccie  ignee  è  affatto  accidentale  nel- 
lo stabilire  le  epoche  geologiche  dei  terreni,  i  quali  noi  passe- 
remo ad  analizzare  suponendoli  io  ogni  loro  niembro  caratte- 
ristico. 

1.  La  formazione  sedimentaria  comincia  col  grappo  dei  ter- 
reni  primarii,  e  comprende  alla  sua  base  i  depositi  Cambriani 
come  i  più'  antichi  della  serie.  Essi  costano  quasi  interamente 
delle  roccie  gneis,  grauwacks,  psamniti  e  schisli  di  ogni  ge- 
nere^ e  calcari  saccaroidi  e  cipollini  ;  quindi  potranno  essere  in 
prima  ricercati  alla  somministrazione  di  materiali  da  costruzio- 
ne, quali  sarebbero  solidissimi  quadrelli  per  lastricati^  tavolette 
da  ricopritura,  e  tavolati  suscettibili  di  ripulimento.  Questi  sono 
ordinariamente  durissimi  e  della  migliore  riescita  nelle  arti, 
mentre  poi  la  loro  estrazione  (se  si  eccettua  lo  gneis)  non  è 
delle  più  difficili,  in  causa  della  struttura  loro  fogliettata  e  dir 
stinta  per  clivaggio.  Lo  gneis  al  contrario,  tutto  che  preferibile 
per  compattezza  e  resistenza  ad  ogni  azione  logorante,  non  sof- 
fre di  essere  estratto  che  a  forza  di  mine,  e  resiste  grande- 
mente alla  ripulitura  per  scalpello.  Per  quanto  ai  calcari  sacca- 
roidi e  cipollini,  verde  antico,  e  pietra  oliare ,  tutti  ne  cono- 
scono il  grande  pregio,  e  la  superiorità  che  tali  roccie  del  lei^ 
reno  Cambriano  hanno  su  tutte  le  altre  consimili  dei  periodi 
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meDO  antichi.  Forse  le  azioni  ignee  che  in  quelle  prime  età 
del  globo  contribuirono  alla  modificazione  degli  elementi  mine- 
rali, erano  nel  loro  massimo  d'intensità  e  di  sviluppo ,  o  forse 
anche  le  pressioni  enormi  e  continuate,  cui  furono  assoggettali 
quei  pripH  depositi  per  un  si  lungo  volgere  di  periodi  geologici^ 
produssero  dei  risultati  tanto  felici  quanto  oggidì  riscoulriamo 
in  questi  loro  rappresentanti  !  I  gneis  nella  loro  parte  inferiore 
passano  sovente  alla  leptinite,  e  nella  parte  supcriore  sì  con- 
vertono ed  alternano  colla  roccia  micaschisto,  la  quale  alla  sua 
volta  passa  alla  Giade  ed  a)lo  schisto-talcoso.  Le  roccie  a  que- 
ste subordinate  sono  i  sopracitati  calcari  metamorfizzati ,  la 
quarzite  e  Tanfibolite ,  tutri  allo  stato  di^  ammassi  stratificati 
piuttosto  che  di  veri  strati  distinti  e  caratterizzati  da  resti  fossili. 

2.**  Il  terreno  Siluriano  comprende  materiali  mollo  analoghi 
a  quelli  del. terreno  precedente,  ma  meno  compatti,  e  qualche 
volta  intercalati  a  letti  di  argille  e  di  sabbie  ,  e  caratterizzati 
da  qualche  fossile.  Né  si  rinvengono  gli  schisti  calcarei  bruni, 
ie  arenarie  quarzose,  e  le  psamniti  carbonifere,  i  calcàrei  argil- 
losi yariotinti  e  di  struttura  fogliettata.  Sono  quindi  utilizzati 
come  pietra  da  calce,  come  lavagne,  e  come  pietra  ^a  arruolare^ 
nel  mentre  che  nell'insieme  delle  loro  masse  essi  non  costitui- 
scono montagne  di  primo  ordine,  né  sono  eccessivamente  diru- 
pati. 

3.**  L'antica  denominazione  di  terreni  di  transizione  compren- 
deva i  due  membri  da  noi  ora  ora  descritti,  e  si  terminava  in- 
cendendo il  terreno  Devoniano,  che  passiamo  ad  analizzare.  Es- 
so Gomponesi  alla  sua  base  di  pudinghe  passanti  ed  alternanti 
ripetutamente  con  delle  arenarie,  le  quali  poi  prendono  sempre 
maggior  sviluppo,  ed  una  tessitura  schistosa  fino  a  che  si  con- 
vertono in  una  roccia  calcare  framezzata  da  strati  di  antracite. 
É  nella  parte  delle  arenarie  che  questo  terreno  offre  i  più  in- 
teressanti materiali  da  costruzione,  comprendendo  la  famosa 
roccia  detta  vecchio  grès  rossoy  attissima  alla  fabbricazione,  alla 
scultura  architettonica  ed  al  pavimentare.  Nella  parte  dei  caU 
cari,  oltre  il  marmo  lumachella,  più  solido  della    lumachella 
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carbonifera,  esso   somministra  la  materia  carbonifera   combu-* 
stibile  più  antica  che  si  conosca. 

4.^  II  nome  solo  di  terreno  Carbonifero  richiama  l'idea  de- 
gl'interessi industriali  ch^e  si  rapportano  ai  preziosi  suoi  depò* 
sili  combustibili^  e  per  le  indagini  nostre  limitate  ai  materiali 
da  costruzione,  esso  non  é  meno  ricco  in  varietà  di  roccie  da 
taglio  e  da  cottura  per  cemento.  In  fatto  là  dove  egli  è  allo 
stato  completo,  viene  costituito  inferiormente  da  on  insieme  di 
depositi  calcarei  compresi  sotto  il  nome  di  calcare  carbonifero 
0  di  montagna,  ed  é  questo  che  fornisce  gli  strati  di  marmo 
nero,  di  venato  in  grigio  e  bianco  detto  marmo  di*  S.-  Elena, 
il  cosi  detto  piccolo  granito  (  denominazione  che  gli  proviene 
dai  bianchi  frammenti  di  polipai  di  cui  è  ripieno),  e  Onalmente 
le  varie  specie  di  lumachelle.  Con  questi  calcari  che  sono  in  al« 
cune  località  metalliferi,  e  che  essendo  di  tinta  nerastra  tra- 
mandano cattivo  odore  sotto  la  confricazione,  si  associano  per 
passaggio,  delle  dolomiti  grigie,  e  delle  psamniti  atte  a  pietro 
da  arruotare.  Nella  parte  superiore  il  terreno  carbonifero  é  co- 
stituito da  un  insieme  di  arenarie,  che  cominciano  ordinaria- 
mente con  delle  pudinghe  o  conglomerati  a  grossi  noccioli  ed 
anche  a  blocchi  angolari,  poi  si  riducono  a  strati  di  vere  are- 
narie, variatissime  pei  grani  di  quarzo  e  per  la  materia  argil- 
losa e  mica<;ea  che  qualche  volta  gli  dà  la  struttura  schistosa. 
Gli  ammassi  di  antracite  e  gli  schisti  bituminosi  sono  sparsi 
tanto  nei  conglomerati  quanto  nelle  arenarie  schistose,  ma  pure 
sempre  circondati  da  dei  letti  di  argille.  Sono  utilizzati  i  con- 
glomerati particolarmente  per  macine  da  mulino  e  per  pavimen- 
tare ;  le  arenarie  e  gli  schisti  possono  pure  essere  impiegati 
nelle  costruzioni,  ma  forniranno  sempre  materiali  di  secondo 
ordine  ed  assai  inferiori  agli  analoghi  dei  tre  periodi  antece- 
denti, stante  la  facilità  eolla  quale  si  alterano  e  sfogliano. 

5.^  Col  terreno  Peneano  incomincia  il  gruppo  dei  periodi 
secondarli^  ed  i  depositi  '  inferiori  che  sempre  lo  caratterizzano 
sono  una  arenaria  rossastra  o  giallognola  impropriamente  chia- 
mata nttovo  gres  rossoy  la  quale  si  presta  superbamente  ad  ogni 
maniera  di  fabbricazione  civile  e  rustica,  non  che  al  parimen- 
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lare  e  airnso  dei  lavori  del  taglia-pietra.  Riochiude  essa  in 
alcuni  paesi  dei  blocchi  di  calcare  che  si  utilizzano  nelle  co- 
struzioni e  nella  produzione  di  calce  da  cemento.  Succedonsi 
ascendendo  gli  schisli  ramiferi,  il  calcare  compatto,  detto  anche 
alpino,  poi  il  calcare  cellulare  ed  il  magnesiaco^  il  quale  in 
alcuni  paesi  rimpiazza  da  se  solo  tutta  la  sopra  citata  serie. 
Questa  fornisce  poi  alla  fabricazione  la. pietra  calcare  da  ta* 
glio,  qualche  ammasso  di  gesso  utilizzabile,  ed  anche  il  cal- 
care magnesiaco  atto  al  niuramento  ed  alla  formazione  delle 
malte  cotte. 

6.^  II  terreno  Triassico  succede  quindi,  rappresentato  suc- 
cessivamente dal  cosi  detto  grè$  dei  Vohchtj  dall'arenaria  scre- 
ziata f  dal  calcare  conchiglifero ,  e  dalle  marne  variegate.  11 
primo  è  roccia  arenaria  quarzosa  mancante  di  cemento,  quin- 
di generalmente  friabile  e  poco  adatta  alla  costruzione;  nulla 
di  meno  in  alcune  località  oCfre  qualche  strato  abbastanza 
aolido  da  servire  come  pietra  da  taglio.  L*arenaria  screziata 
é  pure  quarzosa  ed  a  grana  fina,  ma  soda  e  di  tinte  varianti 
in  rosso,  turchino,  verdastro  e  chiaro.  Perciò  essa  fornisce 
delle  ottime  pietre  da  taglio,  dei  quadrelli  e  dei  banchi  uti- 
lizzabili in  pietra  da  arruotarc,  nel  mentre  che  per  materiale 
da  cemento  contiene  come  roccia  subordinata  qualche  poco  di 
gesso.  Il  calcare  conchiglifero  è  inferiormente  compatto  e  spes- 
so magnesifero,  grigio,  verdognolo  e  giallastro;  poi  accostan- 
dosi al  disopra  colle  marne  variegate,  è  piuttosto  terroso.  Esso 
fornisce  della  calce  gmssa ,  ed  una  migliore  calce  idraulica 
quando  è  magnesifero:  della  buona  pietra  da  costruzione,  della 
dolomia  e  delle  varietà  di  calcari  utilizzati  come  marmi.  Fi- 
nalmente il  deposito  delle  marne  screziate,  detto  anche  Keu per 
comprende  un  mescuglio  variatissimo  di  argille  calcari  e  sab- 
bie affettanti  ogni  sorta  di  colori  e  di  compattezza  imma- 
ginabile. La  loro  importanza  nella  fabbricazione  si  riduce  ai 
materiali  per  le  pietre  artificiali  e  per  le  terre  da  cotto,  come 
pure  per  le  malto  e  sabbie  occorrenti  nella  fabbricazione.  Sotto 
questi  rapporti  può  dirsi  un  terreno  assai  ricco ,  e   Timpor- 
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tanza  sua  viene  accresciuta  da   abbondaiiU  deposili   di    gesso 
e  ricche  miniere  di  sale. 

7.^  I  depositi  che  sovrastìinno  al  Trias  costituiscono  il  ter- 
reno Liassico,  il  quale  presenta  dei  materiali  assai  diversi  se- 
condo le  diverse  località ,  ma  i  più  caratteristici  della'  sua 
b<ise  sono  sabbie  ed  arenarie ,  che  passano  ali*  arcose.  Succe- 
dono degli  strati  spessissimi  di  calcari  grigi  e  turchini  con- 
Iradistinti  e  classificati  da  fossili  caratteristici,  e  separati  da 
letti  di  marne,  pure  azzurrognole.  Il  Lias  é  terreno  iateressan- 
tissimo  per  i*arte  del  fabbricare,  fornendo  oltre  alla  pietra  cal- 
care da  taglio,  una  raccolta  dei  più  variati  e  pregevoli  marmi 
da  decorazione  e  scultura.  II  saccaroide  o  saldissimo  marmo 
statuario  bianco,  granulare,  e  cristallino,  si  trova  ne' suoi  de- 
positi in  vene  circoscritte  da  striscio  paralelle  talcose ,  dette 
madrimaechie.  Il  bardiglio  vi  si  trova  pure  in  ammassi  sovrap-. 
posti  agli  schisti ,  e  vi  costituisce  la  roccia  di  transizione  fra 
i  marmi  più  nobili  ai  calcari  comuni.  Cosi  ne  è  del  mischio^ 
sorta  di  marmo  breccia  a  cemento  mineralogicamente  identi- 
co ai  frantumi:  così  del  marmo  giallo  e  broccatello.  In  prossi- 
mità alle  roccie  ofiolitiche  che  lo  attraversano,  trovasi  anche 
Toficalce,  marmo  impastato  di  pezzi  di  ofiolite,  con  fondo  verde 
e  macchie  bianche.  La  pietra  paragone  e  la  paesina  (o  marmo 
reciniforme  formata  da  calcare  marnoso  tinto  dall'  ossido  di 
ferro,  compiono  la  ricchezza  litologica  di  questo  terreno;  ri- 
manendo sempre  fissa  la  massima ,  che  là  dove  posseggono 
dei  buoni  carbonati  di  calce  non  può  mancare  la  produzione 
dì  ottimo  cemento  architettonico. 

8.^  Nel  periodo  Giurassico  si  formarono  sedimenti  contra- 
distinti per  una  particolare  struttura  o  tessitura  interna  uovi- 
forme^  come  riescirebbe  per  l'impasto  di  granelli  dì  miglio;  e 
questa  maniera  d'essere  di  una  parte  delle  roccie  giurassi- 
che, guadagnò  all'intero  terreno  il  nome  di  Oolite.  Delle  molte 
ripartizioni  in  che  può  distinguersi  (  relativamente  alla  scaln 
delle  altezze)  mediante  i  fossili  caratteristi  ci ,  a  noi  basta  di 
rilevare  cóme  esso  ridncesi  ad  un  insieme  di  strati  calcari 
sviluppatissimi ,  intersecati  da  letti,  o  di  sabbie,  o  di  marne, 
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o  d*argilie  variamente  consistenti.  Fornisce  quindi  nella  parte 
inferiore,  delle  eccellenti  pietre  calcaree  da  costruzione,  e  delle 
pietre  litograGche,  oltre  a  certa  psamnite  grigia ,  e  contenen- 
te pagliette  talcosc,  quale  psamnite  viene  utilizzata  come  pie- 
tra refrattaria.  Le  marne ,  le  argille  ed  il  calcare  dei  piano 
intermedio  (  chiamato  anche  coralfiano  per  l'abbondanza  dei 
polipai  che  racchiude  )  sono  pure  estesamente  utilizzati.  Le 
prime  come  terre  eccellenti  per  la  cottura  delle  pietre  artifi- 
ciali; il  calcare  come  pietra  litografica,  come  marmo,  e  final-' 
mente  come  materiale  da  calce  magra.  Nella  parte  superiore 
di  questo  terreno  giurassico  figurano  per  la  fabbricazione  Too- 
lite  portlandiana,  l'argilla  plastica  per  tegole  e  mattoni,  e  qual- 
che grès  per  pavimentare.  Sono  pure  del  terreno  Giurese  tali 
altri  calcari  rassomiglianti  alla  pietra  litografica,  ma  non  quan- 
to essa  marnosi ,  né  a  frattura  cosi  chiaramente  concoide  ;  E 
sono  questi  calcari  distinti  col  nome  di  Scaglia,  o  majolica,  o 
biancoue  ^  e  di  sasso  d'Istria.  Il  primo  friabile  e  facilmente 
rompibile  nel  senso  delle  molte  venature  che  lo  dimezzano;  il 
secondo  d'impasto  unitissimo  ,  duro  e  levigabile  quanto  i  mi- 
gliori marmi,  e  di  tinta  più  chiara  di  quella  del  primo,  anzi 
quasi  affatto  bianca.  Ambedue  servono  nella  scultura  architet- 
tonica e  vengono  tagliati  a  sega  ed  a  scalpello. 

9.°  La  denominazione  di  terreno  Cretaceo  viene  impropria- 
mente ascritta  ad  una  successione  di  depositi  che  possono  di- 
stinguersi primieramente  in  Neocomiano  e  Wealdeano,  posti 
alla  base;  e  questi  forniscono  in  alcune  località  un  buon  cal- 
care da  taglio ,  e  qualche  volta  da  pulimento  come  marmo. 
Secondariamente  nella  parte  media  stanno  le  arenarie  verdi, 
e  la  creta-tufo;  e  queste  somministrano,  oltre  alla  lignite  com- 
bustibili ,  un  ottimo  materiale  da  costruzione ,  che  presentasi 
diviso  in  pezzi  riquadrati ,  d'onde  gli  proviene  la  denomina- 
zione di  qwidersandsttin.  In  fine  viene  la  vera  creta,  che  oc- 
cupa la  parte  superiore ,  e  che  presentasi  generalmente  allo 
slato  terroso  e  poco  consistente,  mista  a  dell'argilla.  Le  parti 
solide  di  questo  deposito  servono  frequentemente  come  pietre 
da  costruzione,  e  le  tenere  di  tinta  bianchissima^  vengono  ta- 
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gliate  in  canactte  da  disegno,  e  valgono  ancbe  per  imbianca- 
tura di  muramenli.  Ma  qui  giova  rimarcare  come  la  creta  bian- 
ca, di  struttura  sciolta ,  e  per  così  dire  farinacea ,  rinchiude 
oltre  una  prodigiosa  quantità  di  fossili  silificati,  un  abbondan- 
te numero  di  noccioli  o  arnioni  di  silice  pura,  i  quali  estratti 
neirutilizzare  la  vera  creta,  seinbrerebbero  a  prima  vista  adat- 
ta tissi  mi  a  brecciare  le  strade,  sia  per  la  loro  forma  e  dimen- 
sione identica  alle  brpccie  fluviali,  sia  per  l'apparente  durez^ 
za  che  addimostrano.  Pure  ò  verificato  dall'esperienza^  che  que- 
sti ciottoli  sono  affatto  insufficienti  ad  ogni  genere  di  utilizza- 
^EÌonc,  per  la  facilità  colla  quale  si  frantumano,  e  a  guisa  del 
vetro  si  polverizzano  quantunque  durissimi.  Bestano  quindi 
questi  bei  materiali  abbandonati  e  senza  altro  uso,  cbo  quello 
limitatissimo  di  fornire  pietra  focaia  quando  sono  di  tinta  ne-r 
ra,  e  pietra  da  fucile  quando  sono  biondi» 

10.**  Noi  continuiamo  a  disegnare  il  terreno  Etrurio  corno 
Tultimo  deposito  secondario^  quantunque  per  gli  studii  dei  chia- 
rissimi E.  Sismooda,  Sfarckison  e  ScarabclU  sia  oramai  mo-» 
strato  air  evidenza  cbe  esso  rappresenta  in  Italia  un  periodo 
di  formazione  contemporaneo  alla  base  del  terreno  Terziario 
verificatosi  in  altre  regioni  sotto  altre  forme  e  detto  Eocenio, 
Ciò  non  includo  però  opposizione  veruna  alla  dotta  opinione 
di  questi  distinti  geologi,  ma  solo  ci  vale  a  distinguere  que- 
sto periodo  Etrurio  come  staccato,  giusta  la  classificazione  da 
noi  adottata  (II.  nota^  1849).  In  ogni  modo  questo  terreno  com- 
prende, per  lo  scopo  nostro,  la  roccia  macigno  ed  un  calcare 
marnoso,  compatto,  ed  a  fucoidi^  alternante  con  schisti,  e  chia- 
mato comiinemente  Alberese,  Utilissimi  sono  entrambi  nell'ar- 
te della  fabbricazione,  ma  senza  confronto  lo  ò  di  più  il  ma- 
cigno ,  sorta  di  arenaria  calcarea  a  grani  silìcei ,  compatta  e 
trattabile  benissimo  allo  scalpello.  La  varietà  più  pregevole  di 
esso  è  un  impasto  fino  di  colore  cenerino  (capace  di  una  suf- 
ficiente pulitura j  ma  non  mai  lucida)  e  contrassegnato  dagli 
escavatori  col  nome  di  pietra-serena.  Il  meno  fino  è  di  tinta 
più  giallastra  perché  contiene  minore  quantità  di  argilla,  e 
viene  denominato  pietra-forte.  Presentasi  il  macigno  in  istrati 
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,  potentissimi  e  d'impasto  uniforme  per  guisa,  da  permettere  che 
si  estragghino  blocchi  smisurati,  sia  per  lunghezza  (come  co- 
lonne ed  obelischi)  sia  per  riquadratura  (come  lapidi  e  piane- 
rottoli da  scala  d'un  solo  pezzo).  Resiste  poi  benissimo  all'u- 
midìtà  ed  alle  azioni  dei  geli;  come  pure  logorasi  uniforme- 
mente y  essendo  privo  di  noccioli  rilevati  o  di  cavernosità  in- 
teme. L'alberese  è  roccia  calcare-argillosa ,  meno  compatta  e 
scagliosa  »  che  assorbe  Tumidità ,  e  che  viene  abbandonata  in 
confronto  del  macigno;  quindi  glie  ne  deriva  la  denominazione 
volgare  di  pietra-morta.  Essa  serve  però  assai  bene  per  la  for- 
mazione della  calce ,  come  noi  accennammo  (  nota  (^)  (  pagina 
128)  anno  1850)  Galestro  finalmente  dicesi  quel  materiale  schi- 
stoso  e  frantumato  che  interponesi  fra  gli  strati  del  vero  ma- 
cigno y  e  che .  componesi  in  massima  parte  di  argilla  mista  a 
frammenti  di  calcare  o  di  arenaria. 

11.''  Nel  terreno  TerziariOi  il  periodo  Eocenio  6gura  prin- 
cipalmente pei  suoi  depositi  di  argilla  plastica,  calcare  grosso- 
lano e  gesso,  sovente  intercalati  da  strati  di  sabbia  variotinta. 
L'argilla  assai  variabile  di  tinta  e  di  purezza,  assume  il  nome 
di  plastica  per  la  proprietà  di  cui  gode  di  sciogliersi  ed  im- 
pastarsi coll'acqua,  e  ricevere  quindi  le  forme  che  gli  si  dan- 
no di  stoviglie,  di  tubi  e  di  recipienti  in  cotto  variatissimi. 
La  varietà  detta  argilla  a  ligniti,  o  anch^  figulina,  é  di  tinta 
sempre  più  carica,  meno  malleabile,  e  perciò  anche  meno  re- 
frattaria. È  dair  esperienza  riconosciuta  capace  ad  alimentare 
in  varie  località  i  pozzi  artesiaui,  ma  non  offre  n^e'suoi  depo- 
sili materiali  atti  alia  fabbricazione.  Il  calcare  grossolano  é 
della  più  alta  importanza  ned'  arte  di  edificare ,  e  distinguesi 
in  varietà  più  o  meno  arenacee ,  ma  tutte  propria  a  fornirò 
pietre  da  taglio  beoe  aggiustate,  solide,  e  facili. al  lavoro.  La 
struttura  sua  ò  così  uniforme  da  permettere  esattissime  inci- 
sioni e  rilievi  di  scalpello,  non  che  tagli  di  blocco  per  via  di 
sega.  Alcune  volte  però  tra&cicgliendo  quelle  varietà,  che  per 
la  tenerezza  loro  richieggono  niinore  mano  d'opera  ,  si  otten- 
gono materiali  poco  durevoli  agli  attriti  ed  alle  consumo/ioni 
del  tempo.  I  depositi  superiori,  e  qualche  volta  paralleli  al  cai- 
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care  grossolano ,  forniscono  un'  altra  roccia  anche  più  solida , 
della  calcare  da  mòle  o  macine  da  mulino  ,  e  questa  è  mag- 
giormente pregevole  per  manofatti  grossolani,  grandiosi,  e  d'ar- 
chitettura massiccia  o  rustica.  Questo  calcare  é  mescolato  d* 
una  grande  quantità  di  silice,  ora  disseminata  regolarmente,  e 
conlenente  fossili  d'acqua  dolce^  ora  formante  qua  e  là  degli 
ammassi  di  vario  volume  affatto  privi  di  fossili  e  specialmente 
impiegati  alla  formazione  di  macine.  Allorché  detto  calcare  si- 
liceo è  di  strattura  uniforme  e  serrata,  impiegasi  alla  forma* 
zione  di  ponti,  gradini,  pioli,  e  tavolati;  ma  quando  mostrasi 
poroso^  spugnoso,  e  cavernoso,  viene  riserbato  alla  costruzione 
di  muramenti  sotto  forma  di  grossi  dadi  tagliati  a  scalpello  e 
atti  a  legare  perfettamente  col  cemento  che  penetra  nelle  loro 
scabrosità  e  fa  corpo  colla  pietra  stessa.  È  per  tale  guisa  rac^ 
comandevole  questa  roccia  nelf  arte  della  fabbricazione ,  che 
non  possiamo  esimerci  dal  notare  come  per  decisione  dei  geo- 
logi francesi  Tenne  trascelta  nella  portentosa,  stupenda,  costru- 
zione del  muro  di  cinta,  e  dei  castelli  di  fortificazione  di  Pa- 
rigi. Pe'suoi  caratteri  sopra  descritti  essa  venne  anche  consi- 
derata come  un  travertino,  e  1'  umana  industria  seppe  appro- 
fittarne come  del  travertino  di  Roma.  Le  ultime  roccie  depo- 
sitate nel  periodo  Eocenio  sembrano  essere  il  gesso  intercalato 
da  letti  di  marne;  e.questo  gesso  ora  é  compatto,  ora  cristal- 
lizzalo, e  sovente  marnoso.  In  pochissime  località  trovasi  bian- 
co ed  indurito  al  grado  da  costituire  il  così  detto  alabastro 
gessoso,  quindi  non  é  in  generale  atto  a  servire  come  pietra 
da  taglio.  Resta  però  fissa  l'importanza  sua  nel  fornire  i  pre- 
ziosi materiali  per  la  formazione  del  cemento  che  si  ricava  dai 
gessi  di  ogni  formazione,  e  principalmente  da  quelli  del  pe- 
riodo Miocenio,  cui  noi  crediamo  di  dovere  ascrivere  i  consi- 
derevoli deposili  che  figurano  in  Italia,  sieno  essi  stratificati 
come  lungo  l'Apcnoino^  sieno  essi  in  ammassi  sferoidici  ed  in* 
forni  come  io  Piemonte. 

12."*  Appunto  questi  gessi  frammisti  ad  argille  schistose 
sembrano  formare  in  alcune  contrade  i  più  antichi  depositi  del 
periodo  Miocenio,  nel  meqlre  che  in  altre  regioni  questo  stesso 
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periodo  manifestasi  con  possenti  strati  di  molassa  ed  arenaria, 
o  anche  di  un  calcare  di  acqua  doice^   Forse  che  questo  cal- 
care yennesi  depositando  anche  nelle  contrade  oye  oggidì  figu- 
ra il  gesso,  e  fu  e^so  stesso  che  servi  di  roccia-^madre   alla  for- 
mazione del  solfato  di  calce  ?  Può  di  fatto  concepirsi  che  que- 
sti letti  calcarei  non  per  anche  consolidati  perché  di  fresca  de- 
posizione^ fossero  assoggettati  all' influenza  di  emanazioni  sol- 
furee  capaci  a  metamorfizzarli  e  renderli  cristallini^  cancellan- 
do nel  loro  intemo  ogni  traccia  di  resti  organici  fossili.    Noi 
siamo  confermati  in  questa  opinione  dall'osservare  che  gli  strati 
di  tale  gesso  sono  quasi  sempre  accompagnati  da  alcun    poco 
di  calcare,  col  quale  si  compenetrano  e  confondono  per  passag- 
gio graduato;  ed  allorché  manca  questo  calcare  trovansi  depo- 
siti abbondanti  di  zolfo  puro  e  cristallizzato,  il  quale  sembra 
esprimere  che  in  quella  località  essendo  mancata  la  roccia-ma- 
dre calcarea,  lo  zolfo  ha  dovuto  fissarsi  in  matura  isolatamen- 
te.  Abbiamo  poi  una  prova  di  fatto    confermante  la  sumento- 
vata  maniera  di  formazione  metamorfica,  ed  é  nel  trovare  og- 
gidì presso  i  Lagoni,  i  Bollitoi  e  le  Solfatare^  degli  aghetti  cri-' 
stallizzati  di  gesso^  i  quali  veg|[onsi  formarsi  pel  passaggio  di 
vapori  solforosi  a  traverso  alle  particelle  calcaree  del  terreno 
rimosso.  Quando  poi  esistono  le  traccio  dì  questo  calcare  inal-^ 
terato  o  altri  banchi  contemporanei  incapaci  a  metamorfizzarsii 
essi  contengono  sempre  fossili  caratteristici  del  periodo  Mioce- 
nio;  sicché  tali  crilerii  combinati  coi  rapporti  delle  stratigrafie 
locali,  autorizzano  a  staccare  dal  gruppo  dei  terreni  seconda-* 
rii  i  gessi  apennini,  i  quali  d'altronde  sono  sopportati  dall'AN 
berese,  e  dal  macigno,  riconosciuti  oggidì  spettanti  al  -periodo 
Eoeenio.  Nelle  contrade  ove  il  terreno  Miocemo  comincia  colla 
molassa,  o  col  nageiflue,  o  coi  conglomerati,  abbondano  pure 
i  materiali  da  costruzione,  potendo  queste  pietre  venire  utiliz- 
zate almeno  neir  architettura    grossolana   e   nel    pavimentare. 
Staccansi  pure  dalla  roccia  quei  ciottoli  che  per  loro    compo- 
sizione minerale  possono  servire  alla  formazione  della  calce,  o 
in  altra  opera  muraria^  giacché  questi  conglomerati   compren- 
dono ordinariamente  una  raccolta  quasi  completa  d'ogni  saggio 
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litologico.  Là  dove  la  base  del  terreno  Miocenico  è  costituita 
da  deposili  sabbiosi,  trovansi  dei  banchi  di  aréhe  concrezionati 
in  masse  informi  da  un  succo  siliceo  che  no  costituisce  degli 
eccellenti  gres  o  arenarie,  che  quasi  si  direbbero  cristalline. 
Questo  è  il  caso  delf  arenaria  conchiglifera  e  della  lucida  di 
Fontainebleau,  tanto  accreditata  per  la  formazione  dei  dadi  da 
pavimentare  le  strade.  Quesl*  ultima  è  durissima  e  scintillante 
all'acciarino,  d^uua  frattura  nitida  e  semiconcoidica,  inalterabile 
ai  geli,  ma  non  suscetibile  di  essere  estratta  io  grandi  blocchi 
architettonici.  Offresi  in  (ine,  nef  piamo  superiore  del  (errano 
Miocenio,  dei  calcari  d*acqua  dolce  o  travertino,  tra  i  quali  è 
stimatissimo  nella  fabbricazione,  per  la  sua  solidità  ed  in  pari 
tempo  leggerezza,  il  cosi  detto  grigione ,  sorta  di  pietra  com- 
posta di  grani  .di  quarro  e  di  conchiglie  generalmente  frantu* 
mate,  il  tutto  riunito  da  un  cemento  calcare.  A  questo  perio* 
do  rapportansi  anche  i  gròs  ,  che  furono  d^  noi  citati  e  de- 
scritti nella  nota  (^)  pagina  128,  anno  1850. 

13.**  Comincia  il  terreno  Pliocenio  coi  depositi  delk  argille 
turchine  dette  anche  subappennine  o  mattajone^  e  questa  roccia 
è  affatto  senza  uso  nella  fabbricazioDO  mancando  sempre  del 
carattere  lapideo  ,  ed  entrando  unicamente  nella  composizione 
dell'impasto  dei  mattoni  cotti.  I  suoi  detriti  trascinati  dalle 
acque,  eostituiscono  dei  banchi  di  bellette  inette  a  servire  da 
sabbie  architettoniche,  anzi  capaci  a  guastare  le  sabbie  granula 
che  provvengono  dalle  roccie  silicee.  É  unicamente  utilizzata 
come  terra  figulina  o  da  stoviglie,  e  per  quest'  uso  raccoman^ 
devole,  oltre  airinteresse  che  offre  in  alcuni  paesi  pei  suoi  de- 
positi di  lignite  carbouif era.  Seguono  gli  strali  del  cosi  detta 
Crag^  i  calcari  a  formazione  d*  acqua  dolce  ,  le  arenarie  e  le 
sabbie  giallognole.  I  calcari  lacustri  e  marini  vengono  impie- 
gati come  pietra  da  taglio,  ma  più  proficuamente  nella  forma- 
zione di  un  eccellente  calce  muraria;  anzi  a  questo  genere  di 
roccia  può  riportarsi  la  panchina  antica,  la  quale  trovasi  rin- 
chiusa in  ammassi  concrezionali^  in  mezzo  ai  banchi  delle  sab* 
bie  gialle.  Gomponesi  detta  panchina  pliocenica  di  un  impasto 
pisolitico  di  conchiglie,  ed  abbondante  quantità  di   calce   car-, 
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booata  ridotta  allo  stato  compatto ,  e  priva  delle  ea?ernosità 
che  distinguoBo  la  panchioa  moderna  detta  tafo*caIcàrc  o  spa-* 
gnone.  Le  sostanze  che  colorano  tanto  distintamente  le  sabbie 
plioceniche  agirono  poro  sulla  panchina  che  vi  sta  rinchìasa, 
ed  adomarono  di  varie  tinte  questa  pietra  tanto  utile  nelhi 
fabbricazione,  nel  mantenimento  delle  vie,  e  nella  formazione 
della  calce.  La  sabbia  poi  del  periodo  Pliocenico  (  che  ó  uno 
dei  più  estesi  nella  superficie  dei  paesi  studiati,  e  che  forma 
da  se  solo  degl'immensi  deserti  e  pianure)  serve  nella  fabbri-* 
cazione,  come  Jlutte  le  altre  sabbie ,  per  stemprare  la  calce  e 
favorirne  la  cementazione;  ben  inteso  che  tale  sabbia  sia  gi|H 
diziosamente  trascelta  nelle  sue  variatissime  qualità  di  compo- 
sizione. 

14.''  Il  gruppo  dei  terreni  quaternari  comprende  sedimenti 
in  realtà  bene  distinti  per  natura  di  formazione  ,  ma  può  ri* 
tenersi  costituire  nel  suo  insieme  un  solo  periodo  geologico,  e 
può  essere  analizzato  brevemente  pel  nostro  soggetto. 

Io  fatto,  i  depositi  plusiaci,  cioè  ricchi  per  detriti  di  la* 
^^ES^^j  P^  sjibbie  metallifere  e  per  miniere  d'  alluvione,  non 
possono  interessare  il  costruttore  se  non  se  per  materiali  de- 
trìtiferì^  quali  sarebbero  sabbie,  pozzolane,  e  masse  per  terre 
da  cottura. 

I  deposili  ossiferi  si  riducono  in  conclusione  a  conglome- 
rati arenarii,  e  calcari  cavernosi  formati  per  ammassamento  e 
concrezione  di  relitti  di  roccie  più  antiche,  trascinate  dalle  ac- 
qu4i  unitamente  alle  spoglie  di  grandi  animali.  E  questa  mi- 
scela di  materiali  radunati  in  gori,  o  in  fenditure  e  crepacci 
di  roccie,  si  è  lentamente  colicgata  cogli  ossami  per  mezzo  di 
qualche  cemento  infiltrato  colle  acque  ,  e  capace  a  petrificare 
le  ossa  medesime.  Quantunque  gli  elementi  minerali  che  com- 
pongono queste  roccie  ossifere  sieno  quasi  sempre  della  natura 
medesima  delle  roccie  sottostanti,  pure  esse  debbono  riportarsi 
al  periodo  quaternario  per  analogia  di  altre  produzioni  consi- 
mili, quali  sarebbero  massi  erratici  o  trovanti,  le  morene  e  le 
alluvioni  antiche.  Cosi  a  modo  d'esempio,  frammisti  ai  banchi 
di  sabbie  gialle  Plioccnic  rinvengonsi  depositi  di  arenarie   o»-' 


(  184  ) 
sifere  accompagnate  proroiscuamentc  da  conchigiio  fln viali  e 
marine,  che  indubitalamenle  vivevano  nelle  acque  Pliocenie  7 
ma  te  cause  medesime  che  somministavano  la  sabbia  gialla  ed 
il  calcare,  alla  formazione  di  qoesla  arenaria  di  rimpasto-  (for- 
se depositata  in  caverne  e  fenditnre  sotterranee  )  includevano 
pure  i  moluschi  fossili  caratteristici,  senza  escludere  però  che 
la  formazione  di  tali  arenarie  ossifere  si  compisse  nel  periodo 
posteriore  al  Pliocenio,  cioè  all'epoca  dei  terreni  quaternarii. 
Srarsi  sono  i  depositi  ossiterh  di  qualche  rilievo,  e  meschinis- 
simo  il  provento  per  Kartc  della  fabbricazione  ,  in  eausa  dell» 
loro  poca  compattezza  e  solidità^  pure  le  sopra  citate  arenarie 
sono  estratte  in  alcuni  paesi  come  pietra  da  taglio  per  le  co- 
struzioni rustiche;  ed  in  altri  luoghi  viene  utilizzalo  il  calcare 
ossifero  per  la  produzione  di  calce  grassa  ,  e  per  pietra  da 
tàglio. 

Quanto  ai  massi  erratici  ed  ai  ciottoli  delle  aDtÌ€he  allu- 
vioni, scorgesi  chiaramente  che  Tatlitudine  loro  agli  usi  delia 
fabbricazione,  dipende  interamente  dalla  natura .  delle*  roccie 
alle  quali  indi  vi  dna  lamento  appartengono.  Perciò  es^i  possono 
essere  di  gra  nde  interesse  come  blocchi  da  taglio,  se  provven- 
gono  da  roccie  d'origine  ignea,,  e  se  conservano  grandi  dimen- 
sioni :  possono  venire  estratti  come  ciottoli  e  lastre  convenienti: 
possono  in  fine  rinvenirsi  cementati  fra  loro  e  consolidati  al 
grado  di  roccie  conglomerato  e  breccia.  Servono  poi  utilmente 
alla  formazione  di  (ighe  e  di  ripari  rustici,,  noa  che  alla' pro- 
duzione di  cemento  architettonico,,  se  providam^^nte  raccolti. 

Sono  anche  del  periodo  quaternario  i  più  pregevoli  Irayer- 
tini  che  servono  per  le  più  stupende  e  colossali  opere  archi- 
tettoniche e  murarie. 

15.°  I  terreni  attuali,  o  che  sono  in  via  di  formazione  sotto 
gli  occhi  dell'uomo,  rappresentano  La  storia  degli  avvenimenti 
naturali  che  si  ripeterono  durante  la  formazione  d'  ogni  altro 
terreno ,.  in  epoche  le  più  remote.  Dovrebbero  quindi  essere 
studiati  colla  più  grande  estensione  per  riirarne  lumi  sulle  for- 
mazioni anteriori^  e  dovrebbero  a  priori  ritenersi  come  i  più 
complessi  ^  scudo  quelli   che    provengono  da  un  maggior   nu- 
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niero  di  materiali  preparati  e  rimossi  in  tutta  la  serie  dei  pe« 
riodi  geologici^  Ma  V  esperienza  dimostra,  chef  quantunque  le 
leggi  che  presiedono  attualmente  il  mondo  Gsico  sieno  le  me- 
desime di  quelle  d'ogni  altra  epoca^  pure  l'attività  ed  energia 
delle  formazioni  dei  terreni  si  è  grandemente  diminuita  dai 
periodi  primitivi  in  qua,  fino  al  grado  di  rendere  V  epoca  at-^ 
telale  la  più  languida  e  la  meno  complessa  nel  produrre  sedi- 
menti caratteristici,  sia  di  eruzione  ignea  che  di  deposito  ac^ 
queo  o  metamorfico^  Non  più  le  considerevoli  eruzioni  ignee  di 
minerali  cristallini  capaci  a  produrre  il  nucleo  di  catene  intera 
di  monti^  poiché  la  Tolcauicità  terrestre  sembra  diminuita.  Non 
più  metamorfismi  dmtere  assise  di  strati  come  nell'  epoca  di 
transizione^  e  della  formazione  dei  gessi,  perchè  il  fatto  stessa 
dei  metamorfismo  delle  roccie  dipende  in  massima  parte  dalle 
azioni  ignee*  Non  più  esorbitanti  trasporti  detritici  o  di  massi 
erratici  o  di  relitti  vegetali  capaci  a  produrre  i  grossolani  con- 
glomerati ,  ed  i  depositi  eart)oniferi ,  perchè  i  cataclismi  e  le 
burascose  azioni  acquee  ed  atmosferiche  si  sono  interrotte  col 
modificarsi  e  regolarizzarsi  della  temperatura  terrestre.  For- 
mansi^  è  veroy  anche  oggidì  in  seno  ai  mari,  lungo  i  fiumi,  e 
nei  crateri  vulcanici,  dei  terreni  distinti  ;  tutte  le  terre  vege- 
tali, i  banchi  di  arene  marine,^  i  tonriioli  o  dune,  le  morene  ,  i 
tufi  e  le  lave,  sono  produzioni  del  periodo  contemporaneo  all' 
uomo,  e  per  le  fufture  epoche  geologiche  verranno  caratteriz* 
zati  dai  resti  fossili  del  medesimo^  frammiste  alle  spoglie  de- 
gli animali  e  delle  piante  che  vivono  oggidì.  Nulla  di  meno 
all'occhio  del  geologo  possono  restringersi  le  formazioni  attuali 
di  qualche  rilievo  ai  terreni.  Madreporico,  Torboso,  Alluviaìe, 
e  Tufaceo,. 0  Travertino^  Anzi  fra  questi  stessi  depositi,  ì  soli 
due  ultimi  interessano  Tingegnere  costruttore  nella  ricerca  d^i 
materiali  atti  alla  fabbricazione.  Che  può,  in  fatto  ,  offrire  di 
utilizzabile  qualche  banco  marino  formato  dalle  infinite  dira- 
Hiazioni  delle  così  dette  piante  animali  o  madrepore,  rimpastati 
con  terriccio  e  conehiglie  marine  fino  al  grado  di  costituirò 
anche  degli  scogli  e  delle  spaziose  isolette  ?  !  Quali  materiali 
potransi  ricavare  da  un  suolo  inconsistente  e   terroso,  quale  è 
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quello  che  risulta  dail  ammassamento  anche  esteso  e  profondo 
di  relitti  vegetali,  e  particolarmente  di  piante  ed  erbe  palustri 
capaci  a  produrre  la  torba  ?  !  Niun  profitto  è  da  attendersene 
all'epoca  attuale^  quantunque  chiaramente  si  prevcdai  che  pò-* 
tranno,  si  fatti  depositi  col  succedersi  delle  età,  figurare  come 
roccie  lapidee. 

Le  allurionij  al  contrario,  possono  somministrare  materiali 
utilissimi,  oltre  alle  sabbie  da  muramento;  e  ciò  per  quanto  si 
disse  intomo  alle  alluvioni  del  periodo  quaternario.  È  per  l'ap* 
punto  coi  ciottoli  rotondati,  che  si  raccolgono  nei  Ietti  dei  no« 
stri  fiumi,  che  formansi  i  selciati  delle  piazze  e  delle  vie  ur- 
bane ;  si  mischiano  utilmente  ai  mattoni  artificiali  nella  forma* 
^ione  dcll'intemo  dei  muri  i  si  spargono  per  ghiaja  nelle  strade 
sistemate,  avendo  cura  di  lavarli  e  di  passarli  al  valio  per  ot* 
tenerne  breccia  nitida  e  di  conveniente  grossezza  i  in  fine,  co^ 
me  noi  citammo  (nota  {*)  pagina  128,  anno  1850)  si  trascelgono 
in  alcuni  paesi  i  ciottoli  calcari  delle  alluvioni  fluviali  d*oggi«* 
di  per  la  formazione  della  calce  muraria,  la  quale  riesce  otti- 
ma in  alcuni  casi  e  di  prezzo  assai  modico  stante  la  poca  ma-^ 
no  d  opera  che  si  richiede  ad  ammassare  questi  materiali  da 
cottura.  Si  formano  pure  per  deposito  marino  e  fluviale  dei 
considerevoli  banchi  di  sabbie  utilizcabili  nella  fabbricazione 
pel  mescuglio  delle  malte  o  cementi;  ed  in  questo  caso  vanno 
trascelte  delle  sabbie  granute  e  silicee,  escludendo  per  quanlA 
6  possibile  le  bellette  o  subbie  finissime  calcari  ed  s^rgidose. 

I  travertini  che  sono  in  via  di  formazione  nell'epoca  attua- 
le, hanno  dei  caratteri  bene  distinti  per  non  essere  confusi  coi 
travertini  antichi.  Principalmente  la  compattezza  e  solidità  di 
questi  ultimi  fa  scapitare  di  pregio  quelli  che  vediamo  formarsi 
sotto  ai  nostri  occhi,  e  tutto  che  identici  per  composizione  mi- 
nerale, e  per  maniera  di  formazione,  gli  attuali  valgono  pochis- 
simo per  Tarte  della  fabbricazione.  Nulla  di  meno  se  ne  tro- 
vano citati  come  utilizzabili  in  alcune  contrade  per  pietra  da 
taglio,  ed  anche  si  conoscono  altre  varietà  di  roccie,  in  origine 
identiche  al  travertino,  e  capacissime  a  servire  alla  fabbricazio- 
ne. Queste  sono  le  aggregazioni  e  concrezioni  di  sabbie  gra- 
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unte,  cementate  a  maniera  di  travertino  da  succhi  calcari,  ca- 
{Nci  ad  acquistare  in  pochi  anni  in  seno  alle  acque  del  mare» 
la  durezza  necessaria  per  servire  da  macine  da  mulino.  La  pan- 
china moderna,  che  affetta  il  carattere  di  concrezione  traver- 
liuosa,  0  pisolitica,  non  é  essa  pure  che  un  impasto  solidissimo 
di  ciottoletti  e  conchiglie  dell'epoca  attuale» 
Boma  17  marzo  1851» 

DI  UN  NOTÀBILE  ABBASSAMENTO  DI  TEMPERATURA 

NEI  GIORNI  TRA  IL  9  e  13  LUGLIO  1850 
IN  FRANGIA,  IN  ITALIA,  A  BRUXELLES   E  A  VIENNA 

NOTA 

OEL  PBOf  •  k.  SEBPICRI 

i 

delle  S.  P. 

> 

Direttore  deirOssenratorio  Meteorologico 
del  Collegio  di  Urbino. 

Alcune  mie  particolari  indazioni  tni  portarono  a  sospettare 
una  causa  piuttosto  straordinaria  alfabbassamcnto  di  tempera- 
tura^ che  io  riscontrava  qui  in  Urbino  sul  principio  della  se- 
conda decade  del  luglio  1850  :  e  quasi  si  agginngeva  a  conva- 
lidare il  mio  sospetto  il  gran  numero  di  macchie  solari  con- 
temporanee. Laonde,  incitato  specialmente  dal  eh.  sig.  G.  Paoli 
di  Pesaro,  mi  rivolsi  a  ricercare  le  osservazioni  dei  più  lontani 
osservatori,  per  studiare  il  fenomeno  in  tutta  la  sua  estensio- 
ne. Per  mezzo  di  detto  sig.  Conte,  e  dell'illustre  sig.  Perrey 
di  Dijon  fui  onorato  della  gentile  corrispondenza  di  molti  os- 
servatorj;  q  ora,  mentre  pubblicamente  attesto  a  tutti  i  sigg. 
Direttori  la  mia  riconoscenza  e  servitù  ,  ho  il  piacere  di  an- 
nunziare la  generalità  del  fenomeno  che  io  notava  (*).  Mi  af- 

(*)  Abbìaoo  qui  pare  i  miei  risgrasìameoti  il  eh.  'Sig.  Compilatore  di 
queèii  Annali  ,  e  il  P.  G.  Angeloni  delle  S.  P.,  il  Sag.  DoU.  Palagi  di 
Bologna,  e  i  diatioii  giovani  Sigg..  V.  Tomboliiii,  e  Achille  SarpierL 
Bene  mi  acriveva   Perrey  :  Gè  n^  est  que  par  c^  aervioes   mntoéU  qof 
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fretto  di  pubblicare  questi  primi  risoltati^  per  ricfaiamare  sul 
fatto  rattenzioDC  dei  dotti-,  e  Hiritarli  a  raccogliere  le  osser- 
vazioni di  paresi  più  distanti ,  le  quali  o  essi  stessi  vorranno 
far  conoscere  al  pubblico,  o  vorranno  gentilmente  compiacersi 
di  spedire  a  me.  Presento  qivi  un  quadro  delle  temperature 
medie  diurne  di  24  Osservatori  Europei,  espresse  i»  gradi  cent, 
e  dedotte  dalle  massime  e  minime,  coli  aggiungere  alla  minima 
il  prodotto  della  differenza  per  0,462,  che  è  il  coeflSciente  ap- 
prossimato dato  da  Kaemtz  per  il  mese  di  luglio.  Basta  volger 
rocchio  su  questo  quadro  per  convincersi  del  fatto.  E  per  of- 
frire ancora  qualche  altro  elemento  essenziale  di  questo  studio, 
ho  riunite  in  un  secondo  quadro  le  indicazioni  dello  stato  del 
cielo,  e  dei  venti  notati  in  quei  giorni^  usando  i  seguenti  se- 
gni. Gli  esponenti  2,  3  indicano  forte  ,  fortissimo  ^  e  le  lettere 
i,  n,  m,  p,  tj  r,  indicano,  sereno^  nuvolo^  misto^  pioggia,  $wmi  y 
Temporah. 


nous  pouvons  faìre  un  pea  de  scìence.  —  Detto  Sig.  Prof,  indirizzò  gii 
e  tutti  i  cultori  della  scienza  nn  cortese  invito,  perchè  favorissero  di 
comunicargli  tutte  le  relazioni  dei  terrrmoti  che  si  vanno  sentendo  in 
varie  parti  del  globo,  e  gli  dessero  notizia  delle  cose  stampate  su  quesl* 
oggetto.  Io  mi  pregio  di  rinnovare  per  lui  quest'appello. 
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Fomiando  le  nwdic  generali  dei  rispcUivi  giorni ,   si  hanno  i 
ttuiDcri  seguenti  : 


orni       I     5  I     6  I  ^  |_8 


Giorni 
bed 


17,0 


10  I  11      12  I  13 


15,5  15,316,7.17,248,8 


14 


15 
21,1 


16 
21,9 


É  notabile  che  a  Bruxelles  e  a  Vienna  e  in  molli  luoghi 
della  Francia  e  d'Italia  le  indicazioni  del  vento  nei  giorni  della 
minima  temperatura  oscillano  molto  dappresso  al  N.  Ma  è  pur 
notabile  che  nei  medesimi  giorni  10  e  11  si  osserva  il  detto 
abbassamento  a  Dijon  e  a  Bologna  senza  che  il  vento  nò  in 
quei  giorni,  né  nei  giorni  precedenti  più  vicini  abbia  mai  gi- 
rato verso  il  N.  Oltre  di  che  io  veggo  npi  registri  molto  det- 
tagliati che  mi  sono  stati  favoriti,  che  in  molti  degli  altri  luo- 
ghi persistevano  bene  nei  giorni  susseguenti  le  medesime  od 
anche  più  forti  cause  di  freddo  ,  e  non  ostante  si  scorge  che 
la  temperatura  ritorna  come  per  salto  al  grado  ordinario ,  e 
riprende  la  sua  marcia  regolare.  E  deve  pure  osservarsi  che 
è  questo  il  mese  in  cui  il  calore  suol  raggiungere  il  massimo 
annuo.  E  perciò  deve  recare  maraviglia  il  vedere  che  intorno 
airil  di  luglio  si  ha  quasi  pertullo  una  temperatura  inferio- 
re di  circa  cinque  gradi  al  medio  estivo ,  come  può  dedursi 
dai  confronti  con  le  tavole  di  Kaemtz. 

Confesso  sinceramente  che  io  inclino  a  riguardare  come 
causa  di  un  tale  raffreddamento  le  numerose  macchie  solari 
dì  quei  giorni:  fondandomi  ancora  sulle  conclusioni  del  Signor 
Gaulier ,  e  sugli  esperimenti  del  Signor  Henry  di  Princeton  / 
il  quale  applicando  un  apparecchio  termoelettrico  ali*  ìmagine 
del  sole ,  ebbe  per  provato  il  minor  calore  delle  macchie ,  e 
credè  combattuta  e  vinta  lopinione  di  Herschel.  Resterebbe  a 
studiarsi  se  questa  diminuzione  di  calore  vada  seguendo  con 
regolare  proporzione  il  diverso  sviluppo  delle  diverse  macchie. 

Io  osservai  e  disegnai  le  macchie  solari  nel  giorno  9  sulle 
ore  5  ,30'  pom. ,  e  nel  giorno  12  sulle  5  pom. 

La  prima  volta  ne  contai  circa  40,  distinte  in  cinque  grup- 
pi, e  molte  fiammelle  sui  due  lembi,  a  destra  in  basso,  a  si« 
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nislra  in  alto  (parlo  dciriuunagine   apparente  rovesciala).  U» 
gruppo  solo  B  sparso  di  molle  penombre  conteneva  dodici  aiac- 
chie,  sei  delle  quali  molto  grandi. 

Nel  giorno  12  ne  contai  72  in  6  gruppi ,  e  neppure  uria 
fiammella.  Il  gruppo  B  del  giorno  antecedente  ne  conteneva  31: 
due  grandissime,  e  tulle  situale  in  una  lunga  e  grave  penom- 
bra, che  non  mi  parve  uniforme,  ma  come  tutta  granila  di 
piccole  oscurità.  Questo  gruppo  era  presso  il  centro;  e  pros- 
simamente dal  tempo  del  suo  passaggio  per  il  filo  del  canoc- 
chiale e  dalla  sua  obliquità  lo  valutai  della  lunghezza  di  circa 
4  minuti  primi  in*  arco. 

Il  giorno  14  le  macchie  eran  o  molto  diminuite  di  grandez* 
za  e  di  numero,  e  tutta  quella  penombra  si  era  quasi  divisa 
in  varie  zone  parallele. 

É  importante  in  simile  questione  il  confronto  già  istituito 
dal  Sig.  prof.  Bianchi  di  Modena,  nella  sua  preziosa  memoria 
sopra  una  grande  macchia  solare  da  Ini  osservata  nel  1825 
(Eff.  di  Milano,  per  Tan.  1826).  Ei  riconosceva  una  qualche 
conformità  nello  stato  meteorologico  di  Milano  nel  febbraio  o 
marzo  1817  e  di  Modena  nel  febbraio  e  marzo  1825 ,  nello 
quali  due  epoche  le  macchie  solari  furono  ugualmente  grandi 
e  copiose.  A  Milano  cadde  alquanta  neve  la  notte  del  21  mar- 
zo, e  a  Modena  la  notte  del  17  al  18.  Però  egli  nota  che  a 
ililano  la  temperatura  media  fu  generalmente  più  elevata  dell' 
ordinario. 

In  mezzo  a  una  grande  disparità  di  giudizi  e  di  falli  io 
non  posso  favorire  troppo  la  mia  opinione.  Vi  sono  sfati  degli 
inverni  rigidissimi,  dice  Francoeur,  e  delle  estali  caldissimo^ 
sia  con  nessune  sia  con  molte  macchie  solari.  —  Per  altro 
ognuno  vorrà  credere  che  rallenta  osservazione  potrà  portare 
qualche  luce  in  questo  problema.  «  Le  osservazioni  delle  tem- 
perature terrestri  comparativamente  a  quelle  del  numero  e 
della  estensione  delle  macchie  oscure  porgeranno  forse  un  gior- 
no i  mezzi  per  decidersi  fra  Tuna  e  l'altra  ipotesi  ».  (Ann. 
de  phys.  et  de  eh.  t.  XXI.  p.  413).  —  Di  nuovo  adunque  io 
mi  rivolgo  ai  doUi  meteorologisti  di  ogni  paese,  pregandoli  di 
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Faccogliere  e  spedirmi,  se  loro  piace,  le  osservazioni  termomc*- 
trìcbe  del  luglio  1850.  Se  il  falto  verrà  gencraiiiicnlc  coufer- 
malo,  potrà  in  seguito  studiarsi  sotto   tutti  i  rapporti  E  in  ogni 
BDodo,  anche  un  fatto  negativo  avrebbe  la  sua  importanza. 
Urbino  12  aprile  1851- 

BI8U««BAHA 

tRATTATO  DI  NAVIGAZIONE 
BEL   M««  DOTT.  VINCENZO  GALLO 

Ingegnere  architetlo  e  prof,  di  nautica  e  malemaiicbe 

nell'I.  R.  accademia  il  commercio  e  nautica  di  Trieste  ec. 

Autore  deiralmanacco  nautico  Italiano.  V.  2.  in  i^.— Trieste  1851. 

In  nessunaltra  applicazione  più  spiccano  gli  eminenti  ser- 
•vigì  resi  alla  società    civile  dalle  scienze  in  apparenza  le  più 
sterili,  quanto  nella  nautica.  Se  nella  costruzione  del  vascello 
troTasi  in  compendio  riunito  quanto  di  ingegnoso,  di  solido  e 
di  elegante  hanno  saputo  inventare  la  meccanica  e  le  arti;  nel- 
la direriooe  del  suo  corso  in  mezzo  air  Oceano  ha  suo   usp 
quanto  seppe  ritrovare  la  matematica ,  dalle  più  semplici  co- 
struzioni geometriche,  ai  più  sublimi  slanci  dell'  umano  intel- 
letto nella  meccanica  celeste  e  nella  fisica.  Chi  si  trova  anche 
per  una  sol  Yolta  valicare  Timmensità  dell'Oceano,  non  può  a 
meno  di  non  esser  profondamente  sorpreso  dell'audace  sicurez- 
za con  che  le  navi  fanno  il  loro  corso,  e  della  precisione  colla 
quale  yiene  determinala  la  loro  posizione,  e  per  conseguenza 
del  grande  apparato  di  scienza  che  tutto  questo  suppone  e  di 
cui  i  popoli  abitatori  deirinterno  dei  continenti  o  avvezzi  sol* 
tanto  a  piccoli  tragitti  attorno  alle  coste  male  possono  formar- 
sene una  adequata  idea*  Ma  la  immensa  mole  appunto  di  tanto 
sapere    necessario  al  marinaio,  perché  sia  di  utilità  e  non  di 
imbarazzo  a  chi  se  ne  ha  da  servire,  vuole  esser  compendia- 
ta e  ristretta  in  brevi    termini  e  presentata  in   formolo  e  ta« 
vole  di  facile  uso  e  spedita  pratica ,  libera   dall'  involucro  di 
astruse  dimostrazioni  teoretiche  o  discussioni  storiche,  le  quali  ' 
rìserbare  si  devono  all'istruzione  nelle  scuole  e  alla  erudizione 
dei  dotti.  Anzi  le  cose  stesse  più  difficili  dell'arte  nautica  sono 
spesso  affatto  inutili,  perchè  la  distrazione  del  mare,  l'occupa- 
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ziooe  della  mente,  e  l'indisposizione  quasi  abituale  deiruomo 
in  uno  stato  di  vita  così  diverso  dal  solito,  lo  rende  in  mare 
inetto  a  quelli  stessi  calcoli^  che  assai  facilmente  si  esegui* 
rebbero  in  terra.  Un*opera  quindi  di  navigazix>ve  pratica,  per- 
chè sia  di  una  utilità  reale  non  da  altri  potrà  compilarsi  che 
che  da  chi  riunisca  le  due  doti  assai  rare  di  profonda  teori- 
ca, con  isquisita  pratica.  Mollo  perciò  ha  Tltalia  da  rallegrar- 
si al  vedere  comparso  il  trattato  di  cui  abbiam  dato  il  titolo. 

La  lunga  pratica  dell'insegnamento  unito  all'esercizio  dcL 
la  dilBcile  arte  del  navigare  e  allo  studio  delle  più  accredi- 
tate opere  estere  di  questo  genere,  hanno  mostrato  al  Signor 
Dottor  Gallo  la  vera#  via  da  tenersi  in  un'opera  di  questa  spe- 
cie, ed  egli  ha  riempito  egregiamente  questo  vacuo  che  restava 
nella  bibliografia  della  marina  Italiana. 

Egli  ha  raccolto  iil  due  tomi  quanto  può  esser  di  uso  ad 
un  marino  in  mezzo  al  mare:  esposizione  ragionata  dei  prin- 
cipii  elementari  della  scienza  navale  ed  astronomica  :  descri- 
zione ed  uso  dei  principali  strumenti  marinareschi:  metodi  tutti 
per  fissare  con  sicurezza  la  posizione  del  vascello  in  mare,  la 
determinazione  della  latitudine,  del  tempo,  della  longitudine  ec. 
una  completa  istruzione  sul  magnetismo  terrestre  ed  uso  della 
bussola;  e  tutto  questo  corredato  di  scelti  e  variati  esempi  di 
calcolo  secondo  i  diversi  casi  che  possono  occorrere.  A  questo 
primo  tomo  che  comprende  la  teorico  -  pratica,  l'autore  ha  ag- 
giunto un  altro  contenente  una  eccellente  raccolta  di  tavole 
nautiche,  astronomiche,  magnetiche,  e  trigonometriche,  laonde 
possiamo  dire,  che  in  questi  due  volumi  è  compendiata  tutta 
la  biblioteca  del  piloto ,  il  quale  ivi  può  rinvenire  non  solo 
quanto  gli  occorre  pei  casi  più  ovvii ,  ma  anche  pei  più  rari 
ad  accadergli. 

Ci  sia  dunque  permesso  di  rallegrarci  col  dotto  astore 
della  bell'opera  di  cui  ha  arricchito  l'Italia ,  mentre  facciamo 
voti  perché  anche  il  nobile  suo  esempio  di  dare  all'Italia  un 
almanacco  nautico ,  cui  egli  per  fiacchezza  di  sanità  non  ha 
potuto  continuare  venga  presto  da  altri  seguito  sulle  tracce 
da  lui  segnate ,  a  facilitazione  ed  ampliazione  della  naviga- 
clone  italiana  nei  lunghi  viaggi  attraverso  l'Oceano.   À.  5. 
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SULLA  RISOLUZIONE  ALGEBRICA  DI  TALUNE  EQUAZIONI 

NOTA 
»EL  SI«.  P.  TAR»T 

Professore  di  Matematiche  in  Genova. 

Abel  nella  sua  celebre  Memoria  »  Sur  une  classe  parttcu"  ^ 

iure  d*équaiions  résdubles  àtgéhriqtunneni  »  ha  mostrato  (Oéavr. 

compi,  t.  I.  p.  132)  che  una  equazione  x  (^  =  0  è  solubile 

per  radicali,  se  tutte  le  radici  possano  esprimersi  razionalmente 

per  una  qualunque  x  di  esse ,  e  se ,  dette  Ox ,  6iX  due  altre 

radici,  si  abbia 

eO^x  =  9fix. 

Seguendo  con  pochissime  modificazioni  la  Tia  tracciata  dal- 
Tillustre  analista  perverremo  al  seguente  teorema  fondamen- 
tale nella  teorica  della  divisione  delle  funzioni  ellittiche. 

Sia 

(1)  F(^)  =  0 

un'equazione  di  grado  fjiy,  essendo  jx  e  v  numeri  primi,  e  le 
radici  di  essa  possano  ottenersi  in  funzione  di  una  sola,  x  per 
esempio,  nel  modo  che  segue: 

é,  Qx^  6*Xj 9.«*-»x  ; 

GiXj  BOtX,  0'e.«,     ....    Qf^^Q^x  ', 

e,*a:,  e0,«x,  o^i^x ,  .  .  .  e^'^Oi^x  -, 


e/-'a?,  ee»^«x,  e^o.^^x, .  .  e^-»e,*-'j;  ; 


ove 


6^x  ss:  Xj  9 i^x  =  X,        e        Oj  6t      indichino 
due  funzioni  tali  che 

risultino  razionali  in  a?,  qualunque  sia  il  numero  intero  r  ;  e 
di  più  si  abbia 

Annali  di  Sden.  MalL  e  Fis,  T.  IL  maggio  1851.  13 
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Ciò  posto  l'equazione  (1)  potrà  risolversi  algebricamente. 

Egli  è  facile  anzi  tutto  convincersi  che  il  ragionamento  di 
Abcl  è  applicabile  al  nostro  caso  onde  provare  che  la  risolu- 
zione della 

F{x)  =  0 

si  riihice  à  quella  di  due  equaciotaì.  Ma  dei  grtd«  fi  e  Tul-* 
tra  del  grado  v. 
.  Sia  ntCeiUt 

(2)  a?^  -*-  Aio:^»  H-  A^fl?^'  -^  .  .  •  ^h^  A^  »  0 

l'equazione  che  abbia  per  radici  le  quantità 

e  rappresenti  y  ou  fottzioiie  ruzioaale  «  skametrtoa  ^ual«im«6 
di  dette  quantità»  obe  indicheremo  cou 

f{x^  6x,  $^x, ,  .  •  O'^'x) . 

Tale  funzione  potrà  sempre  ottenersi  mediante  la  somma  deU 
K  potenze  similt  di  A; ,  ftt ,  .  ,  .  9^'^^,  Uh  ^er  le  ^coftAitiotft 
<^l  è  ikpffeiaà  la  6  si  scorgfe  chiktti>iiiefnt<;  feliiB  9''x  t  $'**'^jr  dr b* 
bone  essere  radici  di  una  equazi<me  di  '2.''  gt^o  e  però  tosi 
formate? 

ove  Pi  q^  t  dinotano  funzioni  razionali  della  xj  quindi  detto  p 
un  intero  qualunque  positivo,  avremo 

essendo  P,  Q  razionali  in  ix.  Da  qui  deduciaoK)  che  y  può  sem« 
pre  assegnarsi    razionalmente  in  ^ ,  e  che   pertanto  il  segoritb 
della  ditttostraziòne  di  Abel  non  so^e  pia  alcuna  eccezione, 
Siene  adunque 

i  valori  che  prende  y  cangiando  x  in 
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(3)  r  H-  B.y-«  -h  B,y-^  H-  .  .  .  +  Bv  =?:  0     * 

FequazioDe  che  abbia  per  radici 

y  >  yi  >  y2  >  •  •  •  yv-i  • 

I  coefficienti  òì  essa  si  esprimono  razionalmente  per  qnelli  del- 
ia proposta,  cioè  per  quantità  note.  Dopo  ciò 

e  in  generale  qualunque  funzione  simmetrica  e  ragionale  di 

sarà  data  in  funzione  razionale  di  y.  Si  vegga  la  Memoria  di 
Abel  o  Feccellente  Corso  di  Algebra  Superiore  di  Serret.  lez.  26. 
Ora  è  agevole  provare  che  le  radici  delia  (3)  verificano  le 
condizioni  medesime  cui  vanno  sottoposte  quelle  della  (2).  Di- 
fatto 'abbiamo 

y.  =/^0,x ,  60,x ,  e's.x , . . .  O'^-'O^x) , 


y^,  =J\B,^'^x  ,  fif^.'-'x  ,  0*5/-'a?  ,  e^-"0,^'ar)  , 

e  poiché 

QQ,x  =  9,0x  , 

e  per  conseguenza    indicando    con  m  ed  n  due  interi  positivi 
qualunque, 

sarà  in  generale 

ed 

y^^  =^f\9^^'^x  ,  9^*-''9a?  ,  $,^'•9*^  ,  .  .  .  9/-'^'*'^x)  . 

Da  qui  si  vede  che  qualunque  potenza  di  y^  può  assegnaiv 
si  con  le  somme  delie  potenze  simili, 

Oi'-x  ,  Oi'Ox  ,  .  .  .  5'*4  By-'x , 
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e  la  slessa  potenza  di  y^r  con  le  somme  delle  medesime  po- 
tenze di 

ma  per  la  natura  dì  9^  si  ha 

0  perciò 

ove  A  è  funzione  razionale,  duq<jue  possiamo  concludere  che 
qualunque  fuozipne  razionale  e  simmetrica  di  y^  ed  y^r  '<>  ^ 
del  pari  di  * 

e  quindi  esprimibile  razionalmente  in  y ,  e  che  conseguente- 
mente se  formiamo  Tcquaziope 

(-— yr)(^— yv-r)  =  o 

otterremo 

P9  Q9  T  essendo  razionali  in  y. 
Facciamo 

r  =  1     ed    y,  =5s  Xy  , 

pe  verrà. evidentemente 

y2  =  X"y  ,  ya  =  >*V  ,  •  .  .  y»-!  =  X^-'y  ,    e    J/y  =  y. 
e  si  avranno 

Vy  •+-  X^-'-y  ,    e    X'-yX^-'^j 
ragionali  in  y, 

L  equazione  (3)  e  poi  la  (2)  sono  solubili  per  radicali.  Os- 
serviamo primieramente  come  il  radicale  ^T,  che  si  presenta 
nel  valore  di  X^'y,  debba  riprodursi  qualunque  sia  r. 
Supponiamo 

v-1 
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avreiDo 


X  •  y  =  P(y)  H-  Q(y)  KT(y)  , 


e  cangiando  y  in  Xy 


v-l 


X    y  =  P(Ay)  +  Q(Xy)  i/-T(Xy)  i 
d'altro  canto  bisogna  che  sia 


*+t 


.X*y  =  P^y)-Q(y)|/^T(y)  , 

e  non  potrebbe  il  2^  membro  dei(a  precedente  equazione  ugna-' 
gliare  il  2"*  membro  di  questa  se  T(y)  non  fosse  tal  funzione 
da  dare 

€00  Uy  u>  raationali;  laonde  so  ne  inferisce  che  nelle  espressio* 
ni-  superiori  di  9%  6|%  X'*y  muteranno  con  r  p^  9^  Pi9  iu 
Py  Q,  ma  don  già  t^  tt  ,  T< 

Ciò  posto  riferiamo  brevemente  il  metodo  insegnato  da 
Abel  onde  risolrere  l'equazione  (3)  per  coloro  che  non  aves^ 
sero  il  Giornale  di  Creile,  o  la  collezione  delle  opere  dell'im- 
mortale geometra,  giacché  il  Serret  non  ne  fa  menzione  alcuna* 

Sia 

É^  —  1  =  0  , 

e  poniamo 

t?  =  y  -t-  cXy  -H  ei^y  -+-.---+-  é^-'X*-"y  , 

«'  =  y  H-  ùr^y  -1-  g'X^'-^y  -♦-.-.•+*  6*-«>y  ;  - 
ne  risalterà 

e  però 

essendo  X  ^  ^  funzioni  rarionali. 
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Chiamiamo  V  e  V  ciò  che  dìveDgono  v  e  v*  quando  si  cau* 
già  y  in  Xy,  avremo 

V  =  Xy -h  c/'y -f- E^X^y -H  .  .  .  -+- s^-'y  =  £^-'tJ  , 
y  =  Xy  -+-  cy  H-  £*X*-'y  -+-.,.  h-  g^-'X*y  =  sv'  , 


qaindi 


cioè 


W  =  e-tV  =  vv'  , 


x>y)  =  yS'j)  ^ 

e  in  generale 

xQ^'y)  -  x(y)  • 

Del  pari 

y»  _^  Y^ 

=  (t'^'vY  -+-  (cy')'  —  v^  ^  v\ 

ossia 

^ih)  =  M . 

e  in  generale 

d(X'-y)  =  ò(y) 
Da  qui 

x(y)  =  ~{xiy)  -^  x(^y)  -^^  •  •  •  -^  x(^'"'y))  f 
^(y)  =  — (^(y)  -^  ^M  H-  • . .  -f-  ^a^^'y)) , 

funzioni  simmetriche  e  razionali  delle  radici  della  (3)  t  qcrirH 
di  calcolabili  coi  coefficienti  di  quell'  equazione ,  vale  a  dire 
per  quantità  note.  Facciamo  perciò 

vv  =k  ,     r^  -H  t?'*'  =  A 

essendo  i  ed  A  funzioni  note  de'coeiHcienti  della  proposta  equa- 
zione (1)|  ed  otterremo 


Chiamando  poscia 


*'    5  tj,.,  r,  ,  .  .  .  Vv-, 


») 


i  valori  di  v  che  corrispondono  alle  v  radici 
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deireqaazione 

é>  —  1  =  0  , 
conseguiremo 


t>„-i  =y  -fr-  6^-»Xy.-h  ...  4-  ^»-']*V-»y  , 
•  sommaiido  avato  riguardo  alla  releciope 

1  +  r  •+•  £•'•  -+-...  -H  £>-«/'•  =  0  , 

verrà 

1 

(4)  y  s=  —  (—  B,.  -+-»,-+-  t?a  -t-  ...  -4-  t?,-,  ) 

e  per  una  radice  qualunque 

1 

X'y  =  —  (— B,  -f-r'-r,  -f-  r»'*t),  -4-  ...  -H  r{^»)%-,) 

o?e  si  è  messo  —  B|  in  luogo  della  quantità  razionale  v^  j 
come  dall'equazione  (3). 

La  espressione  (4)  contenendo  un  Bumerp  y  —  1  di  radi* 
cali  differenti  di  grado  v  darebbe  un  numero  v*''  di  valori 
alla  radice  della  equazione  (3))  mentre  essa  non  ne  ha  che  v. 
La  quale  diflBcollà  si  toglie  al  modo  ordinario  facendo  yedere 
come  fissato  uno  de'radicali,  gli  altri  si  esprimono  razionalmen* 
te  per  esso. 

Ottenuto  cosi  il  valore  della  y  si  calcoleranno  i  coeflScien* 
ti  A,  ,  A3  ,  .  .  .  Ayu  dell'equazione  (2)^  la  quale  si  risolverà 
alla  stessa  maniera  della  (3). 

Venendo  all'  applicazione  alla  teoria  delle  funzioni  ellitti- 
che, sappiamo  che  se 

dy  dx 

1/(1  -  y')(l  _  e"  y")  =  ^  1/  (1  -  f;')(l-  *'x')  ' 
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indicando  con  fi  un  nomerò  primo,  la  x  è  data  da  un'eqaav^ 
ziene  del  grado  fi^.  Sia 


J'' dr 
o  1/(1  _  x^)lì  —C^X^)    ' 


j/(l  _  x^){ì  —c^x^) 

X  =  f(u)        e  però        y  =  f  (/x,  ti)  ; 

l'equazione  che  somministra  la  x  è  della  forma 

(5)  .  9(fi«)  =t//(x) , 

ove  ip(x)  è  nna  funzione  razionale  frazionaria  di  x  il  cui  nii* 
meratore  è  del  grado  jx',  mentre  il  denominatore  é  del  grado 
/x*  —  1.  Poniamo 

Ci        r^  dx 

dx 


G>  /**  OX 

"2"     Jo|^(l  —  x^)(\  ~  ÓV) 


a^2\    t 


essendo  b  il  complemento  del  modulo  e,  cioè  A  =  |/^(l — c^). 
Osserviamo  che  a;  =  9(11)  essendo  una  radice  della  (5)  ,  qua- 
lunque sia  Uy  avremo 

9(/XM)=(//(y(tl)) 

è  però  se  ^(tii)  é  nn*altra  radice  deve  verificarsi 

(p(liu)  =  fiiiu,) , 
onde  possiamo  prendere 

j(xu,=  fJLM-+-2mfi»)-4-  2m'i  cj ,        ove        t  =i/* — 1, 

ossìa 

2m  w  -f-  2m'i"  o) 

e  perciò  le  radici  della  (5)  sono  tutte  comprese  in 


9\ 


2m  &)  -h  2tn!ò)  t  > 


«■^ — n — )' 
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attribaendo  ad  m  ed  m!  tatti  i  valori   da   0  sino   a  /x  —  1. 
Facendo 

2tì_  _2fto   _ 

potremo  disporre  le  radici  in  questo  modo 

<p(u)y    9(w  H-  a)  >  .  .  .  .  -p^w  -4-  {/x— 1)  ja) , 

?>-+-/3)>  ?(«-HÌ-f-a) , <pUr^  /3  -♦-  (fx  —  l)a), 


9/u-4-(jx—  1)/3V  9fti-4-(/x— l)i34-aj 

y(uH-(/x-l)^  ^{pt— l)a). 

Ma  dalle  formole  fondamentali  nella  teorica  de^trascendenti  el* 
li  Itici  81  ha 

ove 

/(«)  =  p^tl  -  (9  («)  )'],        F(«)  =  v^H  -  e»  (9(«)  )'3, 

dalle  qaali  si  yede  che  indicando  con  9  Toperazione  che  si  e& 
feUaa  sulla  x  col  mutare  ti  .in  iH-a,  e  Oi  quella  che  ha  luogo 
pel  cangiamento  di  u  in  « +/3  »  le  radici  della  equazione  (5^) 
soddisfanno  a  tutte  le  condizioni  richieste  dal  teorema  prece^ 
dente,  e  però  la  (5)  sarà  solubile  per  radicali  come  la  (1). 

Possiamo  adunque  operare  algebricamente  la  divisione  de- 
gli argomenti  negi'  integrali  ellittici ,  ritenendo  come  note  le 
quantità  relative  alla  divisione  degPindici^ 

Genova  7  aprile  1851. 

«       '    o  t^'c  li  •  •  S  •■  "  ■  ■■ 


(  206  ) 

TEORIA  GENERALE  ED  ANALITICA  DI  GNOMONICA 
E  METODI  PER  CONOSCERE  LA  POSIZIONE  DEI  PIANI 

PER  GLI  OROLOGI  SOLARI 

MEMORIA 

DELL'ARCHITETTO  SAVERIO  MARCHESATO 

di  Napoli. 

Non  vi  ha  parte  delle  malemalicbe  scienze  ai  nostri  gior-' 
ni,  alla  quale  applicata  non  siasi  Tanalisi  o  per  dedurne  sco^ 
nosciute  verità,  o  per  dimostrarne  in  eleganti  e  generali  modi 
quelle  già  note.  Non  cessa  un  Ul  metodo  di  prestar  soccorsa 
talvolta  alle  grafiche  operazioni,  benché  in  generale  siano  qae- 
ste  più  semplici  delle  geometriche  costruzioni  delle  formolo 
analitiche  ,  o  del  loro  calcolo  numerico.  Che  se  talora  di  tal 
vantaggio  andasse  privo  avrebbe  però  sempre  un  particolar 
pregio  tutto  proprio  dell'  anàlisi  per  q«tAlo  ha  rigaardo  alla 
teorica.  Per  tali  ragioni  non  ho  creduto  del  tutto  inutile  qae^ 
sta  teoria  generale  di  gnomonica,  che  anzi,  oltre  ali*  aprire  la 
via  ad  eleganti  metodi  grafici,  contiene  equazioni  indispensa- 
bili in  molti  casi  nei  qiiali  le  geometriche  costruzioni  non  pos* 
sono  eseguirsi  o  per  Je  grandi  dimensioni  del  disegno,  o  par 
mancanza  di  uno  spazio  conveniente.  Ho  trovato  una  semplice 
espressióne  analitica  della  lunghezza  dell'ombra  ,  che  dipende 
dall'ora,  dal  giorno  del  mese,  o  dalla  declinazione  del  soie,  e 
dai  dati  di  una  posizione  qualaoqae  del  piano  dall'orologio.  Si 
determina  con  quella  in  un  modo  generale  la  curva  diurna  so- 
gnata daireslremilà  dell'ombra,  la  quale  può  trovarsi  per  punti 
mediante  la  costruzione  dell'equazione  ultima  dello  (7).  Ho 
pure  aggiunto  un  metodo  grafico  semplicissimo  nel  §  II ,  per 
mozzo  del  quale  si  trova  Tascissa  computata  soirequinoziale  e 
l'ordinata  oorriapondente  per  un  ponto  di  una  data  curva  diur- 
na pel  quale  passa  una  data  retta  oraria  o  sostilare,  come  pura 
il  suo  incontro  colla  retta  equinoziale  ;  così  si  ottengono  per 
punti  la  curva  e  le  rette  orarie^  e  raliro  ramo  non  ha  biso- 
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gno  di  nuove  costruziooi.  Poiché  queste  equazioni  e  quesU 
metodi  grafici  non  sono  applicabili  ali  orologio  equinoziale,  cosi 
ho  trattato  per  qoeslo  una  particolar  teoria  nel  §.  IV. Quanto 
ho  scritto  nei  §§  V  e  VI  è  tutto  diretto  ali*  utilità  della  pra- 
tica, onde  conoscere  i  dae  angoli  cp  e  6  feì  quali  é  determi- 
nala la  posizione  dì  un  piano  sopra  cui  vogliasi  descriverò  IV 
rologio  solare.  J  metodi  per  un  piano  qualunque  esposti  nel 
§  V  hanno  tutti  un  particolar  vantaggio. 

Il  primo  fa  conoscere  tp  per  mezzo  di  Oj  e  dell*  ora  in  cui 
il  sole  è  nel  dato  piano,  se  ciò  non  è  impedito  da  locali  cir- 
costanze. È  da  preferirsi  quando  9  è  noto,  e  ciò  può  avvenire 
quando  è  dato  di  posizione  un  piano  parallelo  all'equatore  ,  e 
quindi  può  9  facilmente  misurarsi. 

Il  secondo  metodo  richiede  la  meridiana  sol  dato  piano , 
fora  dell'arrivo  del  sole  su  di  questo,  e  la  misura  di  un  dato 
angolo;  riesce  cosi  facilissimo  di  conoscere  f,  9  quando  non 
y'ì  è  l'impedimento  per  cui  diviene  inutile  anche  il  primo. 

Il  terzo  ha  il  vantaggio  di  potersi  fare  1'  osservazione  in 
iin*ora  qualunque  del  giorno,  ma  richiede  varie  geometriche  co- 
struzioni, e  rcquaxione  che  ne  risulta  richiede  un  lungo  calco- 
lo. Semplicissima  operazione  é  poi  conoscere  (p  e  9  per  mezzo 
dell'equazioni  che  immediatamente  seguono,  l'ora  però  dell'os- 
servazione non  è  arbitraria  ma  misurata  dall'arco  <p. 

Il  quarto  metodo  dà  i  due  angoli  per  mezzo  di  osserva* 
zioni  fatte  in  due  volte  ad  ore  arbitrarie. 

Il  quinto  è  molto  più  semplice  degli  altri,  richiede  la  me- 
ridiana, e  pochi  calcoli^  né  ha  bisogno  dell'ombra  solare. 

I  tre  metodi  del  §  VI  fanno  nota  T  ine  lini  zione  del  piano 
verticale  al  meridiano  (dalla  quale  si  deducono  gli  angoli  <pe9} 
eoa  una,  o  due,  o  tre  facilissime  osservazioni  fatte  ad  ora  qua- 
lunque. Il  solo  primo  é  dipendente  dalfora  dell'osservazione. 

Nei  piani  verticali  si  é  finora  usato  per  conoscere  il  dato 
angolo  di  misurare  l'ombra  di  una  data  perpendicolare  al  sólo 
mezzodì,  e  quando  era  orizzontale,  metodi  spesse  volte  ambe- 
due impraticabili,  restava  l'unico  di  osservare  un'astro  di  data 
posizione  dol  cielo,  metodo  d'incommoda  escicuzioiie,  e  per  io 
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più  impraticabili  nei  mari  degli  edifizii  per  masse  sporgenti  o 
per. altre  locali  circostanze.  Credo  che  tali  difficoltà  si  possono 
del  tutto  evitare  osando  qaalcheduno  dei  metodi  più  acconci 
al  bisogno  tra  quelli  da  me  esposti  in  questo  opuscolo, 

Sembra  per  tanto  che  questo  mio  lavoro  per  variì  capi  sia 
per  riuscire  in  progresso  della  gnomonica,  ed  infatti  altro  que- 
sto non  contiene,  che  il  più  semplice  punto  di  veduta  di  quan- 
to può  a  tale  scienza  appartenere,  e  se  ne  è  scritto  finora^  In 
esso  son  comprese  tutte  le  specie  di  orologi  solari  piani  in  due 
sole  categorie,  cioè  polari  e  non  polari.  Le  curve  diurne  sono 
discusse  in  generale,  riferite  a  coordinate  ortogonali,  e  polari, 
e  determinati  di  posizione  e  grandezza  i  loro. elementi.  Gene- 
ralissime  e  semplici  sono  lo  costruzioni  geometriche  delle  for- 
mole,  onde  ottenere  per  punti  le  dette  curve,  alla  quale  sem- 
plicità forse  non  si  perverrebbe  con  altre  teoriche  o  geome- 
triche considerazioni.  Finalmente  varii  nuovi  metodi  si  aggiun- 
gono, onde  conoscere  i  dati  che  determinano  la  posizione  dei 
piani.  Le  quali  cose  ben  dimostrano  che  in  questo  mio  qual- 
siasi lavoro  sia  contenuta  la  semplicità  ed  universalità  dell'a- 
nalisi  colla  facilità  delle  pratiche  operazioni  per  ottenere  con 
esattezza  qualsivoglia  orologio  solare,  il  che  é  quanto  può  de- 
siderarsi in  tale  trattato  ed  a  cui  forse  ninno  altro  si  è  oct 
copato  seriamente  di  pervenire. 

S-i' 

E^VAXI^IVI  0EI.I.E  €VRTE  DIUIIIVE    RI^BRITÌB 
Jk  €«ORDIIffATS    0RT0G01VAI.I  E  POLARI 

1.  La  terra  gira  sul  suo  asse  da  occidente  in  oriente,  que- 
sto è  il  moto  diurno  o  di  rotazione.  Si  muove  ancora  in  uà' 
anno  nel  piano  deirecclittica ,  e  questo  è  il  moto  annuo  o  di 
rivoluzione.  Il  suo  asse  nelle  successive  posizioni  é  .sempre  a 
se  stesso  parallelo.  Il  piano  che  si  concepisce  condotto  pel  sole 
Dormale  all'asse  terrestre  passa  pel  centro  della  terra  quando 
questa  è  pei  punti  infimi  dell'ecclittica^  cidè  nei  punti  equino;^- 
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ziali.  La  proiezione  normale  delKasse  terrestre  sullo  stesso  pia- 
no passa  pel  sole  quando  la  terra  è  nei  punti  supremi  deirec- 
clittica,  cioè  nei  solstizi!. 

2.  L'orbita  terrestre  benché  sia  un'ellisse  di  breve  eccen- 
tricità ,  pur  si  può  assumere  circolare  senza  tema  di  errore 
nelle  seguenti  ricerche.  Il  moto  reale  è  della  terra,  e  l'appa- 
rente è  del  sole;  si  può  nondimeno  supporre  scambiato  il  mo- 
vimento senza  alterazione  dei  fenomeni.  Si  assumerà  dunque 
per  immobile  la  terra  come  se  fosse  nel  centro  deirecclittica, 
ed  il  sole  si  supporrà  muoversi  con  un  moto  diurno  ed  annuo 
sulla  periferia  della  stessa. 

3.  Sia  CED,  (Fig.  1)  l'orbita  diorna  del  sole,  sarà  sempre 
perpendicolare  il  suo  piano  all'asse  terrestre  prolungato  FM. 
Il  sole  si  muove  da  G  verso  D ,  e  computandosi  le  ore  dal 
mezzodì  E  sulla  meridiana  FÉ,  ne  avverrà  che  gli  angoli  orarii 
saranno  positivi  da  E  verso  D,  negativi  da  E  verso  C.  Essen- 
do inoltre  equabile  il  moto  diurno  saranno  gli  angoli  orarii 
EFa,  EFb proporzionali  ai  tempi. 

4.  Sia  KU=  K  la  lunghezza  dello  gnomone,  che  si  sup- 
porrà sempre  parallelo  all'asse  terrestre,  per  un'orologio  solare 
qualunque  ed  AB  il  profilo  del  suo  piano,  si  formerà  su  di  que- 
sto dall'ombra  di  K  una  sezione  conica.  Il  cono  é  retto  ed  ha 
per  base  l'orbita  diurna  e  circolare  di  raggio  FD  =  R  ,  e  per 
altezza  KF  =  Q.  L' ora  pomeridiana  o  antimeridiana  espressa 
in  gradi  sulla  base  CED  o  su  di  un  suo  qualunque  parallelo 
si  dinoterà  con  d^H.  L'angolo  orario  sul  piano  dell'orologio, 
cioè  quello  che  fa  la  sostilare  colla  meridiana  corrispondente 
ait:H  s'indicherà  con  ::fe  H". 

5.  Sia  U  l'origine  di  tre  assi  ortogonali  UZ,  UX,  CY  pa- 
ralleli all'asse  terrestre  FU,  alla  meridiana  FÉ,  ed  alla  per-* 
pendicolare  FD»  sarà  la  superficie  conica  riferita  ai  detti  tre 
9ssi  significata  per  l'equazione 

(1)        x'-t-Y'=5!(z_Kr.  • 

Dal  ponto  K  condacasi   KG  parallela   ad    FD    sarà  V  angolo 
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DKG  =  d  =  docl.  del  sole, 

FKD  =  90^  —  5  ,  ^  =  lang(90'  —  5)  =  cotS. 

I  tre  assi  sono  positivi  da  U  verso  K,  verso  D ,  e  verso  E  » 
cioè  dal  piede  dello  gaomone  verso  il  sao  vertice  ,  verso  oc- 
cidente, e  verso  il  punto  di  mezzodì. 

6.  Un  piano  qualunqne  (Fig.  2) ,  secante  la  delta  superfi- 
cie conica  è  dato  di  posiziono  per  mezzo  della  sua  inclinazio- 
ne al  piano  dell*  xy^  e  dell'angolo  che  la  loro  scambiej^ole  in- 
tersezione fa  coll'asse  dell'o?.  L'origine  sia  in  0,  DOC  il  piano 
secante  determinato  per  Tiuclinazione  DCB  =  d  ,  e  per  l' an- 
golo G0B=9.  Prendasi  per  nuovo  asse  dell' x'  riulersezione 
OCX',  per  quello  dell'i/'  la  retta  ODI' esistente  nel  piano  DOG 
e  perpendicolare  ad  OCX',  e  per  asse  delle  z'  la  retta  OZ'  nor- 
male al  piano  DOC;  ed  avvertasi  che  Tasse  dell' x'  ò  paralle- 
lo alla  retta  la  quale  descrive  sul  piano  dell'orologio  l'estre- 
mo dell'ombra  dello  gnomone  quando  il  sole  è  nel  piano  dell* 
equatore,  sarebbe  cioè  parallelo  alla  retta  equinoziale. 

7.  Poiché  non  cercasi  che  l'equazione  deirìntersezionc  sul 
piano  DOC,  dovrà  mettersi  nella  nuova  equazione  della  super- 
ficie conica  z'  =  0  ,  e  con  ciò  le  coordinate  x,  y,  z  si  avreb- 
bero in  funzione  delle  nuove  x\  y'  ^  per  mezzo  delle  note 
formolo 

X  =  j^'cos  (xx')  H-  y'cos  {xf) 

(2)        {     y=  Jp'cos  (yx')  -H  y'cos  (y^') 

X  =  x'cos  (zx')  -4-  y'cos  («y').. 

Fa  d'uopo  ora  esprimere  i  coseni  dei  diversi  angoli  che  en- 
trano in  tali  espressioni  per  mezzo  dei  soli  ^  e  d.  A  tal  fine 
consideriamo  l'origine  0  come  il  centro  di  una  sfera  di  rag- 
gio 1  le  cui  intersezioni  coi  piani  YOY',  XOY',  X'OY',  XOY' 
siano  gli  archi  AD,  BA,  DC,  DB;  avremo  cosi  i  due  triangoli 
sferici  DAC,  DCB;  nel  primo  dei  quali  sarà 

AD  ^yy',  DC  =90",  AC  =  «(T  —  p, 
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e  Tangolo  DGA  =  ISO*"  —  9  ;  nel  secondo  sarà 

DC=90%    BC=^xx'  =  <p,    DB  z=:xy\    DCB  =  0. 

8'  D'altronde  questi  triangoli  danno 

cos  US  «BQ08  D€  cos  GB  +  sen  DC  sen  GB  cos  DGB 

cos  DA  =  cos  DG  cos  GA  +  sen  DG  sen  G A  eoe  DGA 

nelle  quali  equazioni  sostitctendo  i  corrispondenti  valori  si  ot« 
teranno 

cos  {xy')  =  sen  p  cos  9  ,     cos  (yy ')  =  —  cos  f  cos  9 

Poiché  r  asso  dell'  x'  trovasi  nel  piano  dell*  xy  ,  sarà  OZ 
perpendicolare  ad  OX'y  e  quindi  cos(zx')  =  0,  di  più  trovan- 
dosi OZ  ed  OY'  nel  piano  dclfangolo  che  misura  l*inc1inazionè 
Bf  sarà 

ang.zy^  =  90°  —  6  ,  cos(zy')  =  sen  0. 

Sostìtaiti  taiii  qaeali  valori  nelle  (2)  si  oltengouo  le  altre 

x  =  x'  cos  f  -+-  y  sen  (p  cos  9 
(3)  I     y  ==  x'  sen  y  —  y'  cos  ©  cos  9 

^  =  y'  sen  9  . 

Sostituendo  queste  espressioni  ncIP  equazione  (1)  ,  ne  risulta 
quella  dell*  intcrseoMi^e  riferita  m  4«e  assi  ortogonali  0X^ 
Oy,  cioè 


(4)         x'^  -h  y'"  cos^fi  =  cot'J(y'scn  9  —  K) 


2 


9.  Sul  piano  4eirj::y  <ciiia«iate  H  Tangolo  compreso  dall'as- 
se delPo:  ^  e  da  un  raggio  della  base  il  cui  estremo  ha  per 
coordinate  x,  y,  si  ha 

X 

—  =  tane  H  , 

y 

cioè  per  le  (3) 

x'sen  0  — y'cos  ©  cos  9 

tang  H=  -^ 1— -i, 1 •  , 

X  cos  9  -H  y  sen  9  cos  9 


(  212  ) 
e  rìsolvcndo  per  x'  si  ottiene 

(5)     ^^  =  y  W  e  ^^"g  ^  ^^°g  "  %.^  =  y  W  e  cot(y  -  H). 

Elimin&ndo  per  mezzo  della  (5)  e  (4)  successivamente  af  ed  y' 
si  avrà  da  qaest*altima 

,  K  sec  d 

y'  z=z  \ 

tang  Q  =ìz  tang  d  cosec  ((f  —  H) 

(6) 

,  K  col  (p  —  H) 


X 


tangd  db  tang  d  coséc  (<f  — ^H  )  * 


Queste  due  equazioni  daranno  ciascun  punto  della  curva  cor- 
rispondente ad  un'ora  data  H  pomeridiana  ,  ed  avvertasi  che 
quando  H  ò  antimeridiana  si  avrà  ^  -h  H  invece  di  ^  —  H. 

10.  Riesce  talvolta  anche  agevole  nella  pratica  l'uso  di 
coordinate  polari;  esprimendo  con  U  il  raggio  vettore,  cioè  la 
lunghezza  della  sostilare  ,  e  con  H"  l' angolo  regolatore,  cioè 
l'angolo  orario  definito  al  u.<>  4,  l'equazioni  generali  danno 


Ma  la  (5)  dà 


''=dt  •?•=••"«""• 


IT  =  sec  e  tang  (f  =t:  H) , 

X 


dum|ue  ricavandone 

1 

sen  H"  = 

[/■[l  -t-cos*flcpt"(y=plf)]  ' 

e  prendendo  y'  dalla  prima  delle  (6)  si  otterrà 


ì 
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tang  H"  =  sec  0  tang  (9  =p  H) 

_  K|/"[l  H-  tang^  0  sen^(y  =»=  H)] 
tang  0  scn  (9  =t:  H)  ::;=  tang  $ 


(7)  Ovvero  usando  un'angolo  ausiliario 

tang  9  sen  (9  =;=  H)  =  tang  jx 

K  scc  a 
tang  [j,  d=  tang  $ 

MEV9B*   6RAriC«   PER   DETERRniVARE  I.B  CVRTE   DIVRlfE^ 

ED    Arn.ICAEI«IVE    DBI.I«E     BQVA««IVI   GEIVERikI.1 

AI.I.B  PRIIVGIPAI.I  SPECIE  DI  •ROI.SAI  ••I.ARI* 

1.-  Siano  OX',  OY'  (fig.  3)  i  due  assi  ortogonali  del  para- 
grafo antecedente,  O^X"  la  retta  equinoziale  parallela  ad  OX', 
OM  la  meridiana,  O  il  piede  dello  gnomone,  si  avrà  00'  fa- 
cendo tang.d  =  0  nella  prima  delle  (6),  ne  risulterà  cioè 

00'  = 


sen  9 

Dalla  prima  delle  (7)  posto  H  =  0  si  avrà 
(a)     tang(O'OM)  =  sec  9  tang  f  ,    tang(O'MO)  =:  cos  9  cot  f. 

Si  trasporti  Torigine  da  O  in  0'  sulla  retta  equinoziale  sa- 
ranno le  nuove  coordinate  delle  curve  diurne 

„         ,        K  K  cosce  9 


sen  9        =;=  tang  9  cot  d  sen  (<p  qp  H)  —  1 
x"  =  x'  =  cot  i  sen  9  cos((p  q=  H)y". 

Costruiti  i  seguenti  valori  costanti  per  una  stessa  curva,  siano 

cot  J  tans  9  =  m. ;.  =n  ,  col  J  scn  9  =p, 

"  sen  0 

Jnnali  di  Scien.  Mai.  e  Fis,  T.  IL  maggio  182^1.  lA 
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e  quindi 

<'>»'- :^,.«.(y%H)-l-    «"=i>«»(9-H),": 

ecco  in  qual  modo  si  potranno  determinare  i  valori  lineari 
d'  jf"  e  d'  y"  corrispoadenti  ad  un  punto  di  una  car?a  diur- 
na,  per  cni  passa  la  retta  oraria  ed  europea  delfora  ri:  H. 

2.  Nel  semicerchio  DACE  (Fig.  4)  di  raggio  GB  =  1  con- 
ducasi il  raggio  BG  perpendicolare  al  diametro  DE,  e  facciasi 
l'angolo  ABG  =:  9  :p  H.  Tagfiata  BF  =^  m ,  ed  abbassata  la 
perpendicolare  FM,  sarà  BM  =  sen  {<p  =p  H). 

Affine  di  ottenere  il  ramo  di  curva  diurna  che  più  si  av^ 
vicina  alla  retta  equinoziale,  dovrà  prendersi  il  minor  valoro 
d'  y"y  cioè  far  valere  il  segno  superiore,  e  sarà 

Dal  punto  E  s'innalzi  a  DE  la  perpendicolare  NQ,  e  prendasi 
KE  =  n ,  codgiungasi  MN ,  condotta  (a  parallela  BP  ,  sarà 
PE  =  y'\  Si  tagli  BG  =  Pf  abbassata  la  perpcndicofare  GQ , 
sarà  EQ  =/>  co%[(d  =p:  H)  ;  descritto  finalmente  il  semicerchio 
sarà  SE  =  x'^. 

3*  Le  due  ottenute  coordinate  darebbero  un  solo  punto 
delia  retta  oraria,  laonde  è  necessario  di  conoscerne  almeno  un* 
altro.  Pertanto  affin  di  ritrovare  l'incontro  della  nominata  ret- 
ta coU'equinoziale  mettasi  nelle  equazioni  (b)  tang  $  ^=  0  ,  si 
àvtà  coìti  ciò 

{e)  y'^  =:  0  ,  a;"  =  K  cot  6  cot(y  q=  fl). 

L'ultima  che  si  ricava  dalla  seconda  delle  (b)  é  di  si  fa- 
cile eestruzioBe  che  appena  merita  di  essere  rammentata. 

Nel  quadrante  AGB  (Fig.  5)  si  elevi  la  perpendicolare  inde- 
finita BF,  e  si  conduca  la  DE  parallela  a  GB  e  distante  dalla 
stessa  per  GL  =:  K  cot  9  .  Per  1*  ora  db  H  facciasi  1'  angolo 
FGB  =  9  qp  H ,  da  G  suo  punto  d'incontro  con  DE  si  abbassi 
la  GL  perpendicolare  a  GB  ,  sacà  GL  =  a;",  infatti 
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cioè 

CLi=^K  col  9  cot(y  zp  H). 

4.  Sono  dati  in  tal  modo  dae  punti  della  retta  oraria ,  e 
quindi  è  determinata  ,  si  otterrebbe  eziandio  pei*  punti  il  ra- 
mo della  curva  diurna  più  vicino  aireqttinoziale.  Per  ottenere 
Taltro  ramo  avvertasi  che  è  identico  al  prima»  che  il  Suo  asse 
AA'  coincide  colla  direzione  di  O'Y',  ad  è  (§.  Ili  n«  1) 

,  2K  sen  9 

^^^  *  taujf^  d  cQs'  9  —  sen^  9  ' 

Prima  di  cominciare  tali  descrizioni  ò  necessario  di  tracciare 
sul  dato  piano  la  meridiana  OM  ,  di  condurre  1'  equinoziale 
MX''  inclinata  ad  angolo  OMO',  si  dovrà  inoltre  stabilire  l'ori- 
gine 0^  distante  da  M  per  O'M,  ed  avvertasi  che 

(/)  tang(OMO')  =:cù^9coi(p , 

(,)       O'M=(0O')..ng(MOO')=iL|^. 

5.  L'equazióni  (7)  valgono  per  una  posizione  qualunque  del 
piano  dell'orologio,  eccetto  se  è  parallelo  all'asse  terrestre,  sa- 
rebbe infatti  in  questo  caso  9  =  90^ ,  il  che  dà  per  le  (7) 
H"  =  90"*,  U  =  K  per  qualunque  ora;  essendo  dunque  allora 
insufficienti  le  nominate  equazioni  si  ricorrerà  ad  un'altra  teo- 
ria. Non  cosi  avviene  in  altra  circostanza ,  ed  eccone  le  prin- 
cipali appliciftzioni. 

Orologio  equinoziale  «—  Appellasi  cosi  quello  descritto  su 
di  uà  piano  perpendicolare  all'asse  terrestre,  e  che  passa  quin- 
di pei  punti  equinoziali.  In  esso  si  ha  0  =  0,e  le  {!)  danno 

H"=f=pH,     U=±KcotJ. 

L'angolo  f  poè  essefre    arbitrario,  ed  anche    nullo,  le  curve 
diurne  iono  cireonferenze  di  raggio  Kcot 9. 
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6.  Orologio  orizzontale  —  Dicesi  cosi  qaello  segnato  su  di 
un  piano  orizzontale,  in  esso  si  ha  d  =  90"*  —  L,  essendo  L 
la  latitudine  geografica,  f  =90%  e  le  (7)  danno 

„        ..       Kt/^(col"Lco8'H-4-l) 

tangH"  =  :±r  cosec  L  cot  H  ,    U  =     -J „       '  , 

cot  L  cos  H  =t:  tang  o 

e  le  {b)  danno 

y"=  ^^i—T'  ^"=±W"  sen  H  , 

qp  m  cos  H  —  1 

nelle  quali  é 

cotdcotL=my    KsecL  =  n,    coldcQsL  =/>. 

Quando  L  =:  90^  ritornano  Tcquazioni  dell'orologio  equinozia- 
le, ed  infatti  è  questo  orizzontale  nei  poli. 

7.  Orologio  verticale  —  Il  suo  piano  passa  sempre  per  la 
verticale  del  luogo,  e  gli  angoli  f  e  B  variano  secondo  la  la- 
titudine L,  e  Tangolo  ò  che  il  piano  verticale  fa  col  meridia- 
no. Questi  due  piani  e  l'equatore  formano  un  triangolo  sferi- 
co rettangolo,  di  cui  un  cateto  è  la  latitudine  L,  Tangolo  adia^ 
cente  è  <p ,  rangolo  opposto  è  9.  Taltro  cateto  é  f  ;  risolven- 
dolo no  derivano 

(8)        cos  9  =  sen  (//  cos  L  ,  tang  9  =  tang  tj^  sen  L , 

se  fosse  (^  =  90^  il  piano  verticale  sarebbe  perpendicolare  al 
meridiano,  ed  avrebbesi 

9  =  90%    e=L 


„      ,x       Kt/(tang'Lcos"HH-l) 

langH"  ==t:sen  L  cot  H,     U=    .        ,         „^, r^  • 

"  tang  L  cos  11  zt=  tang  0 

8.  Si  possono  olire  le  principali  posizioni  preferire  talune 
altre  per  cui  divengono  molto  semplici  le  generali  equazioni. 
Quando  ò  7  ==  0,  0  =  45"*  il  piano  è  verticale  sull'equatore,  e 
l'angolo  ip  =  45  "  ,  le  (7)  allora  divengono 

K  1/^(1  -+-  sen'H) 

tang  H"  =  ±:  1^2  tang H  ,     U=  — ^     u^. T 

®  *^  ^  =t:  sen  H  db  tang  0 
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le  (&)  Janno 

,«= ^i^ 

^         =p  col  Jscii  H— 1  • 
x"  =m"  — r—  senH= 


l/'  2  qp  1  —  lang  d  cosce  H 

In  generale  si  hanno  scmpliGcazioni  simili  sempre  che  f)=  0, 
cioè  per  luUi  i  piani  verticali  sull'equalore. 

L'angolo  f  ==  90"  apparliene  a  lalli  i  piani  normali  al  me- 
ridiano^ i  qaali  $ono  verlicali  alla  laliludine  geografica  egaale 
a  6.  Se  inollre  si  avesse  9=  45^  le  (7)  e  le  (6)  si  avrebbero 
sosliluendo  ad  H  il  sao  complemenlo  nelle  due  equazioni  ora 
trovile. 

L'equazioni  generali  divengono  più  semplici  in  determinale 
ore^  ma  le  noterò  solo  pei  piani  verticali  sull'equatore ,  e  per 
quelli  normali  al  meridiano,  esse  sono  Te  slesse  per  entrambi , 
ma  le  ore  sono  inverse  quelle  pei  primi  sono  notati  a  sinistra, 
quelle  pei  secondi  a  destra 
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Quando  ^s=  0 
Ora 


H 


=  0' 


:±=15 


d=30' 


d=45' 


±60 


=t75 


Quando  t=à 


=fc90 

Quando 

5>45'':irarc(sen=cot5) 

Quando 
9<45''=fcarc(sen=UngS) 


tangH 


II 


=  0 


=f:«ec9tang(15**) 


sec9 


1/^3 


^  sec  Q 


=p  sec  fi  1/^3 


sec  0  cot  (15*^) 


00 


sec  9 


^^(tang^e- 1) 
sec  6  tatig  6 


\ 


K(l-laQg^e) 


u 


K 


=t:  tang  d 
Kl/^r  l->-<ang'S»en*(15°)] 


H 


±:90' 


taogd  sen(l  5")±  tang  d 
K  i/"(4  -H  tan((*  &) 


tangd  ;±:2  langd 


lang  9  =tr  j/  a  tang  J 
K  K(4  H-  3  Ung'  9) 


1/  3  tang  6  :±:  2  tang  d 
Kl/'  [1-i-tan  g'ecos"(l  5»)] 


=t  75' 


±:6(r 


±:45° 


±30° 


tangd  cos(15")±  tang  d 
K 


sen  Q  ±col  d  Ungd 
KK2 


1  ±  tang  d 

K  t/"(l  H-  tan<  g) 
Tang*  0  ±  tang  J 


±15' 


±0 


($en=til 


±arc(sen=«o| 
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Bi.Bmim  DBI.1.E  cvBve  V10111ÌB9  E  ciu'nau# 
de'  •e«ivi  m  f  e  m  U« 

1.  Sia  FAC  il  cono  formalo  dai  raggi  solari»  UE  la  sezione 
del  piano  dell'orologio)  sarà 

AB 
AB  =K  ,    ^  =  tang  J ,  ABD  =  90"  —  5  . 


loolCre  nel  triaogolo  DBC  è  dato  DBC  =  9,  BCO  3=?  d,  adun- 
que 

BD 


=K^„_'!»JP?')_=  « 


sen  (d  -H  DCB)         tang  d  cos  d  -4-*  sen  9 
Similmciite  pel  triangolo  EAB  si  deduce 

EB  = 5 . 

tang  d  cos  d  —  sea  6 

Si  eonosce  dalla  semplice  ispezione  della  figura  clie  le  corre 
d*iotersezioQe  sono  ellittiche  quando  ò  6<^iy  sono  iperboliche  se 
6>ò,  sono  paraboliche  se  9=Sj  e  che  l'espressioni  analitiche  del- 
le distanze  BD,  EB  sono  le  stesse  per  le  prime  due  ,  sono  di 
segno  diverso  nelle  prime,  e  del  medesimo  nelle  seconde.  É  chia- 
ro finalmente  che  Tasse  DE=2a  nelT  ellisse  é  la  somma  di  BD 
e  di  BE,  neiriperbola  ne  é  la  differenza.  Da  ciò  se  ne  deduce 
che  in  ambedue  i  casi  é  il  semiasse 

DE    _  BE  —  DE  K  sen  9 


2  2  tang'  J  cos*  9  —  sen*9 

L'analisi  poi  fa  conoscere  l'altro  semiasse 

ed  il  ptr^metro  della  parabola  =  2cot  9  cos  9. 

2.  Dopo  aver  posto  nella  seconda  delle  (7)  fzpHsss  W 
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si  ottengono  per  U  i  due  valori  di  BE  e  DE,  potranno  que* 
sii  render  ragione  del  doppio  segno  del  denominatore  di  U , 
e  regolarne  la  scelta.  Trovati  colle  precedenti  equazioni  gli  ele- 
menti di  ogni  specie  di  carve  diarne,  son  queste  determinate 
di  grandezza  e  non  di  posizione,  ma  sarà  tolta  ogni  diiScollà 
avvertendo,  che  l'asse  principale  coincide  colla  perpendicolare 
che  sull'equinoziale  si  abbassa  dal  piede  dello  gnpraone^  e  che 
U  distanza  di  questo  dai  rispettivi  eentri  è 

SB  =  BD  +  DS=BD 


K  K  sen  d  Ktang  $  cosd 


tangd  cos9  -^  send      tang'^d  GOs^9--sen'6'      tang^^dcos^'d — sen'^t/ 

Condotta  AT  parallela  a  FG  sarà  AT  il  proGlo  dell'equatore, 
ST  la  distanza  del  centro  dall'equinoziale,  e  si  avrà 

KtangJcosS                 K 
ST  =  SB  —  TB  =: -. — ? —- . 

tang   0  cos  -9  —  sen   9        sen  9 

L'angolo  G  si  assume  sempre  come  positivo,  pel  doppio  segno 
di  9  può  stabilirsi  dopo  le  necessarie  considerazioni,  che  quan- 
do Ln  superficie  del  piano  è  ad  oriento  rispetto  all'asse  terre- 
stre è  f  negativo,  quando  é  ad  occidente  é  positivo. 

'  3.  Il  profilo  della  superficie  piana  dell'  orologio  sia  F£  , 
(Fig.  7),  e  termini  nella  superficie  cilindrica  FGDE  apparte- 
nente ad  un  cilindro  che  ha  per  asse  lo  gnomone  GB,  per  ge- 
neratrice nna  parallela  allo  stesso ,  e  per  direttrice  il  cerchio 
di  raggio  FB=r'.  Condotto  il  piano  GD  parallelo  a  FÉ  pei 
piede  C  dello  gnomone  BC  =  F6  =  ED  =  K,  saranno  le  curve 
delle  ombre  lunghissime  segnale  sulla  detta  superficie  cilin- 
drica. Infatti  chiamando  ^  la  distanza  dal^la  sezione  inferiore 
(JD  del  punto  d'incontro  dell'  ombra  lunghissima  U'  colla  no- 
minata superficie,  si  avrebbe 

K:U'::j:L''— r'  ,     cioè     T  =  K  (l  —  ^V 

Per  separare  poi  tra  loro  le  curve  si    potrebbe  sovrapporre  a 
BC  l'altro  gnomone  AB  =  nK  come  suo  prolungamento  ed  in 
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nodo  da  non  covrire  colla  sua  omhra  i  vertici  di  BC  =  K. 
Sarebbero  così  le  distanze  scambievoli  delie  curve  segnate  sul 
piano  FÉ  n  volte  maggiori  di  quelle  segnate  da  K  sul  piano  6D. 
4.  Il  minimo  di  tutti  i  valori  possibili  delfespressione  ge- 
nerale di  U  è  Kcot(23''  28%  adunque  dovrà  essere 


r' 


n  Kcot(23**28')>rV  cioè  n>  —  tang(23*28') . 

Quanto  si  è  detto  è  applicabile  per  ogni  posizione  del  piano 
delforologio,  molto'  più,  quando  questo  è  equinoziale.  Nell'oro- 
logio polare  potrebbe  praticarsi  una  sola  altezza  di  gnomone, 
ed  uno  o  due  piani  normali  al  piano  dell'  orologio  ,  paralleli 
alla  meridiana  ,  ed  egualmente  alti  che  lo  gnomone  per  se- 
gnarvi le  rette  orarie  per  cui  A  neiroltima  delle  (9)  fosse  lun- 

ghbsima.  * 

§.  VI. 

•ROJLOCkIO    PM.ARC. 

1.  L'orologio  polare  é  quello  segnato  sopra  un  piano  pa- 
rallelo all'asse  terrestre.  Per  questo  non  valendo  le  precedenti 
fonnole,  si  dovrà  ricorrere  alla  seguente  teorìa. 

La  retta  AA  sia  V  asse  terrestre  (Fig.  8)  ,  ovvero  la  linea 
dello  gnomone  parallelo  al  piano  dell'orologio  B6DY.  Il  piano 
che  si  conduce  per  Tasse  normale  a  BGDY  sia  MAAY,  la  di- 
stanza di  AA  da  BGDY  sarà  AM  =  AY  =  K'.  Il  circolo  EBCL 
sia  Forbita  diurna,  e  base  del  cono,  DE  la  meridiana,  in  E  il 
mezzodì,  in  C  Toriente,  e  Tangolo  ADB  =  9.  La  sezione  del 
piano  GBYD  colla  superGcie  conica  sarà  Tiperbole  NGB. 

2.  Dopo  essersi  riferita  la  superficie  conica  al  nuovo  siste- 
ma MX'Y'ZV  i  cui  assi  sono  rispettivamente  paralleli  a  YB,  AF, 
AA,  dovrà  mettersi  y'  =  0  nella  trasforn^ata  per  aversi  dalla 
risultante  l'equazione  della  sezione  conica  NGB.  Pertanto  si  ha 
per  questa  mutazione  di  coordinate 

x=  x'  cos  (xac')  -+-  z^  cos  {xz^  -+-  m  , 
y  =  x'  cos  (yx')  -f-  z'  cos  {yz')  -+-  n , 
z=s  x'  cos  (zx')  -4-  5'  cos  (zz')  -i-  p. 
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cottiti  pare 

cos(j?j?')  =  cos  j)  ,  cos{xz')  =  cos(yz')  =  cos(zx')  =  0  , 

cos(yx')  =  sen  p,  cos(^z')  =  1,  m  =  —  K'  sen  9  , 

n  =  K'  cos  9  >  p=  0 , 

ed  ì  tre  valori  antecedenti  dopo  le  necessarie  sostituzioni  di- 
vengono 

X  =  a'cos  y  —  K'scn  y  ,  y  =  x'sen  9  -i-  K'sen  9 ,  z^=z\ 

Queste  equazioni  combinate  colla  prima  (l),  e  fattovi  K  =  0> 
ne  risulta 

X"-f.K'"  =  Z'^cot' J, 

equazione  che  appartiene  ad  un'iperbola  ,  i  cui  semiassi  sono 
K'tang}  e  K'  senza  veruna  dipendenza  dalfangolo  9,  e  cbeé 
la  sezione  cercata. 

3.  Un  lato  qualunque  del  cono^  per  esempio  hL  passa  peir 
due  punti  A  ed  L,  i  quali  riferiti  agli  assi  MX'  9  M¥'  hanno 
per  coordinate 

«'=  —  LF=  ^  LAcos(DAL^ADB)=  —  Rcos(l  80^+9 -^H) 

=3  R  cos(9  —  H)  , 

che  però  la  sua  projezione  sul  piano  secante  X'MY'  ha  per 
equazione 

x  ==  cot  d  cos(9  —  H}z  , 

e  passa  pel  punto  If. 

L'  angolo  che  la  delta  projezione  fa  coli'  asse  MZ'  ha  per 
tangente  cot  i  cos(9  —  H),  ed  é  appunto  l'angolo  regolatore  H'' 
corrispondente  all'ora  H»  adunque 

tangH'^  =  cot  5  cos (9  —  H). 

Le  ore  son  determinate  dalla  distanza  delle  ombre  parallele 
dalla  rejta  MY,  sia  dunque  il  sole  in  un  meridiano  qualunque 
per  esempio  LhA,  la  distanza  dell'ombra  da  MV  sarà 


ma 
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nY  =  =fcA, 

«.Y 

^=  col  (DAL  -+-  ADB)  =  col(}i  —  H) , 


adunque 


essendo  inoltre 


±  A  =  K'  cot((p  —  H)  ; 


U 


rtrA 


,7- ,     e      sen  H" 


sen  H"  '     '      "    "   ^  [Ih-  tang"d  »«c"  {f  —  H)] 
sarà  dolermlaata  la  curva  da 

^  ±  A  =  K'cot  (f  —  H) 

j-U  =  K'langeJ/(l   ^«•^^''-«'^. 


seD'd       / 


4.  Avendosi  fi  =  0  il  piano  si  confonderà  col  merijiano  , 
ed  essendo  f  =  90"  sarà  ad  esso  perpendicolare^  le  (9)  «llora 
daranno 


Ure  per 
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§.  V. 

METODI  PER  GOIfOSGERE    GLI   AlffGOLI  9  €   d 
PER   Vlff  PIAIffO  OUALIJIfOUE. 

1.  Metodo  primo  per  conoscere  f.  Fissato  il  piano  (Fig.  9) 
si  osservi  l'ora  in  cui  é  oscurato  da  leggiera  penombra,  ed  in 
cui  corte  perpendicolari  investite  da  luce  brillante  projettano 
ombra  indeGnita  parallela  al  piano.  Chiamata  ztz  h  qucst*  ora 
fangolo  <p  Sì  conoscerà    dalla  seguente  equazione  in  funzione 

di  e 

dt  sen  h 

^^^^  ~         !       col  6  lang  3  ' 

cos  h  H ^^— 

scn9 

(^^)   \  da  cui  si  ha 

=t:  sen  A  cos  A  ^  col  5  tangj  {/"{ì—coC  9  lang'  d) 

^^  ~  cos^A  —  col*  0  lang^  5 

Sia  KCE  il  meridiano,  FBD  il  dato  piano,  BF  la  meridiana  , 
sarà 

EBD=9,     ECD==t:A,    AC=Q,     CD  =  R  , 

e  pel  triangolo  sferico  rettangolo  Bach  sarà 

Qcot  9 


tang  CBA  =  sen  9  tang  9  ^  BG 


sen  9 

db  R  sen  A                  db  sen  A 
tangEBD  =  Ung9=5^^^^-^-^=— ^  ,^  ^    • 

COS  A  H 

sen  9 

2.  Metodo  secondo  indipendente  da  9.  Segnata  sul  dato 
piano  la  meridiana  BF  si  abbassi  sulla  stessa  la  verticale  AM. 
Misurato  Tangolo  FAM  =  M  verso  il  zenit  e  verso  Temisfero 
opposto  a  quello  in  cui  trovasi  il  sole ,  ed  avvertendo  che  1* 
inclinazione  di  AM  a  BE  é  eguale  alla  latitudine  geogra6ca  L, 
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si  ha 

CBA  =  M=t:L<90% 
e  quindi 

tang(M  zfc  L)  =  sen  <p  tang  S ,  col  9  = twÌti^  » 

lang(M  db  L) 

che  «oslituita  nella  prima  dell«  (10)  dà 

,.-v  . =fc:  sen  A 

{     ì  °'^'^~cos  A-f-lang  5cot(Md=Lj 

3.  Per  mezzo  del  triangolo  sferico  Baie  si  ottiene 
(12)  tang  d  =  cosce  f  tang(M=b  L}. 

Dopo  le  osservazioni  del  numero  antecedente  sarà  noto 
(M  =bL),  dalla  (11)  si  troverà  cosce  f,  per  cui  la  (12)  diviene 

(13)     tang9  =  :±:  1/     R"^"      i~ *"^^^*  tangì^  -+-  tang' J  1 

4.  Metodo  terzo  per  conoscere  9  e  6  in  qualsivoglia  ora. 
Le  ricerche  ora  esposte  non  valgono  che  per  Tunica  ora  in  cui 
il  sole  è  nel  dato  piano;  riuscendo  talora  inutili,  ed  essendo 
difficile  nelle  pratica,  di  fissare  con  esattezza  la  nominata  ora , 
si  procederà  invece  nel  seguente  modo  9  che  vale  per  un*  ora 
qualunque. 

La  meridiana  segnata  sul  piano  sia  la  retta  MM'  (Fig.  10) 
Da  un  punto  qualunque  K'  si  abbassi  sulla  stessa  la  verticale 
misurata  K'P.  Si  avrà  l'angolo  K'PM'=M  misurato  come  in- 
nanzi si  é  detto,  ed  essendo  K'M'  lo  gnomone  K,  sarà  Tangolo 
PK'M'  =  90"  —  L.  Dopo  ciò  sarà  dato  PK'M',  e  geometrica- 
mente o  col  calcolo  potrà  determinarsi  la  lunghezza  K'M  =K, 
PM',  ed  il  punto  M'  piede  di  K. 

In  ora  qualunque  =b  A  si  segni  sul  piano  il  punto  Q  estre- 
mo dell'  ombra  PQ  della  verticale  PK'.  sarà  dato  QM'  =  U. 
Dopo  di  avere  eliminato  tang  6  per  mezzo  della  (2)  dalla  se- 
conda delle  (7)  si  otterrà 

QM'  _     _  |/^r.cosec>  8en^(y±A)tang^(MdbL)-4-l] 
K  cosce  f  sen(5Gt:A)  tang(M=t:L)  =±:  tang  8 


(  226  ) 
Meltasì 

cosec  f  8€ii(p  =fc  A)  laDg(M  db  L)  =  |ut  , 
si  avrà 

[i  db  tang  $ 
da  cui  ricavasi 

_  :^  m'tang?  d?t/"[m4  tang'?  -H  m^tangd— 1)(1  — m')'] 

1  —  m 
essendo  poi 

cos  À  =p  cot  o  scnA  c= ^,^7 — :r\ 

^  lang(M  :±:  L^ 

sarà 

ucotCMdbL) 

qr  col  9  =  ~ ; col  h , 

^  sen  A 

e  sosliluilo  il  trovato  valore  di  /x,  sì  ha  finalmente 

ii^\ >^  -^  =pmnangSdbK[mHang'?+(m^ang?-l)(l— m')?]     ^     . 

^  sen  A^l  —  m)  tang  (M  ztz  L) 

Qoest*  equazione  è  inutile  per  V  ora  di  mezzodì   perché  M'Q 
Coincide  colla  meridiana  MM'. 

5.  II  metodo  precedente  può  applicarsi  diversamente.  Co- 
nosciuto il  piede  M'  di  K  e  la  sua  funghczza  colla  sofà  co- 
struzione del  triangolo  PK'M' ,  descrivasi  un*  arco  di  cerchio 
sul  piano  col  centro  in  M'  e  con  raggio  M'Q  ^=^Kcot  $,  es- 
sendo $  la  corrispondente  declinazione,  sia  d^  A  l'ora  in  coi 
Testremo  dell'oftìbra  di  K'^  tocca  il  descritto  arco,  si  avrà 

C         9  =  d=A 
(16) 

(         tangS  i=  dr  coécc  A  fang(M  d=t) 

e  sarà  cosi  pienamente  risoluto  il  problema.  Si  ha  poi  la  pri- 
ma eguaglianza  perché  dalla  seconda  delle  (7)  si  ha  (I^=Kco($ 
quando  è  f^h  =0, 

6.  Quarto  noletodo  per  conoscere  9  e  9  in  unWa  qualunque. 
Fafttf  l  osservazióne,  come  si  é  detto,  si  abbassi  la  pcrpen- 
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dicolarc  QC  sulla  meridiana  MM',  e  ntrsurafaia  mettasi  QCssP, 
e  la  distanza  di  G  da  un  punto  qualunque  preso  sulla  dire- 
zione di  MM '  per  esempio  GBf  =  D,  e  quella  del  preso  punto 
M  da  M'  eguale  ad  X.  Dopo  una  seconda  osservazione  simile 
ed  alla  stessa  ora  si  abbiano  i  dati  P',  D'  dovranno  essere  eguali 
i  due  angoli  QM'M,  e  quindi  si  avrà 

Y^  =  X=^  "*  tang(QM'M)  =  tang  H" 

eliminalo  X  sarà 

P— P' 
tangH"=^P-g  =  T, 

e  per  la  prima  delle  (7) 

sec  6  =  T  col(9  dr  A). 

Fatte  allo  stesso  modo  due  altre  simili,  osservazioni,  e  ad  ora 
diversa  si  otterrà 

secfi  =  T' coi  ((p±:h)  , 
e  quindi 

T  _  cot(9  zp  h') 

f^  coi{<p  q=  Ai  ' 
ora  fatto 

(1 4-  tang  A  tang  A')(T  —  T')  =  M',     T  tang  A  —  rtangA'=N 
Ìl7)'tang?  =^ML^ia?!:i± *N(T  tang  A'  -  T' tapgA)] 


2N 


Facendo  le  due  |Hrime  osservazioni  a  mezzodì ,  le  due  ultime 
alle  tre  si  avrà 


tang  f  = 


(r-'>*|/"C  +  ^-4) 


2 


e  vate  il  segno  superiore  della  parte  razionale  quando  si  fan- 
no tre  ore  prima!  di  mezzodì.  Facendo  le  duo  prime   alle   tre 
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poni,  e  le  due  ullime  alle  dieci  antim.  la  (17)  dà 


lang  9  = 


db(l— J/'3)(T— r)±2L/"r(r-f-T'*)(l  —  A^3)— TT'(6-t^3)"| 

2{T  -+-  TV  3)  " 

7.  QuìdIo  metodo  per  conoscere  9  e  $  in  un  piano  qua- 
lunque. 

Sia  ABC  il  meridiano  (Fig.  \\\  NBG  l'equatore  ;  EBG  il 
piano  delforologio,  MB  la  meridiana,  EF  la  verticale.  Da  un 
punto  qualunque  E  della  meridiana  si  abbandoni  a  se  stesso 
un  grave,  che  percorra  la  linea  retta  EG ,  sarà  il  piano  GEF 
normale  ad  EBG,  EFB  =  L  latitudine  geografica. 

Misurato  Tangolo  PEB  compreso  dalla  verticale  PE  diretta 
dal  basso  alPalto  ,  e  dalla  meridiana  EB  diretta  verso  il  polo 
opposto,  e  misurato  l'angolo  BEG  compreso  dalla  stessa  parte 
di  meridiana,  e  dalla  retta  percorsa  dal  mobile  computata  dal 
punto  di  partenza  E  verso  il  suo  termine,  mettasi  ang.PEB^ssm, 
ang.BEG=n,  si  avrà  pel  triangolo  sferico  Eoic  rettangolo 
in  h 

cos(iao)  =  cos(iVc')  =  —  cot  m  tang  n 

e  pel  triangolo  sferico  Ba'^V 

cot(aV6')  =  cot  9  =  cos(m  —  L)sen(c'a'6'; 

tang(c'BA')  =  tang  9  =  $cn(m — L)tang(c'a'6') 
cioè  quando  m  ^  L 

tangn  r        L  Vtangm/   J 

Quando.il  grave  corre  neiremisfero  orientale  l'angolo  9  è  ne- 
gativo, quando  nelFemisfero  occidentale  è  9  positivo. 

Misurato  m  ed  n  al  modo  stesso  se  m<^  L  ,  se  ne  dedu- 
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cono  facilmente  le  altre  equazioni  da  usarsi 

.  e. .  =  »^-^L,|^[l  -  (^J  ] 

(19)  ;  y. 

É  poi  9  negativo  quando  il  grave  corre  verso  Temisfero  occi- 
dentale, positivo  se  verso  l'opposto. 

S-  VI. 

niKTODI  PKR   COIffOSCERE    L^AIVGOLO   ^ 
NEI    PIAIil  TERTICALI. 

1.  Primo  metodo  con  due  osservazioni. 
Nel  piano  verticale  FMA  (Fig.  12)  si  fissi  una  perpendico- 
lare FB  ==  P  di  misurata  lunghezza.  Pel  suo  piede  F  si  con- 
duca l'orizzontale  FG  sul  medesimo  piano.  Supponga  BMA  il 
piano  del  meridiano,  MA  la  meridiana  verticale,  BM  lo  gno- 
mone K,  sarà  l'angolo  B6F  =&  (^ ,  FG  =  P  cot  ^. 

^  In  una  nota  ora  del  giorno  cada  in  G  l'estremo  dell'ombra 
di  P ,  misurata  la  verticale  NG  che  passa  per  questo  punto , 
mettasi  GN  =  E  ,  FN  =  B.  Alla  stessa  ora  sarebbe  GM  l'om- 
bra di  BM  =  K,  e  GMA  =  H'"  l'angolo  della  sostilare  colla 
verticale,  laonde  avrebbesi 


„,,,       GA  NG  Pcot(^  — B 

tane  H'"  =  — = = -^ ^ 

^  AM     NC-hMG      E-^(MG) 

Giò  premesso  l' angolo  AMB  è  eguale  alla  latitudine  L  , 
BMGs=r  90"  —L  ,  BGM  =  90** ,  AM  =  BG  essendo  AM  oriz- 
zontale ed  AB  verticale,  e  quindi 

P 
BG  =  ;  =  K  cos  L, 

sen  ó 

K  =  P  scc  L  cosce  (p ,  MG  =  K  sen  L  =  P  tang  L  cosce  (|/, 

JwHali  di  Scien.  Mal.  e  Fis.  T,  IL  maggio  1851.  15 
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per  mezzo  delle  quali  relazioni  si  ottiene 

Pcotii  — B 
•  E  H-  F  laog  L  cosec  tb 

Per  una  binile  esperienza  alla  slessa  ora,  essendo  H'''  il  ne- 
desimoy  si  otterrà 

Pcotó  — B  Pcoli//— B' 


^é^^t^m.»^»»^^ 


£  -H  P  tang  L  cosec  (p       £'-+<?  UngL  cosec ^ 
da  cui  rìcavasi,  facendo  per  brevità 
(B'E  —  BE){E'  —  £)=:  M"  ,    (E'-E)'— (B'— B)' ta'>g'L=N' 

M"=fcl^[M"*H-N"P'«B'~B)'P'Ung*L-(B'E-BE')»)"l 
(20)  cot(/«=; j^,p ■ 

2.  Seooodo  metodo  con  tre  osservazioni 

Si  hanno  eon  ciò  lue  equasioni  ,  elÌMinandone  il  tonnine 
costante  P  taog  L  tosec  ^ ,  ne  risalta  l'equacione 

/E'B— EB')(B"-B)-i-:EB"— E"B)(B'—  B) 
(21)    P cot  ,^=(  .^  _  E'")(é'-B)H-  (E'  -  m"  -  B)  ■ 

3.  Terzo  metodo  con  nna  sola  osservazione. 

Poiché  l'angolo  orario  H"  si   computi^    dalla  retta   00\  e 
l'angolo  H'"  dalla  meridiana  OM  (Fig.  3.  $.  H)  sarà 

H"  =  MOO'  —  H" , 
come  pure 

=±:  tanff  h  sec  9  sec^® 

tanff  H    =3=  '   '  ' "■ 

®  1  q=  tang  A  tang  f  lang*  $  -^  sec*  6  tang*  f 

per  essere 
tang(MOO')  =  sec  0  Ung  9     e     tang  H''=  sec  9  tang(9  qp  h) 

per  la  prima  delle  (7), 
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Eliminattdo  p  e  9  colle  (8),  ed  avvertendo  ali*  equazione   tro- 
Yata  al  principio  di  questo  §,   dopo  le  ridazioni  si  otterrà 

(E  Gos  L  tang  ip  [/'{ì-^Ung'ò)  -h  tang'(p  (P  sen  L  q=  B  cot  A) 
(22) 

^         —  tang  (//  (B  sen  L  db  B  cot  h)  +  2P  sen  L  =  0 


la  qaale  fa  noto  laag  ^  con  una  sola  osservazione  all'ora  dzA. 
4.  Fatte  due  osservazioni  ad  ore  qualunque ,    si    avranno 
due  equazioni  simili  alla  precedente,  fra  le  quali  eliminando 
la  costante 

cos  L  tang  ^  [/'{ì  +  tang'  tp)j 

sk  avrà 

(tang>f  P  sen  L(E  — E')=fcN\—  tang<p  (senL(B'E— BE')=t:Q^ 

(23)j  ^  ^  ^  ^ 

(  H-  2P  sen  LfE— E')  =  0 

in  cui 

N  =  EB'  cot  h*  —  E'B  cot  A,    Q  =  E  cot  V  —  E'cot  A. 

Dopo  una  terza  osservazioi^e^  ottenendosi  un'altra  equa- 
zione simile  alla  precedente,  ed  eliminandone  P  sen  L ,  ne  ri- 
salterà 

zb8cnL(EF-f-ET'>4-E^^F^^)— (DcotA4-D'cotV-f-D^^cotA^^) 
(2  )  tang^  ^^  ^^^  ^       g,jj,  ^^  ^,      ^„  jj„  ^^^  ^„ 


posto  per  brevità 

E"  — E'  =  D,    E— E"  =  D',    E— E  =  D% 

B'  —  B"=F,    B''—  B=?:F',    B  — B'=F". 

Allorché  l'ombra  é  orizzontale  si  avrà  E  =  0,  e  la  (22)  si  ab* 
bassa  al  secondo  grado}  in  questa  circostanza  però  è  da  prefe- 
rirsi però  un'altra  formola  molto  pin  semplice;  infatti  l'angolo 
che  fa  il  raggio  solare  urli  ora  A  col  meridiano  ha  per  tangente 

sen  A 
1/  (cos^A  4-  tanghi)  ' 
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P     , 

l'angolo  che  fa  col  piano  Ycrticale  ha  per    tangente     — ,  l'an* 

go|o  (^  ne  é  la  differenza,  dunque 

P 

sen  A  —  —  ^/'(cos*  h  H-  tang^  5) 

(25)      tang(/;  = 


P 

—  sen  A  H-  (/"(cos^  A  h-  tang'  J) 
B 


p 

Facendo  Tosservazione  a  mezzodì  la    (22)    dà  tang  ip  =  — . 

B 


Pag.  Un.        EBBORI  CORREZIONI 

214     9    =  sen(5qf=H)  =m  scnfyzpH) 

ivi  17     descritto   finalmente  x"  sarà  quarta  proporzionale 
il  semicerchio  sarà        dopo  CB,  EQ,  PE. 
SE  =  x". 

216  21    =!=  sen  L  col  H  t±i  sec  L  cot  H 


SOLUZIONE  ÀiNALITICA  DEL  PROBLEMA 
DELLE  OSCILLAZIONI  DEL  PENDOLO 
AVUTO  RIGUARDO  ALLA  ROTAZIONE  DELLA  TERRA 

PEL  UiG.  PnOW.  W.  MOSSOTTI 

SQUARCIO  DI  LETTERA 
AL  P.  SERPlEni 

Pregialissimo  Sig.  Professore 

Pisa  li  18  aprile  1851. 

Per  corrispondere  anche  alla  seconda  parte  del  suo  invito 
ho  profittato  d'alcuni  momenti  liberi,  che  mi  lascia  la  pubbli- 
cazione della  Meccanica,  per  occuparmi  della  soluzione  anali- 
tica del  problema  delle  oscillazioni  del  pendolo  avuto  riguarda 
alla  rotazione  della  terra. 

Le  formole  di  Lagrange  ,  Mécanique  analytique  Tom.  II. 
pag.  227,  quelle  di  Coriolis,  Journal  de  Vécole  polyUehnique  càr 
hier  XXI,  pag.  275^  e  cahicr  XXIV,  pag.  142,  e  per  ultimo 
di  Poisson  idem  Cahier  XXVI  pag.  21  possono    essere    impic- 
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gate  per  dare  le  equazioni  diOerenziali  del  propostoci  proble- 
ma. AssumeDdo  le  ultime  che  sono  già  direttamente  preparate 
a  questo  scopo,  le  equazioni  del  pendolo  relative  alPorizzonte 
e  meridiano  mobili  del  luogo  d'osservazione  sono 

d*x         .   /dy  .  dz  \  às   ix        „  X 

dt^  \At      *      dt  V  di   dt  l 


<1) 


f  d\  ^  dx   ,  ds  dv        „   V 

l  Ai"  dt         '  dt   dt  l 


d^z        ^   dx  d»  dz        „  « 

2n  —  cos  7  -  y -- e  —  — -h  n — 


^   di'  dz         '       "         dt  di  l 

In  queste  equazioni  le  yariabili  x,  y,  z  sono  le  coordinate  del 
centro  d*oscilIazioae  del  pendolo  contate  dal  punto  di  sospen- 
sione, le  due  prime  essendo  prese  orizzontalmente,  Tasse  po- 
sitivo delle  X  diretto  yerso  il  punto  e$tj  e  quello  delle  y  verso 
il  punto  nord  dell*  orizzonte  ;  V  asse  positivo  delle  z  è  preso 
nella  verticale,  e  va  dal  basso  in  alto:  t  dinota  il  tempo,  n  la 
velocità  angolare  ,  o  di  rotazione  della  terra  ,  7  la  latitudine 
del  luogo  9  e  un  coeflBciente  proporzionale  alla  resistenza  dell' 
aria,  g  la  gravità>  TI  un  coeflSciente  indeterminato  proporzio- 
nale alta  tensione  del  filo  che  sostiene  il  pendolo,  5  l'arco  che 
esso  percorre,  ed  l  la  sua  lunghezza. 

Da  queste  equazioni  moltiplicate  rispettivamente  per 

dx      dy      dz 
dT  '  di"  '  dT  ' 

sommate,  ed  integrata  la  somma,  si  ricava  primieramente 

d«*  /^il»3 

(2)  ^,  =  -  2,  (.  -  .„)  -  2c/ _d. 

alleadcndo  alle  relazioni 


(2')        r  =  x'^y"-+-«%^±=-^-l-^-+.- 
^  '  ^^  'àe       d*'       it'       àt' 
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"e  dinotaDila  con  »^  la  coordinata  rerlicate  del  peodoTo  quandi 

— =  0  al  principio  del  moto. 

L*eqaazione  (2)  è,  come  si  vede,  la  stessa  di  quella  che  sv 
ottiene  quando  il  pendolo  oscilla  in  una  curva  data,  e  quindi 
è  indipendente  dalla  rotazione  della  terra. 

Per  avere  Tequazione  che  introduce  nel  calcolo  Tinfluenza 
di  questa  rotazione  eliminiamo  II  dalle  due  prime  segnate  (1}> 
alla  risultante  si  potrà  dare  la  forma 

dx\ 


(3) 


(dy        àx 
d/       ^àzf  ^    r/      da?      Axr\  .  ^^        ^ 

d«  /      dy  àx\ 


ie  coordinate  x^yr  ^  doreada  soddisCare  all'equazione  (2%  si 
potrà  prendere 

^  =  7  sin  a  cos  9  9        y  =  f  sin  or  sin  d,        jc  =  —  ì  cos  a; 

nelle  quali  eapressiooi,  a  dinoterà  T  aagolo  che  il  pendolo  fa 
eolla  verticale  del  luogo  ,  e  6  T  angolo  che  il  piano  passante 
per  la  verticafe  medesima  e  pel  centro  d'oscillazione  fa  col 
piano  delle  coordinate  xz^  ed  ò  la  variazione  di  qneat*  angolo 
che  si  tratta  di  determinare.  Dalle  premesse  posizioni  si  ricava 

^*       ,  /^d(y       ,   .        .    A9 

-—  =  Z  cos  cr  cot  e  -r l  sm  or  sin  6--  , 

di  àt  Ai 

dy  ^à<j  ^  dfl       djs  dff 

-^  =  ?C08  ffsin6-r--f-/sinopcos9r—  ,  t-  =  isincr  -r-  , 
Ai  At  At       At  Ai 

eolle  quali  si  ottiene 

dy  dy        «  .  ,     ^^  ^^    .      ^V     n  •  ^^ 

x-z y  •—  =  rsm^  (7  -T-  ,  X H  y  t-=*  sma  cosctt-  / 

Ai       ^  Ai  Ai  Ai        ^  Ai  Ai 

As^        ,,/  da'        d9*     .  ,    \ 

—  =  ri —4- sm   <7 1  ; 

di'  V  d/'  ^  d/'  /  ' 


(  ^9  > 
indi  iatroducendo  qaesti  valori  nell'equazione  {3>)  avremo 


SS  —  Sur  sin  y  sia  a  cos  9 


'  d/  di  r    Vdl''      d^  / 

il  primo  termine  del  secondo  membro  ó  direttamente  integra- 
bile, rispetto  agli  allri  due  osserveremo  che  essendo  n  ^  e  ^  a 
quantità  piccole  di  prim'ordine  questi  termini  dovranno  consi- 
derarsi come  d*un  ordine  inferiore  a  quello  del  primo  9  e  pò- 

da       . 
tremo  sostituire  in  essi  i  valori  di  or  e   ;j'  dati   dalle  formole 

d^ 

conosciute  delle  oscìHaxioni  del  pendolo,  cbe  sono 


ce  cosi 


e  porre  il  quadrato  dcira?co  (7  invece  di  quello  éel  sua  seno. 
Troveremo  in  segnito  ,  ciò  che  le   esperienze  preventivar 

mente  ci  mostrano^  cioè,  che  il  valore  di  —  è*  sensibilmente 

«•stante  ,  e  deir  ordine  di  grandezza  della  quantità  n;  onde 
rappresentando  con  n'  questo  valor  costante ,  e  trascurando  i 
termini  deli  ordine  dei  quadrato  di  queste  quantità ,  le  sesti- 
tnzioni  ed  operazioni  suddette  ridurranno  la  formola  (4)  slift 
seguente 


Z^sin^a-r-  =  — w  P  sin  7  sin*  <j 
di  ' 


oP«3   , 


cos'  mi  sin  mt  sin  n't  it ;r —  n'cos^  mi  ; 

dove  abbiamo  scritto  per  semplicità  m  in  luogo  di  1/     — . 

Eseguendo  l'integrazione  indicata  dal  secondo  termiud  del  se- 
condo membro,  prendendo  la  costante   arbitraria  in  modo  che 


(  236) 
i  ine  nfiemlNri  dell'equazione  si  annullino  assieme  per  sen  92=0 
ed  omettendo  i  termini  dcHordinc  del  quadrato  di  n,  si  trova 

d9  .  2  .  1         , 

-r-  = — n  sin7  -f — X-  ccn  cos7  cos  tnl  sin  n't —ot  e  ni  cos  mt. 

iU  '         3  '  3 

Siccome  gii  ultimi  due  termini  sono  piccoli,  ciò  conferma,  co- 
me  abbiamo  premesso,  che  il  valore  di    -—  già  dinotato  con  n', 

Qt 

è  prossimamente  costante ,  e  si  riduce  al  solo^  primo  termine 
del  secondo  membro,  che  dà 

n=  n  sin  y. 

Integrando  una  seconda  volta  la  superiore  equazione  si  ottiene 

-,  .  2    a  ... 

ff  =;=  —  t  nsin 7 -+-;r n  cos  7 sm  mt  sm  ni 

o  m 

1     a 

—   — c2/»sin7  sin  tiU  . 

3    m  ' 

gli  ultimi  due  termini  conservandosi  ancor»  piccoli  e  periodicr 
si  vede  che  il  piano  d^oseillazione  del  pendolo  deve  prossimamente 
allontanarsi  dal  primo  verticale  con  una  rotazione  uniforme  diretta 
dalVest  verso  il  sud  e  con  una  velocità  angolare  nella  ragione  com- 
posta di  quella  della  rotazione  della  terra^  e  de}  seno  della  latitu^ 
dine  del  luogo. 

Il  prodotto  n  sin  y  esprime  la  componente  intorno  alla  ver- 
ticale della  velocità  di  rotazione  della  terra,  ossia  la  velocità 
angolare  con  cui  Torizzonte  gira  intorno  a  questa  linea;,  il  mo- 
vimento del  piano  d'oscillazione  del  pèndolo  è  dunque  appa- 
rente^ e  la  rotazione  della  terra  non  ha  influenza  sensibile  per 
cambiarne  la  direzione  nello  spazio. 


"O  flit  i  ti  o- 
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■  ■      I       I  ■  ■  ■ 

NOTA 

M  A.  SEHPIERI 

delle  S.  P. 

L'esperienza  di  Foucault  che  presto  verificai  con  ogni  pos- 
sibile esattezza  con  un  pendolo  lungo  sette  metri,  formato  di 
un  filo  di  ferro  rincotto  e  di  una  grossa  palla  di  marmo ,  mi 
presentò  questo  di  rimarchevole ,  che  la  palla  si  conserva  di 
continuo  ugualmente  orientata  ,  non  ostante  che  vada  succes- 
sivamente mutando  il  piano  di  oscillazione.  Onde  avviene  che 
<ome  questo  piano  devia  alla  sinistra  deirossérvatore,  cosi  pu- 
re la  sua  sezione  con  la  palla  va  deviando  dalla  stessa  parte. 
Se  questa  costante  ed  uguale  orientazione  della  palla  é  dovu- 
ta alla  continuata  torsione  del  filo  prodotta  dalla  rotazione  , 
che  l'apparecchio  di  sospensione  ha  comune  con  la  terra^  cre- 
do che  usando  fili  sommamente  flessibili  e  poco  elastici  dovrà 
confermarsi  il  sospetto  del  sig.  Bandrimont,  che  cioè  anche  un 
pendolo  in  stato  di  quiete  manifesti  dopo  qualche  tempo  un 
leggiero  moto  di  rotazione.  —  E  a  me  sembra  che  dovrebbe 
pur  sottoporsi  a  delicatissime  esperienze  un  lungo»  e  leggeris- 
simo ago  o  filo  di  qualunque  materia  ,  equilibrato  orizzontal- 
mente sopra  un  perno,  e  fatto  oscillare  verticalmente  o  anche 
lasciato  in  perfetta  quiete:  il  quale  esperimento  potrebb'essere 
principio  di  utili  e  facili  applicazioni. 

Non  si  vuol  qui  tacere  che  il  eh.  sig.  cav.  V.  Antinorì  ha 
ritrovato  in  un  manoscritto  autografo  di  Vincenzo  Yiviani,  ap- 
partenente alla  ricca  collezione  di  manoscritti  nella  biblioteca 
del  Granduca  di  Toscana,  espressa  esattamente  in  queste  pa- 
role la  deviazione  del  piano  del  pendolo  :  n  Osservammo  che 
iìOti  i  pendoli  da  un  sol  fUo  deviano  dal  primo  verticale  «  e  sem- 

pre  per  il  medesimo  verso  cioè  secondo  le  linee  da  destra 

verso  sinistra  delle  parti  anteriori.  >»  Il  medesimo  sig.  Antinori 
ha  pur  riscontrato  sufficienti  indizj  del  fatto  nelle  due  opere 
già  stampate  :  Saggi  di  naturali  esperienze,  pag.  20,  ediz.  del 
1841.  —  Notixie  degli  aggrandimenii  delle  scienze  fisiche  in  Te- 
scana.  T.  2.  par.  2.  pag.  669. 
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SULLE  OSCILLAZIONI  DEL  PENDOLO  AVUTO  RIGUARDO 
ALLA  ROTAZIONE*  DELLA  TERRA 

LETTERA 
DEL  P.  A»  SECCHI 

direttore  deirOsservator io  del  Collegio  Romano 
AL  COMPILATORE 


Osservatorio  del  Coli.  Bom.  13  maggio  1851. 

Ho  lelto  con  moltissimo  piacere  la  bella  soluzione  del  pro- 
blema del  sig.  Foacanlt  data  dal  sig.  Mossotti,  cui  ella  ha 
avuto  la  bontà  di  comunicarmi,  e  conforme  al  suo  desiderio  le 
darò  un  breve  cenno  dei  risultati  delle  mie  esperienze  fatte 
su  questo  soggetto  ,  riserbando  un  più  esteso  ragguaglio  ad 
una  memoria  che  sto  preparando  sul  medesimo. 

Il  pendolo  che  ha  servito  alle  mie  esperienze  ,  cui  hanno 
onorato  di  loro  presenza  insieme  con  Lei  i  più  distinti  profes- 
sori di  questa  città,  è  stato  sospeso  dalla  sommità  della  volta 
della  navata  grande  della  chiesa  di  sant'  Ignazio  annessa  al 
Collegio  Bomano.  Il  filo  ha  metri  31,95  di  lunghezza,  la  pal- 
la di  piombo  pesa  28  chilogrammi,  ed  ha  circa  15  centim.  di 
diametro.  Essa  é  stata  fusa  attorno  ad  un  anima  di  ferro 
grossa  26  millim.  in  quadro^  e  lunga  quanto  il  diametro  della 
palla  ,  ai  capi  della  quale  sono  due  buchi  ove  si  inseriscono 
due  maschi  di  ferro  uno  dei  quali  ritiene  il  filo  di  sospensione, 
Taltro  un  indice.  La  palla  è  stata  tornita  sui  due  fori  dei  pre- 
detti maschi  come  centri,  per  fare  che  il  suo  centro  di  gra- 
vità cadesse  il  più  che  fosse  possibile  sull'asse  della  figura^  Il 
filo  è  sospeso  nel  modo  che  mi  è  sembrato  dover  essere  il  più 
opportuno  per  evitare  le  pressioni  laterali  al  punto  di  sospen- 
sione, ed  ecco  come  ho  fatto.  Sopra  uno  dei  fori  della  volta 
si  è  fissato  stabilmente  con  ferramenti  una  forte  traversa  di 
legno,  la  quale  è  forata  nel  mezzo  per  dare  passaggio  al  filo 
e  campo  libero  alle  oscillazioni.  Sopra  questa  é  fortemente  in- 
chiodata una  spranga  di  ferro,  che  riceve  ancor  essa  un  gros- 


(  239  ) 
so  maschio  a  vite  :  Tasse  di  qaeslo  é  forato  loogitudinalmentc^ 
e  dentro  il  foro»  dopo  ioseritovi  il  capo  del  filo  si  è  versato 
la. saldatura  fusa  solita  usarsi  dagli  stagnari.  Così  il  filo  resta 
egualmente  premuto  -da  tutte'  le  parti,  e  non  vi  è  ragione  per 
questa  cagione  da  temere  che  le  vibrazioni  si  cambino  in  el- 
littiche come  avviene  quasi  subito  se  il  filo  sia  sospeso  diver- 
samente. Per  mettere  in  moto  la  palla  ho  adoperato  Tansa  di 
filo  come  usa  M.  Foucault,  della  quale  bruciando  jl  capo  ,  si 
lascia  partire  la  palla.  L'azimut  del  piano  di  oscillazione  Tho 
determinato  collocando  un  telescopio  a  distanza  del  pendolo  di 
circa  16~  metri  e  aspettando  che  l'indice  della  palla  si  movesse 
parallelamente  ai  fili  tesi  nel  foco  dell'oculare ,  ossia  lungo  1' 
asse  ottico  dello  strumento,  e  notando  il  tempo  corrispondente 
in  cui  il  piano  del  pendolo  arrivava  à  questa  posizione. 

Gli  angoli  poi  compresi  tra  le  rette  condotte  dal  centro 
del  perpendicolo,  alle  varie  posizioni  successive  dello  strumen- 
to, sono  stati  misurati  con  un  ottimo  teodolite. 

Descritti  cosi  i  preparativi  finora  usati  nelle  esperienze, 
eccone  i  risultati.  11  tempo  che  in  Roma  deve  impiegare  un 
pendolo  a  deviare  di  tutta  la  circonferenza  é  di  35^  56'"  19^ 
di  tempo  siderale^  ossia  35^  50'"  26',  73  di  tempo  medio;  il 
pendolo  però  dopo  che  ha  oscillato  per  più  di  5  ore  fa  vi- 
brazioni tanto  strette  ,  e  che  ò  difficile  il  determinarne  con 
precisione  l'azimut  del  piano  :  quindi  le  mie  esperienze  non 
hanno  durato  oltre  questo  tempo.  Eccole  il  risultato  di  duo  di 
queste. 

A  dì  7  maggio  (di  notte)  la  durata  in  tutto  l'esperimento 
fu  5^^  6»"  2'  T.  sid. 

e  l'angolo  osservato  di 50^  50'  i 

il  med.  calcolato  fu 51    01  1 

la  differenza C— 0  =  —  11'. 

A  dì  8  maggio  (di  giorno)  la  durata  fu  di  5^  5^"  39'  T.  sid. 

Ang[olo  osservato 50<^  50'  i 

il  calcolato 51°  5'  1 

e  la  differenza  tra  il  calcolo  e  l'osservazione  =  <-- 15' 
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Gli  angoli  parziali  misarad  la  questo  intervallo  sono  sensibil- 
mente proporzionali  al  tempo,  e  i  risultati  troyansi  assai  con* 
cordi  tra  loro  :  cosi  nella  prima  esperienza  esso  deviò  di  17*" 
30'  i  in  1*  42^^. 39',  e  il  giorno  appresso  percorse  questo  an» 
golo  in  1^  43"*  19'  ,  il  che  mostra  esatta  la  legge  fondamen- 
tale. 

Le  piccole  diversità  tra  l'osservazione  e  la  teòrica,  nasco- 
no primieramente  dagli  errori  di  osservazione,  che  finora  sono 
considerabili.  Il  moto  rapido  della  deviazione  azimutale,  il  moto 
continuo  dell'indice  a  cui  devesi  collimare,  e  un  poco  di  moto 
ellittico  che  inevitabilmente  prende  il  pendolo,  sono  tante  cause 
che  rendono  assai  difficile  la  valutazione  dell'angolo  azimutale 
del  piano  d'oscillazione  del  pendolo. 

Il  moto  ellittico  che  ho  accennalo  è  piccolissimo  da  prin- 
cipio, ma  va  successivamente  ingrandendosi:  la  curva  ha  circa 
2(ynm  ^[  11350  minore  al  fine  dell'esperimento.  Questo  può  nà- 
scere da  molte  cause  perturbatrici,  come  sono,  ineguale  flessi^ 
bilità  del  filo,  resistenza  dell'  aria,  eccentricità  del  centro  di 
gravità  al  centro  di  figura.  Ma  probabilmente  ancora  può  es- 
sere una  conseguenza  dei  termini  periodici  che  entrano  nelle 
formolo  analitiche ,  i  quali  non  appariscono  che  sotto  l'aspetto 
periodico^  perchè  si  trascurano  le  potenze  superiori  di  alcune 
quantità  assai  piccole  ,  ma  che  forse  (  come  é  noto  accadere 
nella  teoria  dei  moti  planetari!  perturbati  )  tenendone  conto 
possono  dare  origine  a  qualche  piccolissimo  termine  costante 
che  diventa  sensibile  col  ripetersi  di  molte  oscillazioni.  Checché 
ne  sia  di  ciò,  io  mi  propongo  di  studiare  questo  fenomeno  an- 
che nelle  sue  conseguenze  relative  alla  resistenza  del  mezzo, 
al  che  mi  pare  che  l'apparato  costruito  possa  essere  sufficiente. 
Quando  il  pendolo  manifesta  il  molo  ellittico,  il  giro  nell'ellisse 
é  in  verso  opposto  alla  rotazione  del  piano  :  quindi  si  spiega 
perchè  gli  angoli  osservati  siano  minori  dei  calcolati,  perché 
questo  moto  sulla  ellisse  tende  a  diminuire  quello  del    piano. 

In  quanto  alla  questione  posta  da  M.  Bandrimont ,  e  cui 
ha  sperimentalmente  risoluto  il  P.  Scrpieri,  parmi  che  appena 
ne  possa  cadere  dubbio,  e  l'orologio  ideato  da  quel  fisico  par- 
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mi  impossibile.  Infatti  ò  noto  che  la  deviazione  del  pendola 
risalta  dalla  contemplazione  del  moto  angolare  della  meridiana 
attorno  alla  verticale,  asando  la  .decomposizione  dei  moti  ro- 
tatori! data  da  Eulero,  e  che  hanno  sviluppato  a  proposito  di 
questo  fatto  i  sigg.  Binet  e  Liouville  (  V.  Compt.  Rendas  17 
Fèvrier  1851).  Ora  quando  il  mobile  si  colloca  comunque  sìa 
sospendendolo  ad  un  filo^  sia  su  di  un  perno,  esso  già  parte- 
cipa a  questo  moto  rotatorio  del  suo  fulcro  :  perciò  relativa- 
mente al  fulcro,  finché  è  in  quiete,  deve  restare  costantemente 
orientato  come  prima,  e  quindi  conservare  invariabile  la  stessa 
faccia  relativamente  agli  oggetti  connessi  col  fulcro  medesimo* 
Il  pendolo  mentre  oscilla  è  connesso  ad  un  fulcro  stabilmente 
orientato  verso  Tedifizio  che  lo  sostiene,  e  questa  orientazione 
appartiene  anche  alla  estremità  superiore  del  filo ,  e  quindi 
alla  inferiore,  ossia  alla  palla  ad  esso  congiunta.  Questa  con- 
serverà dunque  la  sua  orientazione  invariabile  relativamente 
agli  oggetti  circostanti  ,  a  meno  che  non  si  torca  il.  filo  :  ora 
una  tale  torsione  è  impossibile,  essendo  libera  la  palla  ad  esso 
sospesa.  Gol  cambiarsi  il  piano  di  oscillazione  potrà  cambiarsi 
la  linea  di  flessione,  e  non  altro.  Queste  riflessioni  unite  al  ri- 
sultato dell'  osservazione  del  predetto  P.  Serpieri  mi  paiono 
suflìcienti  a  fare  che  non  si  debba  cercare  nessun  cambiamen- 
to di  orientazione  nella  palla,  durante  roscillazione  del  pendolo. 
P.  S.  Soggiungo  qui  altre  particolarità  osservate  nel  ripe- 
tere le  esperienze  del  pendolo.  Primieramente  la  latitudine  7 
di  cui  parla  Poisson  non  è  la  latitudine  geografica  se  non  per 
approssimazione ,  ma  rigorosamente  parlando  deve  intendersi 
la  geocentrica:  e  tale  è  realmente  il  significato  di  questa  let- 
tera nelle  formolo  rigorose  della  memoria  di  quest'autore  (Y. 
luogo  cit.  dal  Mossotti).  La  latitudine  geocentrica  per  Roma 
é  =  41''  42'  42",  7,  da  questa  si  ha  pel  tempo  necessario  al 
compimento  di  una  intera  rivoluzione  del  pendolo  =  36^  4^" 
9*  T,  sid.  onde  a  5''  G*»  2%  corrisponde  l'angolo  di  50^  54'  17" 
il  quale  più'  si  accosta  all'osservazione  dell'altro  valore  dedotto 
dalia  latitudine  geografica.  —  Pare  similmente  che  gli  archi 
osservati  da  princìpio  sieno  maggiori  di  quello  che  devono  es- 
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sere,  e  clie  poi  vadano^  rallentandosi  :  questo  risalta  da  Bolte 
misare  prese  di  10  in  10^  circa.  Ma  non  avendo  ancora  cal- 
colato questi  angoli  colla  forinola  del  Mossotti,  non  posso  dire 
se  debba  attribnirsi  ciò  all'ampiezza  dell'oscillazione  cooibinata 
colla  resistenza  dell'aria.  —  Intorno  al  moto  ellittico  detto  di 
sopra,  e  di  direzione  inrariabile,  oltre  le  cause  fisiche  già  ac- 
cennate; può  contribuirvi  una  causa  dinamica)  e  questa  sareb* 
be  la  Telocità  di  rotazione  che  ha  il  pendolo  attorno  alla  ver- 
ticale, quando  la  palla  parte  dalla  quiete  ,  e  che  equivale  ad 
una  forza  di  proiezione.  Questa  combinata  eolla  gravità,  che 
ò  iemibUmmU  proporziale  alla  distanza  dal  centro  di  eqnili* 
brìo,  gli  deve  necessariamente  fare  descrivere  una  ellisse  at- 
torno alla  verticale.  Di  più  lo  spazio  che  il  pendolo  descrive 
in  virtù  di  questa  forza  di  proiezione  è  dipendente  dall' am-> 
piazza  dell'oscillazione,  la  quale  è  assai  larga  da  principio,  ma 
presto  viene  a  restrìngersi  :  allora  la  velocità  primitiva  do- 
vendosi riferire  ad  un  raggio  divenuto  minore  ne  deriverà  uq 
sensibile  allargamento  nell'ellisse,  al  quale  effetto  l'azimut  del 
piano  d'oscillazione  non  deve  essere  indifferente.  Tuttavia  io 
credo  che  le  cause  fisiche  e  specialmente  la  resistenza  del  fila 
alla  flessione  siano  la  causa  principale  dell'  allargamento  dell' 
ellisse. 

A.S. 
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SULLA  SPIEGAZIONE   DELL'ESPERII^ ZA 
DEL   SIG.  FOUCAULT  INTORNO  AL  PENDOLO 

N  0  T  À    {*) 

delle  S.  P. 


II  girare  che  il  piano  di  oscillazione  di  an  pendolo  libera- 
niente  sospeso  ad  un  filo  flessibile  fa  intorno  alla  yerticale  , 
dalla  sinistra  alla  destra  della  stessa  verticale,  e  con  yelocità 
angolare  =  t?  sen  X  (essendo  v  la  velocità  angolare  della  terra 
intomo  al  proprio  asse,  e  A  la  latiladine  del  laogo  di  osser- 
vazione) è  an  fenomeno  di  cui  si  vedrà  chiaramente  la  cagio- 
ne, ove  si  abbiano  presenti  al  pensiero  due  soli  principi!,  Tuno 
dinamico  e  l'altro  geometrico. 

I.  Il  principio  dinamico  consiste  in  questo  ,  che  :  Bimosto 
un  pendolo  semplice  per  un  piccolissimo  angolo  dalla  posizione  di 
equilibrio^  se  nelV abbandonarlo  a  se  stesso  gli  s*  imprime  una  te- 
nue velocità  iniziale^  normale  al  piano  di  oscillazione^  il  pendolo 
(facendo  astrazione  dalla  rotazione  della  terra  e  dairaria)  de- 


C)  Non  sarà  ioatile  l'aggiungere,  prinoipalmeote  in  graiia  de'  gio- 
Tani  «tudiosi,  alle  altre  la  seguente  apiegasione  che  mi  si  è  offerta  alla 
mente  nel  considerare  le  oseillazioni  coniche  del  pendolo  osservate  e 
fatte  osservare  dal  eh.  P.  A.  Secchi  d.  C.  d.  G.,  nelle  sue  belle  ed  ac- 
curate esperienze  eseguite  nella  Chiesa  di  S.  Ignazio.  Al  qual  egregio 
Professore  non  essendo  dispiaciuta  questa  mia  qualunque  siasi  spiega- 
zione (  il  cui  scopo  principale  è  di  far  ben  comprendere  ,  perchè  il 
plano  di  oscillazione  non  dee  partecipare  alla  rotazione  del  globo  sti- 
mata inlorno  alb  verticale) ,  spero  ohe  ad  altri  ancora  non  sarà  per 
dispiacere.  Quanto  all'idea  che  le  oscillazioni  coniche  del  pendolo  deb- 
bano essere  un  effetto  dell'impulso  comunicato  al  pendolo  dalla  rota- 
zione della  terra  ni  era  slata  proposta,  senza  pia,  dall'ingegnoso  gior 
yìne  Sig.  Dott.  Angelo  Vescovali. 
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scriverà  una  curva  la  cui  proiezione  sul  piano  orizzontale  è  un*eU 
ìisse  (*)  (come  da  gran  tempo  ha  dimostralo  il  Sig.  Poaillct);  e 
questa  ellisse  sarà  tanto  più  allungata  e  sottile,  ossia  tenderà  tanto 
più  a  confondersi  col  suo  primo  asse,  quanto  minore  sarà  quella  ve- 
locità  iniziale. 

Ora  sapponiamo  che  T esperienza  del  Sig.  Foucault  si  Tac- 
cia sotto  il  polo.  Se  il  pendolo  rimosso  alquanto  dalla  verti- 
cale si  tiene  fermo  in  questa  posizione,  è  chiaro  che  la  ma- 
teria del  pendolo  avrà  comune  colla  terra  la  velocità  angolare 
di  rotazione,  per  la  quale  in  24  ore  descriverebbe  attorno  il 
polo  una  piccola  circonferenza  avente  un  diametro  quasi  eguale 
alTarco  che  rappresenta  l'ampiezza  della  oscillazione.  Se  in  que- 
sto stato  il  pendolo  si  abbandona  a  se  stesso,  nel  Pi  stante  deUa 
partenza  avrà  evidentemente  una  velocità  inrziale  normale  al 
piano  di  oscillazione,  proveniente  dalla  rotazione  della  terra,  e 
questa  velocità  iniziale  sarà  tanfo  piccola  che  in  24  ore  descri- 
verebbe  una  linea  tripla  e  poco  più  di  quella  che  rappresenta 
Tampiczza  deUoscillazìone,  ampiezza  che,  per  la  sola  gravità,  il 
pendolo  descrivo  in  pochi  minuti  secondi. 

Siamo  dunque  nel  caso  contemplato  nel  principio  dinamico. 
La  projezione  orizzontale  dell'  orbita  descritta  dalla  estremità 
del  pendolo  sarà  un^ellisse  che  si  confonderà  sensibilmente  col 
suo  primo  asse,  e  il  piano  verticale  passante  per  questo  asse 
sarà  immobile  nello  spazio  assoluto  (^),  talché  un  osservatore 
partecipante  alla  rotazione  della  terra  lo  vedrebbe  girare  intorno 
alla  verticale  con  velocità  angolare  eguale  a  quella  onde  la 
terra  gira,  in  verso  contrario,  intorno  alla  stessa  verticale. 

Cosi  comprendiamo  come  il  piano  di  oscillazione,  o  più  ri- 
gorosamente il  piano  verticale  che  passa  per  il  primo  asse  di 
quelfellisse,  non  dee  partecipare  alla  rotazione  della  terra  in- 
torno alla  verticale.  Il  piccolo  moto  iniziale  che  viene  al  pen- 
dolo dalla  rotazione  della  terra,  è  come  neutralizzato  ad  ogni 
oscillazione,  perché  projcttato  sopra  il  secondo  asse  di  quella 

(*)  Poisson^  Mécanique,  tom.  f.  p.  395. 

f  *)  Si  avverta  che  ci  supponiamo  al  polo^  e  che  si  prescinde  dal  mor 
to  di  traslazione  della  (erra. 
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ellisse,  percorre  ad  ogni  scmi-oscillaziooo  due  spazi!  eguali  e 
di  segno  contrario. 

Si  noti,  che  se  il  raggio  del  pendolo  ò  molto  lango ,  ed 
assai  piccola  l'ampiezza  della  oscillazione  ,  la  porzione  della 
sfera  su  cui  si  muove  Testremità  di  esso  raggio  si  può  con- 
siderar come  piana,  e  la  gravità  slimata  normalmente  al  rag- 
gio si  può  riguardare  come  una  forza  centrale  emanante  dalla 
verticale,  e  di  cui  Tintensità  ò  proporzionale  alla  distanza  dal 
centro.  Onde  è  che  P  equazione  di  quella  ellisse  si  potrebbe 
anche  ricavare  dalla  teoria  delle  forze  centrali. 

II.  L' altro  principio  necessario  per  comprendere  il  feno- 
meno, ò  quello  che  serve  di  fondamento  alla  teoria  de'  moli 
rotatorii,  vale  a  dire  :  Se  un  corpo  tende  a  girare  simultanea- 
mente $u*  lati  di  un  parallelogrammo  con  due  velocità  angolari 
proporzionali  alle  lunghezze  di  questi  lati^  il  corpo  girerà  sulla 
diagonale  con  una  velocità  angolare  proporzionale  alla  lunghezza 
di  questa  diagonale.  Donde  segue,  che  le  rotazioni  intorno  a  dif- 
ferenti assi  divergenti  da  un  medesimo  punto  si  possono  com- 
porre e  decomporre  come  si  fa  delle  semplici  forze.  Si  può 
vedere  nel  giornale  del  Sìg.  Liouville  un'elegantissima  dinioslrn- 
zione  geometrica  di  questo  bel  teorema,  data  dal  sig.  Poinsot  (*). 

Ciò  premesso,  supponiamo  che  Tcsperienza  del  sig.  Foucault 
si  faccia  in  un  luogo  della  latitudine  X.  Alla  rotazione  v  della 
terra  intorno  al  proprio  asse  sostituiamo,  in  ogni  istante,  due 
rotazioni  rettangolari  una  delle  quali  sia  intorno  alla  verticale 
del  luogo.  Facendo  o  immaginando  la  figura,  si  vede  subito 
che  di  queste  due  rotazioni  componenti  quella  intorno  alla 
•  verticale  sarà  =v  sen  X  ,  e  Paltra  intorno  alla  orizzontale  sarà 
=  v  cos  X.  Quest'ultima  rotazione  non  potendo  avere  nessuna 
influenza  nel  far  girare  il  piano  di  oscillazione  intorno  alla 
verticale,  si  può  lasciare  da  parte  nella  spiegazione  del  feno- 
meno. Eccoci  dunque  nel  caso  del  pendolo  oscillante  al  polo, 
colfunico  divario  che  se  al  polo  la  rotazione   della   terra  in-> 

torno  alla  verticale  é  t>,  sotto  la  latitudine  X  sarà  =t>  sen  X. 

I 
»  I  I  •  — 

(•)  Jan.  e  Fcvr    1851. 
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Questa  spiegazione  della  parte  geometrica  del  fenomeno  si  de- 
ve al  Sig.  Foucanlt. 

La  parte  dinamica  del  fenomeno  ,  quella  senza  la  quale 
Bon  si  potrebbe  bene  intendere  la  caasa  della  parte  geometrica 
del  fenomeno,  è  stata  osservata  dal  eh.  P.  Angelo  Secchi^  diret- 
tore dell'Osservatorio  del  Coli.  Rom.  Nelle  molte  esperienze  che 
ha  fatto  nella  Chiesa  di  S.  Ignazio,  egli  ha  mostrato  a  chiun- 
que ne  abbia  avuto  volontà,  che  in  ogni  oscillazione  la  linea 
descritta  dall'  estremila  del  pendolo  se  dapprima  si  confonde 
sensibilmente  con  una  linea  retta  ,  a  misura  che  le  ampiezze 
diminuiscono  si  apre  a  poco  a  poco  in  orbita  ellittica,  sempre 
però  allungata  e  sottilissima,  ed  in  questa  orbita  il  moto  del 
pendolo  si  fa  dalla  destra  alla  sinistra  intorno  alla  verticale  , 
cioè  nel  medesimo  verso  della  rotazione  della  terra.  Il  qual 
fenomeno,  ove  si  rifletta  alla  rotazione  che  V  aria  ha  in  co- 
mune colla  terra,  (per  cui  essa  non  presenta  resistenza  al  pen- 
dolo che  nel  senso  dell'ampiezia  deiroscillazione,  e  nessuna  o 
quasi  nessuna  nella  direzione  perpendicolare)  si  vedrà  che  è 
pienamente  d'accordo  colla  teorìa. 

Roma,  19  maggio  1851. 


ESTRATTO  DI   UNA  LETTERA 

•EL  Sl«.  B.''    ENWLICQ  BETTI 

AL  COMPILATORE 

Pistoja  li  4  maggio  1851. 
Sig.  Professore 

Ora  sto  scrivendo  una  Memoria  Sulla  n- 

aoltfsiòne  deUe  equaxùmi  algebriche.  I  problemi  che  ne  fanno  sog- 
getto sono  i  seguenti  :  Determinare  in  generale  le  candixioni  ne- 
ce$sarie9  e  sufficienti  affinché  una  equazione  irriduUibUe  qualun- 
que  eia  riselubile  1.^  per  radicali',  2.^  per  radici  di  equazioni  di 
grado  inferiore.  3.^  Quando  una  equazione  non  sia  risolubile  né 
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per  radicalif  né  per  radici  di  grado  inferiore^  determinare  le  eqtui* 
stani  che  definiscono  i  più  eempiici  irrazionali  per  i  quali  possano 
esprimersi  le  radici  della  proposta.  Solle  traccie  poche  e  intei^ 
rotte  lasciate  da  qael  profondo  ingegno  di  Gahis  ,  e  che  si 
troYaoo  nei  frammenti  pubblicati  da  LiotmUe  nel  voi.  XI  del 
suo  Giornale  ho  risoluto  completamente  il  priaio;  e  avendo  già 
nella  mia  prima  Nota  dimostrato  qael  che  riguarda  le  equa- 
zioni di  grado  primo,  ora  sviluppo  in  particolare  quel  che  ri* 
guarda  V  equazioni  il  grado  delle  quali  è  il  prodotto  di  più  nu- 
meri primi.  Già  Abel  era  giunto  in  parte  per  altra  via  alla  so- 
luzione di  questo  importante  problema  ;  ma  si  é  trovato  nei 
suoi  scritti  poco  più  che  l'enunciato  dei  Teoremi  ;  la  morte 
avendo  rapito  anche  Lui  troppo  presto  alle  scienze.  Ho  riso-- 
luto  anche  il  secondo  problema.  Ma  quanto  al  terzo,  l'ho  sol- 
tanto toccato  un  poco.  Bisogna  però  riflettere  che  esso  contie- 
ne in  sé,  direi  quasi,  tutta  una  scienza  nuova,  e  la  sua  com- 
pleta soluzione  attende  probabilmente  nuove  scoperte  nella  Teo- 
ria dei  numerij  e  specialmente  nella  Teoria  della  ridt4XÌone  delle 
Forme;  e  già  Eisenstein  nel  Voi.  27  del  Creile  ne  fece  vedere 
l'utilità  per  le  formule  di  risoluzione  delle  equazioni  dei  pri- 
mi quattro  gradi,  e  anche  Bermite  ha  palesato  in  una  lettera 
a  lacobi  ultimamente  pubblicata  nel  Creile  Yol.  40  fase.  4"  di 
nutrire  speranza  di  utilità  nell'applicazione  al  problema  alge- 
brico della  Teoria  deUe  Forme  che  egli  coltiva  con  tanto  suc- 
cessa 


ac& 


ESTRATTO  DI  UNA  LETTERA 
DEL  M«.  ARCHITETTO  SAVERIO  MURCHESANO 

AL    COMPILATORE 


Napoli  7  maggio  1851. 

Ho  in  questi  giorni  condotta  a  termino  un'altra 

Memoria  dopo  lunghe  meditazioni.  Essa  contiene  dicci  teorc- 


s 
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mi  dimostrati  parte  col  calcolo^  parte  col  calcolo  e  colla  geo- 
metria elementare  :  enunciano  questi  notabili  proprietà  fra  gli 
archi,  e  le  arce  di  due  curve  qualunque,  ed  una  terza  gene- 
rata con  talune  leggi  :  fanno  ravvisare  alcune  famiglie  di  cur- 
ve, che  si  distinguono  fra  tutte,  e  taluni  corollari  ;  finalmente 
deduco  da  alcuni  di  essi  la  quadratura  in  termini  finiti  ,  ed 
algebrici  della  famiglia  delle  curve,  la  cui  equazione  é  quella, 
che  si  ha  in  x^  ed  in  y  dall'eliminazione  di  v  fra  le  due 

V  =^  01?*"  -f-  2?  =a  ,     bv""  i±:  [amb  tj'»'»""»-'  -+-  t/)  =  0. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTUE 
'     DE  IH.''  E.  «•  BJÒRLIIVG 

Profe»seur  de  Mathématiques  au  Collège  de  Vesteras  en  Svede 

A  LE    REDACTEIJR 

Yesteras,  le  17  avril  1851, 
Monsieur 

Plus  tard^  je  Tespere,  mes  occupations  me  per- 

metlront  de  vous  écrire  des  letlres  plus  detailles,  et  peut-èlrc 
d'un  plus  grand  interét.  Farmi  les  problemcs  ,  qui  occupeuì 
dans  ce  moment  mes  heures  de  loisir  est  colui  de  m'acquerir 
à  moi,  et  anx  autres  une  pleine,  et  entiere  conviction  de  la 
vèrité  du  célèbre  théorémc  de  M.  Cauchj  sur  le  développe- 
ment  des  fonctions  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
ascendantcs  de  V  argument.  Cette  matiere  prète  bcaucoup  a 
la  réflexion.  Certes,  il  est  nécessaire  d'  etablir  d*  une  manière 
plus  précise  les  notions  nièmes  de  la  continuile  ,  et  de  deri- 
vèe.  Mais,  je  reviendraì,  pcut-èlre  en  detail  à  cette  question. 

Agrèez  Monsieur  le  professeur  Tassurance  de  ma  conside^ 
ration  la  plus  distìnguée 

E.  G.  Bj<5rliMg. 
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SULLA  DISTRIBUZIONE  DELL'ELETTRICITÀ' 
ALLE  SUPERFICIE  DI  UN'  ELLISSOIDE  MOLTO  ALLUNGATO 

0  MOLTO  SCHIACCIATO 
SEGUITA  DA  APPLICAZIONI  NUMERIQIE 

Sig.  Professore 

Pisa  22  gcnnajo  1851. 

«  Il  sig.  Faradaj  afendo  fatto  osservare  che  i  matematici 
>  nelle  applicazioni  del  calcolo  ai  problemi  d'elettricità  stati- 
)»  ca  non  avevano  ancora  ridotto  a  numeri  le  loro  soluzioni 
1»  che  in  qualche  caso  risguardante  corpi  sferici ,  ho  invitato 
»  il  sig.  Dottore  Enrico  Galli  ad  applicare  le  formole>  che  il 
»  sig.  Liouville  ha  pubblicato  nel  suo  Giornale  in  due  lettere 
»  dirette  al  sig.  Blanchet,  ai  due  casi  in  cui  il  corpo  abbia  la 
»  forma  di  un'ellissoide  allungato  e  sia  quasi  cilindrico,  ov- 
»  vero  la  forma  di  un  ellissoide  schiacciato  e  somigli  ad  un 
»  disco.  Questo  giovine  geometra  ha  risposto  al  mio  invito 
»  colla  Memoria  che  gli  invio,  e  che  lo  pregherei  a  farla  di 
»  ragion  pubblica  nel  suo  Giornale,  per  defTerenza  al  celebre 
»  fisico  su  citato,  e  per  offrire  occasione  ai  cultori  delle  scien- 
»  ze  di  verificare  coli  esperienza  i  risultamenti  del  calcolo.  » 

Ó.   F.   MOSSOTTI. 

MEMORIA 

DEL   MG.  D''.  ENRICO  GALLI 

ripetitore  alla  scuola  normale  dì  Pisa 

1.  Fra  le  varie  applicazioni,  che  possono  emergere  dalle 
formole  risguardanti  l'ellissoide  recentemente  pubblicate  dall' 
egregio  Liouville ,  una  è  quella  che  concerne  la  distribuzione 
dell'elettricità  nello  stato  di  equilibrio  sulla  superficie  di  un 
ellissoide  elettrizzato  per  influenza.  Forma  il  soggetto  della 
presente  Memoria  il  proseguimento  di  tale  applicazione  fino  alla 
effettiva  valutazione  del  valore  numerico  della  densità  del  flui- 
do elettrico  per  varii  punti  delia  superficie  di  un  ellissoide  di 

AnncUi  di  Scienze  Mat.  e  Fin,  T.  IL  giugno  185i.  16 
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rivoluzione,  su  cui  si  equilibra  la  elollricilà  naturale  rimossa 
dal  suo  stato  primitivo  per  Tazione  indattiva  di  un  corpo  este- 
riore elettrizzato   collocato  in  prossimità   sul   prolungamento 
detrasse  di  rotazione.  L'ellissoide  indotto  vieq  quivi    supposto 
esser  formato  di  materia  perfettamente  conduttrice,  ed  il  cor^ 
pò  elettrizzato  alF  opposto  perfettamente   coibente  ,  sferico   e 
tanto  pìccolo,  che  resultando  trascurabile  TeOétto  della  induf 
zione  molecolare  prodotUi  dairellissoide  su  di  esso  la  sua  azio- 
ne possa  considerarsi  come  emanare  dal  solo  suo  centro.  Sotto 
due  forma  diverse  potendosi  riguardare  il  corpo  eccitato,  due 
sono  gli  esempj  che  si  sono  trattati;  nel  primo  di  essi  sì  é  as-- 
sunto  tiu  ellissmde  molto  allungato,  nel   secondo  tanto  oom*? 
presso  da  considerarsi  come  un  disco.  In  questo   ultimo   caso 
abbiamo  ancora    calcolato  ia  forza  che  risentono   varii   punti 
presi  sul  prolungamento  dell'asse  di  rotazione  dipendentemen-^ 
te  dairaziom  combinata  dei  due  corpi*  Prima  però  di  esporre 
i  resultati  di  questi  càlcoli,  per  maggior   chiarezza   converrà 
dedurre  dalle  sopracitate  formule  delsig.  Liooville  quelle  che 
si  riferiscono  al  quesito  trattatoi  ciò  che  si  fare  rilenendo  dap-f 
prima  Tipotesi  che  Pellissoide  eccitato  sia  qualanque^  che  ab- 
bia ricevuto  un  eccesso  di  elettricità  dal  di  fuori,  e  che  t*a-f 
isione  del  corpo  eccitante  sia  raccolta  in  un  punto    qualunque 
dello  spazio  esteriore  all'ellissoide  medesimo. 

§.  I.  Espresrioni  generoli  ddla  densità  e  del  potenziale 

per  un  ellissoide  qtMUunqtie. 

• 

3.  Assumendo  per  la  determinaziotie  della  posizione  di  un 
punto  le  tre  note  superficie  di  secondo  ordine,  e  collocando 
1  origine  delle  coordinate  nel  centro  deirellissoide  dalla  cui  su- 
perficie si  suppone  emanare  l'attrazione,  o  la  repulsione  elet- 
trica, se  si  rappresenta  con  V  la  densità  del  fluido  in  un  ele- 
mento corrispondente  alle  coordinate  ellittiche  0',  [i\  v  preso 
sulla  superficie  medesima,  e  con  A  la  distanza  éi  questo  ele- 
mento da  un  punto  qualunque  (p,  ju,  v)  intemo  od  esterno,  il 
potenzialo  dell'azione  proveniente  dall'intiera  superficie  del  no- 
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Atro  elBssoide^  che  eorrìsponde  al  parametro  costante  ^ ,  rap- 
presentato con  «  verrà  dato  dall'equazione 

A 


=//• 


ove  le  iategrazioni  devono  essere  estese  a  latta  la  saperficie. 
(Si  tedano  le  due  lettere  del  sig.  tionville  «r  Journal  de  Ma- 
thematiques  Tome  XI  année  1846).  Ora  essendo  R^  usa  fan* 
zinne  di  p  atta  a  yerificare  l'equazione  differenziale 

(^»-i»)(p»_c»)  ^-j.  [2(,'_(i»-H:')]  Jy  =  Cn(n-hl)p»-B]R» 

la  quale  funzione  per  reilissoide  di  rivoluzione,  coincide  con 
quella  di  Laplace,  e  viene  espressa  nel  nostro  caso  da 

R  ^  ^  d-»(p'  — c'y»'^ 

""       2m(2m— l)(2i»— 2)  .-..  {»n-l)         d/~  ' 

essendo  di  piiì  N^  ^  M„«  altre  due  funzioni  che  respetti  va- 
mente  si  ottengono  dalla  precedente  col  semplice  cangiamento 
della  variabile  p  in  v  o  in  fj^,  si  sa  dal  precitato  giornale  che 
per  Hn  ponto  interno  alla  saper&cie  deirellissoidot  punto  per 
cui  è  p  <Cp'  f  si  ha  l'espressione 


m 


B^  y^  M^  N^  M^^  y ^ 
^t^^  -i-  1)  Jfi  M^^  N^  da> 


e  per  un  punto   esterno   per  cui  è  p^  p\  onde  la  serie  si 
mantenga  sempre  convergente,  si  ha  invece  l'altra  espressione 


w=«o 


1        v^ 


R'm  S^  M ,„  N;„  M  ^  N  »» 


ove  la  S;„  rappresenta  la  nuova  funzione  introdotta  dal  signor 
Liouville,  e  data  dall'equazione 
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Le  iDtegrazioni  indicate  nel  denominatore  delle  precedenti 

1 

espressioni  di  —  debbono   essere   eslese  a  tutta  la  superficie 

deirellissoide  che  si  considera  ,  alla  quale  appartengono  tutte 
le  quantità  che  abbiamo  superiormente  contrassegnate  con  un 

apice.  Se  si  sostituiscono  i  valori  di  —  nella  espressione  di  ti, 

e  si  traggono  fuori  dei  segni  integrali  le  quantità  che  non 
variano  al  variare  della  posizione  del  punto  (p'j  /x'  ,  v')  sulla 
superficie  deirellissoide,  si  avrà  per  p  <.  p^ 


m=oo 


(»  "=fel,.- ^'i.  ;«;■ 'n-  v.;//^*-"'-""' 


-  (2»n- 1) //i  M*„  N  Vd« 


e  per  p  ^  p 

Ora  rispetto  alla  densità  dello  strato  di  fluido  elettrico  che  ri- 
cnopre  la  superficie  dell'  ellissoide  y  si  deve  osservare  che  si 
può  sempre  porre 

n=QC 

e  quindi  prendere 

(3).  V^i^Mn^n^'n, 


„=o 


ove  ì  indica  la  perpendicolare  abbassata  dal  centro  dell'  ellis- 
soide sopra  il  piano  ad  esso  tangente  nel  punto  {^y  pJ,  v')  di- 
visa per  il  prodotto  dei  tre  semi-assi ,  la  quale  ci  viene  data 
dall'equazione 


v^(?"  -  cW-  »■) 


al    > 
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ed  Mn  rappresenta  nn  coefficiente  costante  da  determinarsi  còK 
le  condizioni  delle  digerenti  questioni^  alle  quali  si  applicano 
le  formule  precedenti. 

Se  il  valore  di  V  dato  dalla  (3)  si  sostituisce  nelle  equa- 
zioni (1)  e  (2)^  e  si  riflette  che  le  funzioni  M'^  >  N  „  quandi 
hanno  gfindici  differenti  da  quelli  di  M'n  Nn  godono  della 
proprietà  di  sodisfare  all'equazione 

ffV  M'^  N'«  ìHn  N'«  ds)'  =  0 
si  avrà  per  p  <^  (/ 


in=eo 


(4)  «=4,rX-52;^-4--M„N„, 


c  per  p  >  p' 

m=QO 

(5)  «  =  4jr  2^  2Bt  ■+■  l'  •*'»  ^"'  • 

Ma  poiché  il  fluido  prende  sempre  l'equilibrio  nell'interno  dei 
corpi  conduttori,  sarà  necessario  che  l'azione  del  punto  mate- 
riale elettrizzato ,  e  quella  proveniente  da  tutti  i  punti  della 
superficie  dell'ellissoide  indotto  si  distruggano  fra  loro  per  uà 
punto  qualunque  interno  a  questo  ultimo,  ovvero  che  la  som- 
ma dei  loro  potenziali  sia  costante,  cosicché  indicala  con  £  la 
quantità  di  elettricità  impartita  al  primo  e  con  A^  la  distanza 
di  esso  da  un  punto  qualunque  intemo  al  secondo  ,  avremo 
l'equazione 

(6)  t*  -f-  -7^  =  cosi 

rappresentando  u  in  questa  equazione  il  potenziate  relativo  ad 
un  punto  corrispondente  a  p  <C  P*  ('Proseguendo  a  contrasse- 
gnare con  un  0  pósto  superiormente  le  quantità  che  si  riferi- 
scono al  punto  elettrizzato;  poiché  questo  si  suppone  situato  all' 

estemo  dell'ellissoide  indotto,  la  distanza  A°  verrà  data  dalla 

1 
prima  espressione  di  —  ponendo  un  0  invece  dell'apice ,  cioè 


(254) 

U  JWsOD 

Bj„  S)*m  Mn,  N;,,  Wtn  N°, 


Ao  ^-/i 


^(2m-hl)///M^N%.dft> 

1 

Sostitnito  qniodi  questo  Talore  di  —  nnitamente  a  quello  dì 

u  dato  dalla  (4) ,  reqaaziooe  (6)  diventa 

da  dove  confrontando  le  quaptità  cbe  molliplicano  i  medesimi 
prodotti  variabili  B;„  M^  N^  ^  se  ne  dedace  dovere  essere  qua- 
lunque sia  m  ad  eccezione  delFindice  0 


m*^  f»à  •""  /•  /•!  -ma-a      -^tì       j         f 


//ZM^^N^da> 
e  di  qui  si  ottiene 


m  ■"*  m  ■'■^   /« 


Per  r  Viaiìce  0  pm  etModo 

si  trae  dalla  stessa  eqnazione 

espressione  che  può  servire  a  determinare  A'„  quando  si  co-' 
nosca  la  costante.  La  determinazione  di  questa  costante  ,  che 
deve  dipendere  unicamente  dalle  circostanze  del  problema,  si 
effettuerà  colta  condizione  cbe  alf  ellissoide  indotto  sia  stato 
comunicato  una  quantità  E'  di  elettricità,  ossia  che  si  abbia 

A  tale  oggetto  nell'equazione  (6)  invece  dell'espressione  di  u, 
di  cui  abbiamo  fatto  uso  precedentemente ,  introdotta  V  altra 
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contrassegnata  (1)^  e  confrontati  i  iermiui  costanti^  che  corri' 
spondoDo  airindiee  o,  si  trova  Tequazìene 

S'„  ffX  da'  -H  E  S%  =  cott 

che  per  la  condizione  suddetta  diviene 

8'„E'-»-ES°o  =  co#< 

talmentecbé  eliminando  la  costante  fra  le  due  equazioni  che 
abbiamo  ottenute,  potremo  ricaTare  il  valore  di  A',  che  sarà 

E' 

I 

3.  Determinati  i  coefficienti  M^n  »  1^  serie  che  sontmidistra 
la  densità  dello  strato  del  fluido  elettrico  equilibrato  sulla  su- 
perficie deirellìssoide  yerrà  espressa  nel  modo  seguente 

(a)        X^y[4^-E2.y^^^,M%,N-.dJ- 

e  il  potenziale  dell'azione^  che  lo  strato  medesimo  esercita  so- 
pra un  punto  qualunque  esterno^  tratto  dall'espressione  (5)  verrà 
dato  da 

u  =  E  S,  -  inE^  ^2m+l)  S'„  ///  M^^  N^  da>  ' 

Ma  per  avere  il  potenziale  completo  deirattrazione^  o  repul- 
sione elettrica  sopra  un  punto  qualunque^  al  precedente  rela- 
tivo airellissoìde  indotto  bisognerà  aggiungere  quello  del  punto 

E 

eiettrizzatOy  ciod  k  quantità  — )  cosicché  per  tutti  i  punti  si- 
tuati dentro  la  superficie  coordinata  deirellissoide  ,  che  passa 
pel  punto  (p» ,  /x^  9  y''),  per  i  quali  3Ì  ha  p  <[  p""  ^  si  farà  uso 
deirespressione 
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prò    i,iyX^    ^''"'  ^'"^  ^°'»  "  ■"  ^^  ^'»  ^'" 

-       t^s^  -^  *)^'»  -/"/^  ***»  ^'»  •*" 


#MsOt> 


R//I  S**;„  M;„  N^  M^n  N**„ 


m=« 


e  per  tutti  i  punti  posti  fuori  del  mentovato  ellissoide,  onde 
la  serie  esprimente  l'azione  del  corpo  elettrizzato  continui  ad 
essere  conrergente  sarà  necessario  adoprare  Taltra  espressione 


«  =  E'S-4jrE]2- 


"^  S"   M»    N»  R'    S„.  M„  N, 


m  '^'•*  m  *^  w  ••*  m   ^"»  ***/»*  *'/« 


-((2m  -4-  1)S'„  ///  M'«  N^  d» 


m- 


4«e£- 


-/(2m  -I- 1)  ///  M'„  N'„  da 


mso 


§.  IL  Espressioni  della  densità  e  della  forza  per  un'ellissoide 

di  rivoluzione* 

4.  Prendiamo  ora  ad  esaminare  un  ellissoide  di  rivoluzio- 
ne, la  cui  superficie  sarà  rappresentata  dalla  equazione 

2  2  2 

OC  y  ^  M 

1 ■ K    =  1  . 

p  p   —  e  0   —  e 

e  dalle  formule  precedenti  ricaviamo  la  espressione  della  den- 
sità, e  della  forza  per  questo  caso  in  cui  è  i  =  e. 

Quanto  alla  densità  basterà  porre  h  =c  nelle  espressioni 
delle  coordinate  /x  e  v  date  in  generale  dalle  equazioni 

V  =:  ft  cos  cp^,        /x  =  |/"(c^  cos^y  H-  ft*  scn^y), 

sostituire  i  valori  risultanti  di  queste  coordinate  nella  espres- 
sione di  r,  ed  introdurre  questo    valore   nella    formula  della 
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densità  contrassegnata  (a) ,  cosicché  essa  per  tale  sostitozione 
diverrà 

.„  \,_ 1, r^  _p  VS''»M°„N'„M„N„-i 

^f    ^-l/(/^-Ol/(p--c"cos'</<)L47r      ^fri^S'^Z/iM^^N^daJ- 


in=i 


Per  ottenere  la  espressione  della  forza,  rifletteremo  che  se 
si  immagina  cbe  essa  sia  la  risultante  di  altre  Ire  forze  P,  P', 
V  espresse  per  le  coordinate  polari  r,  G  eà  o),  e  dirette  re- 
spettivamente  secondo  il  raggio  vettore  r,  secondo  la  perpen- 
dicolare a  questo  raggio  situata  nel  piano  dell'angolo  9,  e  se^ 
condo  una  perpendicolare  al  piano  delle  due  prime  ^  la  forza 
stessa  la  quale  indicheremo  con  F,  come  sappiamo  verrà  data 

da 

(e)  F  =l/"(P'  -H  F"  H-  P"^) 


mentre  le  componenti  P  »  P' ,  P"  saranno    somministrate  dalle 
equazioni 

P  =  —  —     P'=_i.—     p  /  —  ^       àu 

dr  *  r    dO  '  rsenfi    dea  ' 

da  dove  si  vede  che  tutto  si  riduce  a  determinare  le  derivate 

du      du      du 
parziali  T'  ^  ~te  9  -r-  •  Ora  per  questa  determinazione  osser- 
vando, che  u  è  una  funzione  delle  coordinate  p,  [x,  v,  e  que- 
ste variando  colle  coordinate  polari  r,  9f  &>  sono  funzioni  delle 
coordinate  polari  medesime,  si  avranno  le  equazioni 

f   du ^w  dp        du  d[i        dtt  dv 

dr        dp  dr        d[x  dr         du  dr 

,„,       ,    du        du  dp        du  da        du  dv 
^  '     ^   de~  d^  de        dji  de        d^  dfl 

du        du  dp        du  dix        du  dv 
dci)        dp  d^j)        d[x  dco        dv  dd) 

Ma  dalle  equazioni  (i)  derivato  parzialmente  rispetto  a  p,  /x  e  v 
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ai  ricata  per  ii  caso  di  p^p^ 


iw=co 


a«__    ,dS„        .    .-^      S''»M*».N''»R'-M«N«        dfi 


-^'^E^Ta 


l^'^o  A      17     %  ^  m  -^'-^  M  *^   w  *•  j«  «*w»  *^m  '**-'» 


<»P  df  ifrf  (2m -^  1)  S'„ /// M'«  N'»  dtì   dp 


JWsOO 


'>-*,eS 


i-pV     S'^M'^N'^M^N,        dRy 
lfe(2»»  -H 1)  //i  M*„  N»„  d«  d/»      ' 


s«  M»„  rr»  R'  S„  N»      dM 


¥  "^     ;;^(2»n- 1)  S'„ /// M»„  r„  d«    d/* 


m  =  i 


S°    M»    N"»  R«  N„       dSl 


iJ^<2m  H- 1)  ffl  M\  N%. 


d6)    dfX 


tlu  .    _V^      S"    M«    r„  »'    S«.  M«         dN, 


Tv'^~  ^(2m  H- 1)  S'„ //i M*„  N'„  de*       dv 


S**«  M"«  N°m  Rjn  Mm  dN, 


1     p  V^  J|itM„^W^K,^lM 


m 


de»    dv     ' 


e  dalle  (e)  nella    aiedesÌBM    gnita  si  dedoce  per   il   caso  éi 
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msoò 


du_     d^_.       y      S°^  M"^  N°«  R'„  M«  W»      dS,» 


nsti 


4"eX?: 


R*»,  M*m  N'w  Mm  N«        dS„ 


^(■ìm-^ì)fflM\ìi'^da    dp     ' 


m=» 


S"^  M»«  N"   »'    S„  N„        dM, 


òli  "    ^<2m  H-  1)  S'„  ffl  M»„  N'«  da    d/i 


»lt=3l 


47rEX 


'     T„  ìt\  N°„  S^  N^        dM„ 
f,(2m-f-l)//iM'„N'„d«     dfi    * 


m 


dtt  .      y       S^  M^  N*^  B',  S,  M^       dN^ 

àv^"^         ±'  (2m  H-  1)  S',„  ffl  W„  N*„  da     dv 


é^(2m -H  1) /// MV  N^^  do)    17"' 

Inoltre  i  valori  di  p,  /x,  y  espressi  per  le  coordinate  polari  ri^ 
saltando  nel  caso  di  Ó=3C  dati  dalle  equazioni 

p  =  J/   [y(^'  -^  ^'  -^-  i^t(r^  -  ^y  ^  *^'^  ^^^'  ^i)  ] 

.ftv/.  cr  cos$ ^^^ 

,/x  =c 

ne  desumeremo  agevolmente  qnelli  delle  loro  derivate,  che  ri- 
sulteranno espressi  nel  modo  seguente 
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ip  c'r'  scn  $cos$ 


(9) 


do 

dv  ccos  ^  /i  '  _  r\r*  —  e'  -h  2<!'  sen'  0)        \ 


dv  cr  sen  0/ .  e'  r*  cos'  0  v 

de""  ~\    "^  pV [(»•*—«*)'  -t-  4«'  r'sen'Oi  ) 

\  ^JL-0       ^-0       ^=0       ^-0 
^   d«~    '      dr-"'      de       "'     da>-"' 

Così  si  hanno  tutte  le  derivale  parziali  contenute  nei  secondi 
membri  delle  equazioni  (7),  onde  con  semplici  sostituzioni  si 
può  ottenere  il  valore  della  forza^  la  quale  attese  le  equazioni 
segnate  (8)  può  esprimersi  solamente  per  le  coordinate  polari 
r,  9  ed  g). 

5.  Qui  si  può  osservare  di  passaggio  che  derivando  rispetto 
a  p  la  equazione 

co  s 

e  sostituendo  nella  equazióne  risultante  invece  di 

àp 


r 


il  suo  valore  tratto  dalla  precedente  si  ottiene 
dR«       j.    àS„  2»»-»-  1 


àp  àp         |/(p»-A')j/(p'-c') 
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espressione  cbe  può  esser  comoda  per  calcolare  i  valori  della 

derivata  — —  ana  volta  che  si  abbiano  le  espressioni  integrali 

di  S„. 

6.  Se  ora  si  soppone  di  volere  esplorare  V  intensità  dell' 
attrazione  o  repulsione  elettrica  soltanto  sopra  i  punti  situati 
sul  prolungamento  dell'asse  di  rotazione,  essendo  sopra  di  esso 
posto  pure  il  corpo  elettrizzato,  le  equazioni  delle  componenti 
della  forza  anderanno  soggette  a  varie  semplificazioni.  Così 
osservando  che  per  tutti  i  punti  dei  quali  si  tratta  si  ha  sem- 
pre o  6=  0"*  o  d=sl80'',  le  derivate  precedenti  segnate  (9) 

diverranno  tutte  nulle  ad  eccezione  delta  sola  -^   che  si  ri- 

dr 

durra  a 

^-1- 

r 
quindi  le  equazioni  contrassegnate  (7)  diverranno 

dtf du  éu ^       dtt ,. 

dr~dp'       A9~    '     d^~   ' 

cosicché  le  componenti  della  forza  risulteranno  per  p<,p'' 

,dS  /y     S'^^M^.r^R^^M^N^      dS^ 

X7     S''^  M**^  N°;»  M;^  N;^     dR;„  \ 

^(•2iiH-l)//ZM^^N^da)   "d^; 


m 


r=o ,     p"=o 

e  per  il  punto  posto  sul  prolungamento  dell'  asse  che  corris- 
ponde ^  p^ p"^  diverranno  invece 
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ii) 


R»  M°    N°    M„N„     dS. 


S 


fn  *•*  /»»*■'»»  **'i»»  *^»»  ^**^tn 


^  (2m+i)ffl  M%.N»„  d»      òp 


p'  =  0,       P"=0. 

da  dove  si  rìlera  che  per  tatti  i  punti  titaati  sul  prolaoga- 
mento  dell'asse  di  rotazione  tatta  la  forza  é  diretta  secondo 
Tasse  medesiinOy  ciò  che  facilmenle  si  scorge  iDdipendenlemea- 
te  dal  calcolo.  Tanto  in  queste  formule  della  forza  quanto 
nella  superiore  della  densità  abbiamo  inteso  tacitamente  di  Bvere 
fatte  eguali  le  due  eccentricità  b  t  e  in  tutte  le  funzioni  S^» 
^m.  f  Mm  ec.  .  .  .  che  le  contengono,  per  cui  le  formule  stesse 
vengono  a  risultare  indipendenti  dall'angolo  9.  L*  altro  angolo 
che  vi  rimane  é  vincolato  col  semi-asse  costante  of  dell' ellis^ 
soide  indotto  e  colFangolo  B  per  mezzo  della  relazione 

7.  Prima  di  continuare  lo  inviluppo  del  caso  proposto  rela* 
tivo  all'induzione  elettrica,  si  può  qui  brevemente  accennare 
come  si  distribuisce  un'eccesso  E'  di  elettricità  comunicata  dal 
di  fuori,  stabilito  che  sia  l'equilibrio,  sulla  superficie  di  un  el- 
lissoide di  rivoluzione  formato  di  materia  perfettamente  con* 
duttrice  isoiato  e  non  soggetto  a  veruna  azione  induttiva  este- 
riore; e  quale  è  la  forza  che  lo  strato  del  fluido  già  equili- 
brato esercita  sopra  un  punto  qualunque  dello  spazio.  Basta  a 
questo  oggetto  ricorrere  alle  equazioni  (a)  (h)  (e),  ed  introdur* 
vi  la  condizione  p^  zs=:co  mediante  la  quale  si  rimuove  la  pre* 
senza  del  corpo  eccitante  spingendolo  ad  una  distanza  infinita, 
oppure  l'altra  condizione  E  =0 ,  onde  il  corpo  medesimo  pri* 
vato  dell'elettricità  che  conteneva  non  possa  più  produrre  al* 
cnn  effetto  sull'ellissoide.  Se  dunque  si  riflette  che  per  (9^=c 
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si  ha  sempre  S*"»,  =  0  sia  l'uno  o  Taltro  il  metodo  che  si  ten-^ 
ga,  la  formula  (a)  darà  per  il  yalore  della  densità 


in 


e  le  altre  due  (b)  e  (e)  osservando  che  nciripotesi  di  p'^^roo 
si  deve  fare  uso  solamente  della  prima»  poiché  é  sempre  p<ip''j 
daranno 

Popò  avere  sostituito  il  valore  di  f  espresso  per  V  angolo  0 
nel  caso  di  6  ==  e  la  precedente  espressione  delia  densità  di* 
viene 

y_ EYii^^  —  e»  eos^e) 

m 

Pa  ciucila  poi  del  potenziale  si  desumono  le  derivate 

iu     _,,  dS„         iu       ^         du      ^ 
—  «E';j-?,      j-wO,        j-»0, 
óp  d^  d|X  dv 

i  valori  delle  quali  sostituiti  nelle  equazioni  (7)  ridurranno 
queste  ultime  alle  seguenti 

du  dS^  d|p^  .  du  ^j,,  ^   d^     !*!?  =E'il"   ^  • 

àr  àp    dr   '  AO  dp     dd  '  d^^  Ap     do)  ' 

dS 

talmentccbò  se  si  riflette  che  la  derivata  ---^  data   in    gene- 

rale  da 

dS,    _  1 


pel  caso  dell'eltiscoide  di  rirolaaiooo  dttrieae 

dS„  _  1 

Ap   "       p'  —  e' 

e  che  si    hanno  già   mediante  le  equazioni  (9)  i  valori  della 


1 


p  =  — 
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derivate  -^   ,  -r^   ,  -^^  ,  se  oe  deduce  che    con    semplici  so- 
dr       a9      Acù 

stitazioni  si  potranno  facilmente   ricavare  le  espressioni  delie 

componenti  della  forza  per  il  caso  che  si  tratta  di  f  =  e.  Esse 

risulteranno  date  nel  modo  che  segue 

EV       /  r^  —  c^  -f-  2c^  sen'  9        \ 

2p(p^  —  e*)!     "**  [/  Cir»  —  cy  ^-  4cV"  sen"5]/ 

•• 

EVc'  sen  9  cos  $ 

~  pip"  —  c')[/l(r*  —  ey  -+-  4c'  r'  sen'S] 

P  "  =  0 

• 

avendo,  ivi  p  quello  stesso  valore  dato  superiormente   in  fun- 
zione di  0. 

8.  Ritornando  adesso  al  nostro  caso  proposto  d' induzione 
elettrica,  passeremo  ad  introdurre  nelle  corrispondenti  equazio- 
ni sopraesposte  della  densità,  e  della  forza  i  valori  delle  fun- 
zioni Nm  Mm  in  coerenza  delKipotesi  di  i  =  e  ,  e  della  sup- 
posizione già  fatta  relativamente  alla  forza  stessa,  di  esplorare 
cioè  i  soli  punti  situati  sul  prolungamento  dell'  asse  :  in  tal 
modo  le  equazioni  medesime  si  preitenteranno  sotto  forme  un 
poco  più  semplici.  Cosi  ricavando  primieramonte  l'espressione 
di  Nm  da  quella  di  B^  già  esposta  sino  dal  principio  di  que- 
sta memoria,  col  cangiamento  della  variabile  p  in  v  o  cos  c^ , 
si  trova  dopo  avere  eseguite  le  derivazioni  indicatevi  per  m 
pari 

N    =a-      fn   (m-  1)  m:m-2)  (m  -  ì)(m  -  3) 

"       ^         2  (2m— ir  2.4    (2m— lX2m— 3)^. 


m 


/    >i\^    ^^ — ^^ — ^)  ....  5.  3.  i 
^      '    (2m— l)(2m— 3)  ....  (m4-l)  ' 


e  per  m  impari 
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N  =««_  fci^  _  »»      ^-»  ,  (m-lM«-3)         .m(m-2)  ^_ 

""*  2       (2m— 1)'  2.4  (2m— l)(2m— 37 


•  f<  *• 


»»-! 


-IT-    m(m-2)(m— 4)  ....  5.3 
^~    '     (2m— l)(t&»~3).  .  .  .  (m-f-2)  ^' 

nelle  qoali  si  è  posto  q  invece  di  cos  ^,  cà  abbiamo  omesso 
il  fattore  e**  comune  a  tutti  i  termini  stantecbè  verrebbe  esso 
a  sparire  abche  dalle  formule  precedenti,  nelle  quali  deve  so- 
stitnirsi  i[  valore  di  N^*  Nella  medesima  guisa  si  ricava  l'al- 
tra funzione  M;„  ,  e  si  trova 

Se  dunque  sì  riflette,  che  quando  6=0''  o  6  =  1^0'' ,  risulta 
pure  6  =  0°  0  (i/=  180"  ,  e  si  pongono  questi  valori  di  ^ 
nella  espressione  di  N,„  testé  ottenuta,  fatte  le  opportune  ri- 
duzioni^ si  otterranno  i  valori  di  questa  funzione  da  introdursi 
nelle  formule  più  volte  rammentate  espressi  come  segue 

.    .    -V  2.  4.  6.  ...  2m 

N;,    =     (     d=     1)' 


(m  H-  l)(m  H-  'i)(m  -h  3)  .  . .  2m 


ove  si  deve  far  uso  del  segno  superiore  o  dell'  inferiore  se- 
condochè  6  è  uguale  a  0'  od  a  180<*.  Se  ora  si  pone 

4;:  M"    K 


«  *^  m 

' 2m-i-l   fJlWZWZ^  * 


Cfi»  — 


e  dopo  aver  quivi  sostituito  i  valori  di  N,„  ,  M^^,  N^'m  ,  M^^^ 
si  eseguiscono  le  integrazioni  indicate  con  la  cura  di  estendere 
gli  integrali  a  tutta  la  superficie  dell'ellissoide,  fatte  le  ridu- 
zioni necessarie^  si  trova  collocando  il  corpo  elettrizzato  dalla 
parte  corrispondente  a  &  =  0» 

_(in-Hl)(mH-2) 2m 

'^~       2.4.6 2w 

I  prodotti  Cm  N^  verranno  dunque  dati  per  0=0"  o  5=180* 
JnnaH  di  Scien,  Mal.  e  t^i$,  T,  IL  giugno  1831.  17 
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<Ja  C„N„,=^(d=l)-, 

Siccome  poi  per  i  dati  uttmcrici  del  caso  da  noi  (rallato  ab- 
biamo ritrovato  risultare  poco  coDvcrgcQte  la  serie  rappre- 
sentante i'  azione  d^I  corpo  elettrizzato  ,  così   alla  sua  forma 

alialitica  abbianio  sostituito  il  termine  cc|uivalentc  l    "^ — ^ 

■al  ^ua|e  fra  i  dàe  segni  dei  numeratore  deve  «cegltersi  qilel- 
lo  che  viea  delermiiiato  dalli  <]ire2tQne  deU«  forza  rifariia  a| 
^entnt  deirt)Ilissoide  indotto,  e  i  sogni  del  denotnlliatim  cor-r 
rispondono  respeiiivamente  a  d:^;?  0,  e  9  =33  18tt^  Po^taiiio  bU 
tesi  i  precedenti  valori  di  C^ ,  M^  e  C»,  N^  »  <^  rilcnula 
questa  ultima  considerazioqo,  le  precedenti  formule  della  den- 
sità e  della  forza  segnate  {d)  (/*)  (jf)  diverranno  supponendo  cho 
Air«1li«9oid%  Mollo  Qon  sia  sialo  cotnniHcato  elcUrieiUi  4al  di 
^  fuori 

^   '  W  <f ' *-<?*)l/(/*''-«'«oV>)i^  '       2.  4.  6. . . .  :^lm  S'«,  " 

(T)    P  =  ,i(=t.-*       J^^  ^), 

Queste  s(W)  Fc  forme  sotto  le  quali  si  sono  adoprdle  le  cspres* 
sioni  della  deqsil^i  ^  della  forza  nel  0a|colo  numerico  della 
loro  valutazione* 

Tutte  le  formule  anteriori  racchiudono  an^bedue  i  casi  dcl- 
rellissoide  -di  rivoluzione,  poiché  se  esso  invece  di  esserle  al- 
Itttigato  come  finora  d  sialo  supposto ,  avesse  T  a«se  iiéguale 
l^à  piocolo,  o  fosse  compresso  basterebbe  cangiare  ^  in  — c^i 
ciò  che  nou  iuiroduce  immagiuarj  trelle  formulo  stesse, 

§.  III.  Valori  dei  coefficierUi  mlk  espressioni  integrali 

tktta  funzione  ^m» 

9.  Qu<^Uo  cbc  resta  a  farsi  pr'mìi  di  passi^re  airappUcazio- 


1 
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ne  delle  espressioni   superiori,  si  è  ricercare  le  espressioni  in- 
tegrati della  Funzione  S,„ ,  che  nel  caso  dì  A  =  e  diviene 

S^=(2mH..l)R.,  f  ^f  . 

A  (ale  uopo  conviene  prima  sostituire  il  valore  di  R;„  nel  de- 
nominatore della  quantità  posta  sotto  il  segno  integrale,  quindi 
coi  noli  .metodi  decomporre  in  parti  la  frazione  resultante,  ed 
eseguire  in  seguito  Tintegrazione  sopra  ciascuna  frazione  par- 
ziale. La  funzione  fim  9  di  cui  abbiamo  allra  volta  dato  la 
forma,  eseguite  che  siano  le  derivazioni  indicatevi,  per  m  pari 
resulta 

ti»    (m  — 1)      ,    ,     mfm— 2)    (m— l){m— 3)        ,, 
"  f^        2    (2m—\y  ^2.4      {:2m^ìy:lm--'òy 

•  li 

,  r      (ot— l)(m-3)  ...  3.  1       ^ 

'^  ~    '     (2m— l)(2»i— 3)  .  . .  (m-+-ì)  '  '' 

m 

ft  per  m  impari  risulta  invece 

« 

(m— 1)        m  ,   , 

R     =  0"" - fi*-^  e 


2        (2m-l) 
fm  —  l)(w  —  3)         m(m  —  2) 


^'"-'»  r^  .  . .  . 


2  .  4  (2w—  l)(2m  —  3)  ^ 

,  —    w(m  —  2Xm  —  4) . .  .'S.  3 

J-  i 1)         ! li r —    PC 

^^        '      (2m  -  l)^2w  —  3)  .* .  .  (m  ^  2)  ^ 
talmentechè  posto  2r=:  ^  ,  per  effettuare    la   decomposizione 


wt-l 


« 


sarà  necessario*  risolvere  le  equazioni  espresse  in  generale  per 
m  pari  da 

p(^  -  1)    „.,       i>(2p  -  2)  (2p  -  l)(2p  -  3)     . 
4i>  —  1  2.4       (4p  -  1)(4/»  —  3) 

.  (2p~l)(2p-8)./.3.1    ^    . 


a 
•  ••  » 
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ove  è  p=  "H"  i  ®  P^^  ^  impari  ponendo  p  =  — - — -le  equa? 
^ioni  da  risolversi  saranno  invece 

f^n  4/,^iir         "^      274"  (4;,-Hl)(4/)-l)       •••• 

^r_iy     (2/'-^-l)(2p-l)...5.3    .. 
^      ^  (4j)  H-  l)(4i>  — 1)...(2  p-t-  3)  / 

Se  ora  si  designano  con  a„  ,  a'„,  a"»  ,  a"'„  ...  le  radici  di 

una  qualunque  di  queste  equazioni,  e  con  \„  ,  A'„  ,  A"„  ... 

I  coefficienti  costanti  delle  varie  frazioni,  che  compongono   la 

quantità  posta  sotto  il  segno  integrale,  con  la  precauzione  di 

lasciare  la  lettera  senza  apice  superiore  quandi  tft  è  pari  e  si 

eseguiscono  le  integrazioni  fra  i  limiti  indicati,  riflettendo  che 

A'„  A"'„ 

tutti  \  binomii     --—  ■+■  A"„  ,     --^  -+■  A'V„  , ...  sono  nulli 

2»  «>  2o  „ 

come  può  verificarsi    facilmente    mediante  le    notp   proprietà^ 

delle  {adici  ;  la  funzione  S„  verrà  a  presentarsi    ncll'  uno   a 

nell'altro  dei  seguenti  modi  seqondoché  m  é  pari  od  impari 

_  (2«H-l)R„.rA'„_       jic  A^.  pc 

P"-  ^  C-+'      l2a'„  (f-a'„c')  "^  2«"„  (p'  -  a\c^) 

A*„ pc Am  ,      jOH-c-I 

fi        (2m+l)B.,r  c_     A\^  pc  A^^         pe.  . 


(-) 


loge^l 


2  -> 

Queste  equazioni  si  riferiscono  ad  un  ellissoide  allungato;  per 
un  ellissoide  compresso  bisognerà  sostituire,  come  altrove  fu 
dello,  ci/' — 1  in  luogo  di  e,  cosicché  attesa  la  nota  formuU 
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le  equazioni  superiori  per  l^ellissoide  compresso  verratoo  a  tra-^ 
.     sformarsi  nelle  seguenti 

^       (2m4-l)B^rA^^  ^      '    pe  A"^^  ^        pc 

.  .  .  .  —  A^^  ^  ^arc(tang=— M 


'ut 


p 


p       2a'„  (;>*  H^  a'^c') 


t  .  .  . — A;„^      ^arcftang= — \|  ; 


È  qui  dobbianto  avvertire  che  i  logaritmi  inclusi  nelle  prime 
due  espressioni  sono  neperiani,  e  che  nella  funzione  R^  conte- 
tinta  in  queste  ultime  s*intende  aver  fatto  il  cangiamento  di  à 
in  c|/" — 1. 

10.  Per  uno  degli  esempj  trattati ,  attésa  là  poca  conver- 
genza delle  serie  é  convenuto  proseguire  il  calcolo  fino  al  do-^ 
dicesimo  termine,  e  perciò  si  è  dovuto  spingere  la  risoluzione 
delle  equazioni  precedenti  fino  ad  m  =  12.  Inoltre  siccome  il 
fattore  della  funzione  S^^  racchiuso  entro  le  parentesi  presenta 
iiegli  esempj  stessi  tina  distruzione  nelle  cifre  d'ordine  più 
alto,  tanto  più  grande  quanto  maggiore  è  l'indice,  così  é  stato 
necessario  calcolare  le  radici  con  un  maggior  numero  di  cifre 
per  i  yalori  più  grandi  dell*  ìndice  stesso.  I  resultati  di  que^ 
sta  prima  parte  del  calcolo  sono  ordinatamente  trascritti  nel 
seguente  prospetto 
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Valori  delle  radici  delle  equazioni  B„  s='0 


m — 1 

o,  =0, 

• 

m~2 

o',  =  0,33333 

• 

• 

m=3 

«3  =  0,    • 

«'3=0,6 

m — 4 

a\  =0,  741356 

04"  =0,115587 

m=5 

«5=0, 

o's  =  0,821162 

as"  =  0,289949 

m — 6 

o'e  =  0,8694994 

V  =0,4371978 

V"  =  0,05693912 

m=7 

«7  =  0, 

a\  =  0,9008058 

aj"  =  0,5498685 

a/"  =0,1647103 

• 

m=8  Vg— 0,92215661 

ag"  =  0,63467747 

ag'"  =  0,27618431 

ag'v  _  0,033648268 

m— 9 

«9=0, 

«'9=0,9373342496 

<'=0,«9e»460125 

ag"'  =0,3762245144 

«,iv=  04051402826 

m—li) 

a',„=0,9484939263 

0,,"  =0,7483346284 

«.„'"— 0,4615973615 

a,.»*  =0,1878315676 

«,„>'=a0,022t€3S688i 

ms=ll 

«Il  =  0, 

a',.  =0,95693130762 

«,/'=  0,78688005591 

«,/"=  0,53312195124 

a.  ,'^=0,26946079136 

a„^=0,072653512921 

m=12 

«'..=0,96346127870 

«„"=0,S1742801327 

o,.'"=Q,592750i2773 

o„iv=  0,34494237943 

a.,^=0,l  3530001165 

auVi=  0,015683406607 

Con  quesli  valori  delle  radici  passando  a  calcolare  per  ciasche- 
duno ìndico  i  coefficienti  costanti  dei  varìi  termini  che  compon- 
gono la  funzione  S;^  ,  siamo  pervenuti  ai  resultali  trascrìtti  in 
c^uesto  altro  quadro 


Valori  dei  coeffieienii  costanti  A'",„  che  entrano  mila  espressione  della  funzione  S,„. 

■— ^ • 


1=0 

U=l 

«=3 
01=4 


A'   ?wf 
A,  =1 

A3  =  2,77778 
A'4 


2?/ 


M1S161 


A5  n  17,04000 


m=8 


m=10 


»=H 


A5'"  =  —  62,01561 


A' 


2a' 


6 


85,71112 


Ag'v  ^  208,4415 
A,  =  150,23752 

.^,=-274,50082 
^^'?-:;=SS5>846874 

A,  «  1488,97984 
^,=-2350.07770 
^  =2170,383109 

^  «o 

^'"'^^=  8763,564060 


916,653717 


A„  =16190,634527 


A,. 


fff 


A'. 


1 


A;'s=a»25o 

11,  n  —  3,47222 

2a', 

'^'-  12,4Si4I 

^^-=  —  14,M318 
2a 


5 


A*;' 


75,19767 


A"3  =  —  6,250 


A4'"  «  19,14063 


2ai' 


=!  —  29,68247 


A§ 


'ff 


088042 


Ay'v  =  _  718,90983 


4«« 


562,049030 


2«6"' 


VI 

2a;" 

A,'" 
2^ 


97,53267 


201,08305 


792,867987 


A8^  =  2527,41854 

^y,  «s  —  732»898271 
2a'^ 

^«.^  2816  JS 1465 

2aaiv 


A    " 


2oi„ 


-  =  4865438896 


,    -nj^-22102,451312 

A,. "=—118645,264297 

:12h-;i-  =20561,679967 
l2a'„ 

^iìL  =  88551,855960 
2«„»^ 

A,  ."'  =  435856,56120 


^i:^=  9620,336779 
2a,/ 

^=-6604,8118585 
2a'., 

^"'"'cr— 27667,335833 


^^  =  - 1629,00917 
Ao^  3s«  -  9017,57965 


A.„ 


ÌU 


*,i  I  » 


2a, 


Iti 


A  _^i 


IO 


7132,019695 


32553,46254 


2»,,^^ 


A  " 


2a,a 


7,  =  46610,206886 


2a.  ' 


=  101769,25404 


aV 

2a.,' 
A,^ 


2ou 


.;=  .-14899,516126 
-:?=— 31180,514642 


III 


-=69771,189802 


2a„ 

^^  =s  108592,37462 
2«./' 
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Mediante  le  precedenti  tavole,  le  espressioni  integrali  della 
S;;,  possono  essere  riguardate  come  conosciate  fino  ali*  ìndice 
m  =  12  per  ambedae  i  casi  deirellissoide  di  rivoluzione. 

§.  }y.   Valori  numerici  deUe  densità  per  un  ellissoide 

molto  allungato. 

11.  Premessi  i  resultati  della  prima  parte  del  calcolo  si 
può  adesso  passare  ad  esporre  quelli  delle  altre  parti  concer- 
nenti più  direttamente  la  valutazione  della  densità  e* della  for- 
za, cominciando  dal  caso  delTellissoide  allungato,  che  presenta 
maggiore  semplicità. 

Assumendo  per  unità  di  lunghezza  il  semi-asse  maggiore, 
che  si  é  supposto  dieci  volte  più  grande  degli  altri  due  per 
modo  che  la  superficie  dell'ellissoide  sia  rappresentata  datlV 
quazione 

l"*'  0,01  "^  0,01    ~    ' 

la  distanza  del  centro  delfellissoide  medesimo  dal  corpo  elet- 
trizzato consideralo  come  un  punto  posto  sopra  Tasse  delle  x 
sì  ò  presa  eguale  ad  1,7.  Abbiamo  espresso  per  1  la  quantità 
di  fluido  elettrico  comunicata  al  corpo  stesso^  cosicché  suppo- 
nendo di  prendere  per  unità  di  densità  quella  che  corrisponde 
ad  una  quantità  di  elettricità  eguale  ad  uno  distribuita  uni- 
Ibrmemente  sulla  superficie  di  una  sfera  di  raggio  pure  eguale 
ad  uno,  Tespressione  della  densità  contrassegnata  (d')  diviene 
in  questo  caso  particolare 

10  V(2»H-l)(''H-l)(m+.2)...2m  S"^ 


t/'(1— 0,99cos»^      2.4.6 2m        "S 


.-^N. 


fn 


Tale  scelta  della  densità  unitaria  offre  il  vantaggio  di  fare  rap- 
presentare alla  espressione  precedente  anche  il  valore  della  for- 
za esercitata  dai  due  corpi  sopra  un  punto  qualunque  della 
superficie  di  quello  indotto. 
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12.  Qui  sarà  utile  notare  che  la  serie  superiore  risulta  per 
ì  suddetti  rapporti  di  grandezza  tanto  convergente  ,  che  con 
impiegare  soli  cinque  termini  si  ottiene  un  approssimazione  di 
due  cifre  esatte  anche  negli  stati  di  minor  convergenza  cau- 
sati dai  particolari  valori  relativi  del  fattore  variabile 


[/'(ì  —  0,99  cos"^) 

Il  nostro  calcolo  é  stato  appunto  proseguito  fino  all'indice  m=5, 
cominciando  da  ricercare  i  valori  numerici  delie  funzioni  B,„, 
Sm  per  p  =  l  e  p  =  l,  7  corrispondenti  alla  superficie  dell'el- 
lissoide indotto,  ed  alla  posizione  del  corpo  elettrizzato.  Rela- 
tivamente poi  al  surriferito  fattore  variabile  ne  abbiamo  cal- 
colato il  valore  per  diciassette  punti  della  ellisse  generatrice, 
onde  si  ò  poscia  ottenuto  quello  della  densità  per  diciassetti; 
circoli  normali  all'  asse  di  rotazione  corrispondenti  ai  punti 
medesimi.  Nella  seguente  tavola  oltre  ai  resultati  finali  dell% 
densità,  ed  ai  correspcttivi  valori  delle  distanze  dei  circoli  dal 
centro  deircllissoidc,  sono  ancora  trascritti  ordinatamente  tutti 
gli  altri  resultati  dolle  varie  parti  principali  del  presento  cal- 
colo, ad  eccezione  dei  valori  di  N|„  relativi  ad  angoli  (/^supple- 
mentarj  di  quelli  ehe  vi  sono  registrati  poiché  attesa  la  compo- 
sizione, della  funzione  N;„  non  differiscono  da  essi  fuorché  nel 
segno  quando  l'indice  è  impari. 
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Resultati  delle  varie  parti  del  calcolo  della  densità  per  un  ellissoide  di 

rivoluzione  oblungo  avente  il  semi-asse  maggiore  eguale  ad  \  e  gli 

altri  due  eguali  ad  O,!»  elettrizzato  per  induzione  da  tm  corpo 

posto  alla  distanza  di  1,7  dal  suo  centro  sul  prolunganMntQ 

dell'asse  di  rotazione. 


Valori 
dell' 
indice 

« 

Valori  necessari!  al  calcolo  dei  coefficienti  A,. 

Valori  di  A^ 

Delta  B„ 
per  jj — l 

Della  ii„ 
perp=sl.7 

Della  S„ 
per   p — 1 

• 

Della  S„ 
perp=1.7 

m — 1 

R.=l,  000 

R,=l,700 

S.=  6,09 

S.  =0,441 

A.  =  —0,217 

m=2 

R,— 0,670 

R,=2,56 

S,=tl,66 

S,=0,287 

A,  =  -0,185 

m — 3 

Rj— Oi  406 

ll3=3,90 

i  83=21,88 

Sj=0,187 

.\3  =      0,150 

m — ì 

R.,=0, 235 

R4=5,98 

S4=»0,68 

84=0,129 

A4  =  —0,125 

m     5 

R  5— 0,133 

R.r,=:9,19    ì  Sr,=75,18 

8,-0,053  Iaì  ^     0,061 

Valori 

dell' 

angolo']/ 

Valori 
di^' 

« 

Valori  corrispoadcnli  della  funzioac  N^ 

m=l            m=2        i 

m=3 

■ 

m=ì 

w*=5 

M\ 

/'=100 

N,=1,000 

N,^0,C67 

N3=0,400 

N4=0,229 

N5^0,127 

•H". 

/'=58,5 

f(,=0,990 

N,=0,647 

N3=0,377 

N4=0,207 

X5=0,0ll 

•^17% 

/'=32,5 

N,=0,956 

N,=0,581 

N3=0,30l 

^4=0,138 

N5=0,006 

<|=26", 

r=22,3 

N.=0,899 

X, =0.475 

N3=0,tó7 

iN4=0,046 

N5=     0,001 

•^5",  24' 

r=17,l 

N,=0,815 

N,=0,331 

N3=0,053 

N4=    0,042 

Ns^— 0,005 

H^, 

/'=13,8 

N.=0,694 

N,=0,149  ■ 

N3=— 0,082 

N4-    0,095 

?f5=— 0,005 

'-M0% 

r=ii,5 

Ni=0,500 

N,=    0,083 

N3=    0,175 

N4=— 0,066 

N5=0,001 

'|/=75%31' 

r=10,3 

N.=0,250 

N,=— 0,271 

N> -0,134 

N4=0,036 

N5=0,O43 

é=W\ 

/'=10.0 

N,=0,000 

N,=-0,333 

N.,=0,000 

N4=0,086 

N5=0,000 

I 

] 
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Resultati  delle  varie  parti  del  calcolo  della" densità  per  un  ellissoide  di 

rivoluzione  oblungo  avente  il  semi-asse  maggiore  eguale  ad  1  e  gli 

aliri  due  eguali  od  0,1»  elettrizzalo  per  i induzione  da  uh  corpo 

posto  alla  distanza  di  1,7  dal  suo  centro  sul  prolungun^ntQ 

dell'asse  di  rotazione. 


Valori 
dell' 
indice 

Valori  nccessarii  al  calcolo  dei  coefficienti  X„ 

Valori  di  A» 

Della  li„ 
per  jj— 1 

Della  ii„ 
per  (3  =  1.7 

Della  S„ 
per   p—l 

« 

Della  S„ 
per|9~1.7 

m     1 

R.=1,000 

R,=:l,700 

S.=  6,09 

S.  =0,441 

A.  =      0,217 

m=2 

R,=0,670 

Ra=2,56 

S,=ll,66 

S,=0,287 

A,  a»  —0,185 

m=3 

R3=0i  406 

«3=3,90 

*  83=21,88 

S3=0,187 

A3  =  —0,150 

m — ì 

R,,=0, 235 

R4=5,98 

S4=*0,68 

84=0,129 

A4  =  —0,125 

m — 5 

R,— 0,133 

Rs— 9,19    i  S,— 75,18     S,— 0,053 

As  ^  -0,061 

Valori 

deir 

angolo']/ 

Valori 
di^' 

• 

Valori  corrispondenti  della  funzione  ìi^ 

• 

m=ì            m=2        j 

tn=Ì 

?«=4 

M*-5 

■i^\ 

/'=100 

N.=1,000 

N:.=-0,G67 

N3=0,400 

N4=0,229 

N5^0,127 

'i=8', 

/'=58,5 

f(,=0,990 

N,=0,647 

N3=0,377 

N4=0,207 

N5=Q,0ll 

1=17% 

/'=32,5 

N,=0,9a6 

N,=0,581 

N3=0,301 

N4=0,138 

N5=0,006 

f=26% 

r=22,3 

N, =0,899 

N,=0.475 

N3=0,«J7 

N4=0,046 

N5=    0,001 

•^35",  24' 

r=17,l 

N.=0,815 

N,=0,331 

N3=0,053 

N4=    0,042 

Nji:— 0,005 

Hf. 

f=13,8 

N,=0,694 

^f,=o,l49  ■ 

N3=— 0,082 

N4=    0,095 

N-5=— 0,005 

'pJo% 

/'=11,5 

N.=0,500 

N,=    0,083 

N3=-0,173 

N4=— 0,066 

N5=0,00i 

'^,=75%  31' 

i'=10,3 

N.=0,250 

N,=    0,271 

N3= -0,134 

N4=0,036 

N5=0,043 

'i»=90% 

/'=10.0 

N,=0,000 

N,=— 0,333 

N,=0,000 

N4=0,086 

N5=0,000 

.  (  275  ) 
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Il  più  leggero  esame  fallo  sopra  i  namcri  preccdenli  porlat 
a  concluderd  che  Tcccesso  dì  cletlricità  imparlila  al  corpo  coi- 
bcnle  lurbando  lo  stalo  nalurale  dell*  ellissoide  condattore  co- 
stringe colla  saa  forza  repulsiva  il  fluido  elettrico  di  questo 
secondo  corpo  a  traslocarsi  verso  la  estremità  più  lontana  , 
talmenleché,  stabilito  l'equilibrio,  i  punti  più  vicini  della  sa- 
pcrGcic  del  menzionato  ellissoide  si  trovano  maggiormente 
privi  di  fluido  ,  o  in  altri  termini  rivestiti  maggiormente  di 
elettricità  negativa,  mentre  all'opposto  quelli  più  discosti  ven- 
gono a  caricarsene  maggiormente  ,  o  ad  essere  ricoperti  di 
più  di  elettricità  positiva.  I  due  estremi  dell'  asse  maggioro 
resultando  i  punti  di  mìnima  e  massima  lontananza  sono  quel- 
li nei  quali  il  fluido  elettrico  si  trova  in  nfiassìmo  difetto  ed 
in  massimo  eccesso.  La  legge  con  cui  varia  la  distribuzione 
della  elettricità  data  dai  numeri  della  trascorsa  tavola  ci  m^ 
stra  ancora  che  all'estremo  del  semi-asse  milggiore  posto  dalla 
parte  del  corpo  elettrizzato  la  elettricità  negativa  ha  in  inten- 
sità un  valore  assai  più  grande  di  quello  della  elettricità  po- 
sitiva situata  alPaltro  estremo;  ma  procedendo  verso  il  mezzo 
dcireilissoide  la  priiria  decresce  con  più  rapidità  della  seconda 
del  che  è  facile  rendersi  ragione ,  riflettendo  che  devo  essere 
nulla  la  somma  delle  quantità  dì  fluido  di  tutti  i  punti  della 
superfìcie  prese  col  suo  segno  respeltivOf  poiché  abbiamo  sup-' 
posto  rdlissoide  indotto  allo  stalo  naturale. 

^.  V.  Valori  numerici  della  densità  e  della  forza 
per  un'ellissoide  molto  compresso. 

14.  Passiamo  adesso  alla  esposizione  dei  resuUati  ottenuti 
nel  secondo  caso,  in  cui  si  considera  un  ellissoide  compresso. 
Ivi  ciascuno  degli  assi  eguali  é  stato  supposto  venti  volte  più 
grande  di  quello  di  rotazione,  talché  assumendo  per  uniià  di 
lunghezza  il  quarto  di  essi,  la  superflcìe  delFellissoide  contem- 
plato verrà  data  dalla  equazione 

2  2  2 


0,01        4  '    4 


(  277  ) 
ta  quanlilà  di  fluido  elettrico  comunicata  al  corpo  coibente 
designata  superiormente  con  E  si  è  espressa  per  10 ,  ed  ab- 
biamo posto  il  corpo  medesimo  alla  distanza  1  dal  centro  del 
disco  :  onde  rtteoendo  V  unità  di  densità  quale  si  è  adottata 
anteriormente  per  l*  ellissoide  oblungo  ,  e  la  stessa  condizione 
rispetto  al  corpo  indotto,  di  non  avere  cioè  ricevuto  V  elettri- 
cità dairestemo,  le  formule  sovraesposte  segnate  (d'j  e  (f)  di- 
vengono per  gli  attuali  dati  numerici 


17»  =  00 


10 y  (2m.4-l).(ffl-f-l)(»»-f-2)-2i>t  S",,  j^. 

V  (0,01-h3,99  cos'd,) ^  2.  4. 6.  .... 2»»  'S'» 

per  i  rapporti  di  grandezza  pocanzi  indicati  succedo,  come  al- 
tra volta  è  statò  avvertito,  che  le  serie  presentano  poca  con- 
vergenza meno  che  quella  della  forza  nel  supposto  che  si  pren- 
dano a  considerare  dei  punti  alquanto  distanti  dalla  superficie 
del  disco.  Abbiamo  pure  notato  che  per  supplire  a  questo  in-  • 
conveniente  ci  è  convenuto  proseguire  il  -calcolo  fino  alTindi- 
ce  m  =;;12.  In  tal  modo  ne  sono  provenuti  valori  da  repu- 
tarsi esatti  nelle  prime  due  o  tre  cifre  anche  negli  stati  più 
svantaggiosi  per  la  minor  convergenza, 

15.  Oltre  ai  valori  dello  funzioni  B,„  ed  S^  per  p=0,l  e 
p=z\  corrispondenti  alla  superficie  del  disco,  ed  alia  posizione 
del  corpo  elettrizzato,  per  la  valutazione  della  forza  sono  ne- 

cessarii  ancora  quelli  delle  derivate    -^- *"  ridotte  per  i  valori 

dp 

di  p  determinanti  le  posizioni  dei  punti  nei  quali  si  vuole 
esplorarne  la  intensità;  ma  siccome  per  calcolare  queste  deri^ 
vate  si  è  fatto  uso  della  equazione 

dS^      S«  dR^        2m-hl     1 


dp       R^   dp         p^'-^-t'  R^ 
la  quale  d'altronde  esige  che  siano  ^ià  calcolati  i  valori    nu* 


(■278  ) 

dR 

merici  delle  R;„  ,  S„, ,  — -^  ,  cosi  riporteremo  latti  i  resultati 

di  queste  funzioni  collocandoli  in  due  quadri  distinti  formali 
resgetliTamcnte  dei  valori  ottenuti  dalle  funzioni  R„^ ,  S;,,,  e 
dalle  loro  derivate.  In  una  tavola  susseguente  si  raccoglie- 
ranno i  valori  dei  coeficienti  A^  j  quelli  della  funzione  N^,,  e 
della  quantità  H  tralasciando  quei  valori  di  N;,.  che  corrispon- 
dono ad  angoli  supplementarii  come  si  è  fatto  nel  caso  dell* 
ellissoide  allungato.  Un  ultima  tavola  separata  conterrà  i  re- 
saltati finali  de4la  densità ,  e  ^ella  forza  relativi  ai  diversi 
punti  determinali  dalle  ascisse  ,  o  dai  valori  di  p,  che  vi  si 
trovano  di  fronte  trascritti.  j 
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Valori  della  funzione  B„  per  alcuni  valori  di  p. 


Valori 

deir 

indice 


m=2 


m=3 


m=6 
»n=7 
m=8 
»ii=9 
m=clO 


m^ll 


Della  B„ 
per  p=0,l 

R  .=0, 100 
R,=l,340 
R3=0,2404 
R4=l,399 
R5=6, 3835 
R6=l,  448 
R^=0,5300 
R8=l,505 

R9=:0,6812 

R,„=l,574 
Ru=0.8386 


Della  R„ 
pnr  |9=0,6 

R,  =0,600 
R,  =1,690 
R3  =1,634 


R/.  = 


Della  n„ 

per  p  =  1 

R,  =1,000 


Della  R 


m 


per  />=1,4 


R,  =1,400 


R3  =2,330  R,  =3,290 


R3  =3,394 


R- 


Rb  = 

R/= 


2,725 
3,310 
4,732 
6,164 


m=l2  R.j=l,657 


Rg  »=8,442 
R9  =11,24 
R.=15,19 


R4 


R5 
Re 


:5,785 
:9,224 
=15,05 
:24,32 


Rg  =39,41 
Rg  =63v76 
R,=t03,2 


R3  =6,096 


R4 


«5 

«6 

R, 


:11,91 

:22,85 
:43,99 
=84.54 


Rg  =162,5 
R9  =312,1 
R.„=599,5 


R„=20,35  .R„=166,9  ,Rm=115ì 


R  ,,=27,39 


R  ,,=270,1 


E„=2211, 


(  280  ) 
Valori  della  derivata 


~-  per  alcuni  valori  di  p. 


Valori 

dell' 

indice 


m 


s=l 


m=2 


m=3 


m 


=4 


m 


m 


=6 


IR 


=7 


m 


=8 


fn=9 


Derivate  -~ 
per  /J^^O,  6 


dB, 
-di 

dB, 
dBa 


=1,000 


=1,200 


dp 
dB 


c=3,474 


dp 
dBs 

dRfi 
dp 

dB 


^=4,968 


=9,226 


=13,83 


dp 

dBg 
d/, 

dB 


Z-=22,31 


.=33,44 


Ì-=50,85 


«1=10 


dp 


m=ll 


m=12 


dp 

dB,. 

d/, 

dB„ 


=75,20 


=111,2 


=162,2 


Derivate  -r-^ 
dp 

per  ^=1 


dB, 

dp 


=1,000 


dB 


2 


do 

dB3 


-=2,000 


dp 

d£4 
do' 

I 

dBs 

do 

dBe 

dp 

dRj 

dp 

dBs 
dp 

Bd^ 

dp 

dB.„ 

dp 

dBJ, 
dp 

dB., 
dp 


=5,394 


=10,84 


=22,09 


=42,24 


=79,48 


=146,1 


=265,1 


=475,1 


=843,5 


=1485, 


Derivate  -?=■ 
dp 

per  j9=l,4 


dB^ 
d; 

dB^ 

¥ 

d^ 

dB4 

dp 

dB^ 

dp 

A^ 

dp 

dB; 

dp 

dBg 
dp 

dB 


=1,000 


=2,800 


=8,274 


=20,55 


=49,07 


=112,2 


=250,4 


=547,7 


9 


d-p 

dB^ 

dp 

dB„ 

dp 


=1180, 


=2512, 


=5296, 


=11080, 


(  2él  ) 
Valori  della  funzione  S„  per  alcuni  valori  di  p. 


Valori 

dell' 

indice 


fn=:l 


m=4 


m=7 


m=9 


Della  S«* 
per  /3=0',1 

S.  =0,6946 
S,  =0,6502 

53  =0,6136 

54  =0,5811 

55  =0,5514 
Se  =0,5237 
S-  =0,4'977 
Ss  =0,4732 
S9  =0,4501 


Della  S 


m 


m=10IS,„=0,4282 

S„=0,4075 

12  S„=0,3878 


per  0=0,6 


S,  =0,4630 
Sa  =0,3407 

53  =0,2521 

54  =0,1870 

55  =0,1388 
Se  =0,1032 


Della  S 


m 


per  p^:=l 


S,  =0,3353 
Sa  =0,2055 

53  =0,1265 

54  =0,07800 
Ss  =0,04814 
Se  =0,02928 


S,  =0,07672  S7  =0,01836 
Ss  =«,05707  Ss  =0,01135 
S„  =0,04246  So  =0,007012 


S,„=0,03160 
S„=0,02351 
S,a=0,01750 


S,„=0,004334 
S„=0,002679 
S,»=0,001656 


Della  S 


m 


per  j9=l,4 


S.  =0,2463 
Sa  =0,1274 
Sa  =0,06614 
S4  =0,03437 
Ss  =0,01788 
Se  =0,009304 
Sj  =0,004821 
Ss  =0,002521 
S9  =0,001312 
S.,=0,0006833 
S„=0,0003558 
S,a=«,0001852 


1 
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Valori  della  derivata  -r^  per  alcuni  valori  di  p. 


Valori    L    .    •      dS„. 
deir     |DerivaCa  — 

per  p=0,6 


ìd  dice 


m=s2 


m=3 


m=4 


mssS 


111=6 


m=;7 


m=9 


m=10 


m=ll 


m=12 


dS, 


àp 


-=—0,3777 


Derivata  -—^     1     Derivala 


^ 


n» 


^:=-0^382 


dp 


dSj 


dp 


=-0,4439 


dS 


dp 

djs 
d), 


L4_=_0,4183 


=—0,3770 


dS 


«  _ 


dp 

dSy     _ 


—0,3295 


0,2817 


dp 

dS 
dp 

dS,. 


=—0,2369 


9   _ 


dS„ 


=—0,1966 


=—0,1614 


dp 
2dS„ 


=—0,1314 


d. 


=—0,1062 


dp 

dS, 
dp 

<rs3 
dp 

dS^ 
dp 

dSs 
dp- 

ds; 

dp 

dSy 

"dp" 

dSg 
dp 


=—0,2659 


=—0,2536 


=-0,2123 


=—0,1656 


=—0,1237 


=-  0,08966 


=^0,06362 


=-0,04437 


dp 

dS 
d7 


-=—0,1842 


=—0,1470 


dSa 


=—0,1032 


dp 
**^*=-0,06769 


dp 

dS5 
dp 


=—0,04251 


dSs 


dp 


;=— 0,02593 


àS, 


9_ 


dp 

dS, 


do 

i 

d_SM 
dp 


=—0,03056 


•=-0,02082 


=-0,01407 


dS, 


2 


dp 


0,009440 


dp 

dSg 
dp 

d^5, 
dp 


-0,01554 


=—0,009088 


9_ 


=—0,005270 


dS. 
àp 

dS., 
dp 


=—0,003024 


=—0,001720 


*'^'4=_0,0009722 


t 
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Seguono  i  valori  della  quanlUd  l\  €  della  funzione  N 


m 


Valori 

dell' 

indice 


m=l 
m=2 


fn=4 

fn=5 

01=6 

m=t 

tn=8 

m=9 

in=10 

fn=11 

m=12 


Valori  di  V 

ed  N„ 

per  (|r=:59%55' 

r  =  0,4969 
N,  =0,5013 
N,=— 0,08207 
Nj  =-0,1748 
N4  =—0,06652 
N5  =0,01105 
Ne  =0,02233 
Ny  -0,008415 
Ns  =-0,001395 
Ng  =—0,002811 
N,«,=— 0,001059 
N,,  =0,0001736 
N„  =0,0003524 


Valori  di  /' 
ed  N„ 
per  (i-=70',25' 

V  =  0,7386 
N,  :=0,3352 
\,  =—0,2210 
N3  =  —0,1634 
N4  5  0,002041 
N5  =  0,04220 
Xg  =  0,01363 
X;  =-0,006055 
N8=— 0,005454 
Ngc  -0,0003083 
N,. =0,001264 
N„  =0,0005011 
N,3--0,0001488 


Valori  di  t 
ed  N„ 
per  sp  =  80'',20' 

t  =  1,429 
N,  -0,1679 
N,  =  —0,3051  ' 
N3  i  -0,09601 
N4  =  0,06234 
N5  =  0,03485 
Ne  =—0,009890 

j 

N7=— 0,01043 
N8=  0,0007331 
Ng  =  0,002742 
N.os  0,0002766 
N,, =-0,0006408 
X,,=-0,0001769 


Valori  di  l 

ed  N„ 
per  d/=90' 

f  =  5,000 
N,  =  0,0000 
N\  =  0,3333 
N3  =  0,0000 
"Ni  =  0,08572 
N5  =  0,0000 
iVs  =  —  0,0216< 
N;  =  0,0000     ' 
Ns  =  0,005439 
Ng  =  0,0000 
N..=  -  O,00l36i 
N. ,  =  0,0000 
N.,  =  0,0003411 
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Resultati  del  calcolo  numerico  della  densità  e  ddla  forza  per  un  ellissoide  di  ri- 
voluzione compresso  avente  il  semi-asse  minore"  eguaie  a  0,1  e  gli  altri  due  eguali  U 
2  3    elettrizzerò  per  induzione  da  un  corpo  posto  alla  distanza  1  dal  suo  centro 
sul  prolungamento  dell'asse  di  rotazione. '        


Valori  della  densità  X 
corrispondenti  alle  ascisse  x 
contale  dal  centro  del  disco 
sopra  un  semi-asse  maggiore. 


Ascisse 


i 

t 


r  =  1,10 
r  =  1,49 
r  =  1,73 

=  1,88 

r  =  1,97 
r=  2,00 


a  co  b  0 
Q«  S  u  « 

tm   co  *rs    u 
^   ^    O    ^ 

•s       * 

aJ5  ^ 

Vi 

X  =  — 13,92 
X  =  —   4,25 
'X  =  —   1,07 
X  =  0,59 
X  =  2,21 
X  =  6,24 


0 

o  u 

Gu.ee 
«  «♦• 

'C   co 

o  z: 

•«  :::; 

.^    0 
«g    co 

0 


X  =  1,50 
X  =  1,71 
X  -  1,93 
X  =  2,33 
X  =  2,91 
X  -  4,31 
X  =  5,14 


Valori  delle  due  parli  componenti 

la  forza  P,  e  della  P  medesima 

per  i  corrispondenti  valori 

di  p  posti  di  contro. 


X  =  24,23      Ix  ^  24,23 


u 
O 


I 

(^=  180" 
ip=  180 
(//=  180" 

i-r  180" 


/9=0,6 
j»=0,l 
(3=0,1 
pO.6 
P=l,0 


0 

o  «•,2 


62,50 
62,50 
12,346 
8,264 
3,906 
2,500 
1,736 


9 
0 

0    W 

>  12 
O  ^ 

»<« 

ce  ns 


2  s 


—  0,933 

—  3,643 
—10,410 

—  6,767 

—  2,419 

—  1,187 

—  0,617 


a 

o 


o 


«  § 


P  =  61,57 
Pi— 66,14 
P=— 22,76 
P  =  1,497 
P  =  1,487 
P  =  1,313 
P  =  1,119 


16.  Esaminando  i  numeri  di  questa  ultima  tavola  se  ne 
inferisce  in  un  modo  analogo  a  quello  adoprato  per  rdlìssoi- 
de  oblungo,  che  la  repulsióne  del  fluido  elettrico  raccolto  sul 
corpo  eccitante  obbliga  il  fluido  del  disco  che  trovasi  allo  sta- 
to naturale,  a  trasportarsi  nelle  parti  più  discoste,  cioè  verso 
il  bordo,  onde  mettersi  in  equilibrio  fra  la  repulsione  stessa 
le  azioni  proprie  e  quelle  della  materia;  cosicché  stabilito  cbe 
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sia  qaesto  equilibrio,  la  faccia  del  disca  posla  dalla  parte  del 
suddetto  corpo  per  l'estcasione  circa  dei  tre  quarti  del  rag- 
gio rimane  priva  di  fluido,  e  come  altrimenti  suol  dirsi ,  co- 
perta di  elettricità  negativa,  mentre  l'altra  faceta  si  eartea  da 
per  tutto  del  fluido  rimosso  o  di  elettricità  positiva.  Il  centro 
della  prima  faccia  come  più  prossimo  al  corpo  coibenlCji  deve 
necessariamente  risentirne  l' aziono  più  di  lutti  gli  altri ,  e 
quindi  restare  maggiormente  mancante  di  elettricità  all'oppo- 
sto dei  punti  collocali  sul  bordo  che  per  essere  più  lontani 
debbono  rivestirsene  più  di  qualunque  altro. 

Quanto  alla  forza  esercitata  dai  duo  corpi  «  si  può  osser- 
vare che  tutto  airintorno  del  disco  essa  è  della  stessa  natura 
di  quella  emanante  dal  corpo  tlettrizzato^  ossia  6  una  rcpoU 
sione  o  un  attrazione  sccondochè  positiva  o  negativa  ò  la  elet- 
tricità impartila  al  corpo  medesimo^  poiché  la  difTercnza  roa« 
nifestata  dal  segno,  da  cui  sono  afletti  i  numeri  della  prece- 
dente tavola,  si  riferisce  unicamente  alla  direzione  della  forza 
rispettp  al  centro  del  disco.  Gli  stessi  numeri  ci  fanno  vedere 
ancora  che  dalla  parte  opposta  a  quella  ove  trovasi  il  corpo 
coibente  più  volte  ranumentato  per  piccole  distanze  dalla  su- 
perficie dcir  ellissoide  la  forza  va  decrescendo  lentamente»  È 
però  facile  persuadersi  che  ella  va  diminuendo  con  moUa  ra- 
pidità a  distanze  notabili:  perciocché  risaltando  allora  le  di- 
stanze prossimamente  eguali  per  tutti  i  punti  della  superficie 
del  disco^  la  forza  esercitata  da  ciascun  elemento  superficiale 
viene  a  risultare  prossimamente  proporzionala  alla  densità,  ma 
siccome  è  nulla  la  somma  delle  quantità  di  fluido  che  rive- 
stono i  suddetti  clementi  superficiali^  prese  col  suo  segna  re- 
spettivo,  ne  segue  ehe  la  forza  totale  vieae  a  ridursi  a  quella 
sola  forza,  che  proviene  dal  corpo  elettrizzato,  la  quale  agi- 
sce in  ragione  inversa  del  quadrato  della  distanza  dal  corpo 
stesso  consideralo  coqi.c  raccolto  nel  suo  centro. 


AAAiS 
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'■    ■  "         .       Il        = 

TRASFORMAZIONE  DI  UN  PRODOTTO  DI  n  FATTORI 

NOTA' 

BEIi  MG.  P.  TARUT 

Professore  Ai  Matematiche  in  Genova 


Nel  tomo  2.''  del  giornale  del  sig.  Terquem  (Nov.  Add.  de 
Math.  T.  IL  p.  454)  trovasi  enuDciata  la  seguente  quistione. 
Si  ha 

4a,  a^  =  (ai  -4-  a^f  —  (a,  —  ai)% 

24a,  aj  ai  a=s  (a,  -f-  a,  H-  «s)^  —  (a,  «f-  o^  —  a3)3 
—(a,  H-  aa  —  a^)'  —  (aa  -f-  «3  —  «i)^: 

trovare  la  legge  di  decomposizione  analoga  per  un  prodotto 
di  n  fattori. 

Sia 

A/i  i=i  «I  -f-  a,  -H  fla  H-  .  •  .  .  H*-  o«  > 

r 

ed  indichiamo  con  1  A„  (1,  %.  ..m)  la  somma  delle  quantità 

r 

che  si  deducono  dalla  A„  cambiando  i  segai  ad  i»  delle  let- 
tere ai  ,  a,  9  .  •  .  Oii ,  e  facendo  tutte  le  combinazioni  possi* 
bili ,  il  numero  di  (ali  quantità  sarà  evidentemente  uguale  a 

n{n  —  1) . . .  (n  —  m  -f-  1\ 
1.2.3..  .«1  ' 

che  rappresenteremo  per  brevità  coi  simbolo 

Pooiamo 

(1)     S„  =  a"-2A"  (1)  -h 2A;(ì,  2)  _...-f-(-l)''2A;  (1,2,...«) 

Egli  è  chiaro  che  sviluppando  per  le  potenze  di 

n 

a«,2A„(l,2,  ...m), 
avremo  per  termine  generale 
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("  )  «^'(ia':,  (1,2, ...  m)  +  (-1)"-'»  2a'.\  tl,2, ....(«-!)]) 

eccetto  però  il  caso  di  m=nj  in  cui  avremo  sóltaoto 
Ciò  posto  il  lermiQe  generale  nello  sviluppo  di  S/,  sarà 

-+.  {  -  t)-«  2a2,  [1, 2,  .  .  .  (»-l)]]  , 

il  quale  si  annullerà  quante  volte  il  numero  n  —  pi  è  pari»  e 
si  ridurrà  per  n — pi  impari  a 

2  Cp^  )  «n  \1  -  2a1\  (l)+ ...  +(-1)-  2a';.^C1,2,  ...  (n-1)]]. 

Considerando  la,  serie  dentro  parentesi  avremo  allo  stesso  mo- 
do per  termine  generale  del  suo  sviluppo 


y  -r 


2  (^;  )  a^:;  '  [  a;_,~ia;ji)^  ...  -H(_ir  2A,:,[i,  2, ...  («-2)]]^  ■ 

oppure  zero,  secondo  che  pi  — p^  è  impari  o  pari. 
Cosi  proseguendo  e  nella  supposizione  che 

^*  —  J^i  5  pi  —Pi  9  P2  —  P3  >    •    •    •  P/i'i  —Pfi 

siano  tutti  numeri  impari ,  arriveremo   evidentemente   ad   un 
termine  generale 


2  ^;-')  «':;?[  k:-  <'j^)^  -  -^-m)-"  2<:,(i  a  .■  («-.a)]] 


in  cui  sarà  p^  =  l. 
Ora  la  quantità 

(2)     A,,-^  —  2A„.^  (1)  +  .  ,  ,  -+-  (— l)-.**  rA;,Va  (1,2, ...  (n-itx)] 
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sarà  nulla  fuori  il  solo  caso  di  An~^=  Oi  cioè  di  fji=n  —  1, 
Infatli  consideriamo  in  generale  una  delle  iQllere  che  entrano 
in  An^fi  j  per  esempio  a^  ;  questa  lettera  si  troverà  in 

lAn^fjt  (1,2,  ...m) 

col  segno  positivo  tante  volte  per  quante  combinazioni  si  pos- 
sono fare  con  n  —  [x  —  1  oggetti  presi  ad  jn  ad  m,  e  col  se- 
gno negativo  tante  volte  per  quante  combinazioni  si  possono 
fare  con  n  —  fx  —  1  oggetti  presi  ad  m  —  1  ad  m  —  1,  cioè 
sarà  a^  moltiplicata  per 

e  però  neirespressione  (2)  si  troverà  avere  per  fattore  la  serie 

i-rrvrr*)--'-')-'- 

■1=2(1— 1)«-/^'=0. 


1 


n — /*— 1\  /"-"/^ — ^ 


-(T~>--("~r  ■)-'-"-' 


Se  però  fx  =  n  —  1,  allora  la  (2)  riesce  ==2ai . 

Ma  perché  possa  arrivarci  alla  (2)  con  [JL=:in  —  1  senza 
che  ninno  de'termini  generali  de'preccdenti  sviluppi  si  sia  an- 
nollato,  è  necessario  che  tutte  le  diOTerenze 

siano  uguali  all'unità,  cioè  che  sia  />i=  n  — 1. 

Adunque  nello  sviluppo  del  2.""  membro  della  (1)  tutti  i 
termini  che  contengono,  potenze  di  an  superiori  alla  prima  si 
distruggono  e  rimarrà 

S/2  =  znafi  S/j-i  , 

allo  stesso  modo  è 


S,  =  2.2a,Si 
S|  =  2ai  . 
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Molliplicando  queste  equazioni  tra  loro  e  togliendo  il  fat- 
tore comune  S/i-i  S/1.9. .  «  Sa  S|  otterremo 

Sv2=  2'*.  1.  2. 3  •••  n,  a't  0-2  a^  »  •  •  a,i  . 

Poiché  in  generale 

2a"  (1, 2„ ...  m)  =  (-1)'*  2a"  [1,  2, ...  (n  -  m)] 
la  (1)  si  può^  scrivere  così 

S„=2[  a;;  _2A:(1)h-...-H-1)^2A:(i,  S,...*^)] 
per  n  impari,  ed 

-5„=2[  A^  -  2A:(1H-  ...  H-(-l)^'  2A:(t,2,...  !~  )] 


n 


(-1)'  2a:(ia...|-) 


per  n  pan. 

La  quantità 


2A:(1,2,...|) 


contiene  un  numero  pari  di  termini,  i  quali  sono  a  due  a  due 
uguali,  e  se  indichiamo  con 

2A:(t2,...|) 

Il  • 

la  somma  di  quei  in  un  tra  le  —  lettere  a   prese  negaliva- 
mente  vi  si  trova  la  ag ,  avremo 

2A:3(i,2,...|)=m:(r,2,...|) 

e  per  conseguenza  le  formole 

2'*"*.  1.  2.  3. . .  n.  ai  a^  03 . . .  O/t 

=  a:-  2A(1)h-  2a:(1,  2)  - ...  H-H-rW  (1,2,....  ^) 
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per  n  impari;  e 

2'*'^  1. 2.  3.  nui  «2  «3  ...  an 


n— 2 


a:-  2a:(1) +2^:  ci,  2)  ^ . . .  -+.  (-i)  »  iaj\,  %\-) 


n 


(-1)'  va;;(i,2,3,....^) 


per  n  pari. 

Così  per  n  =  3  si  ottiene  1*  equazione  data  negli    Annali   del 

sjg.  Tcrqucm  :  per  n  =  4  si  ha 

192.ai  tta  aa  a4  =  (ai  -f-  aa  -+-  03  •+•  04)^  —  {ai-+-aa-+-«3 — «4)^ 

— (a,  H-  a,  -+-  a4  —  03)^  —  (a,  H-  03  -h  04  —  a,)* 
— (aa  -H  a3  -h  04  —  a,)4  -f-  (a^  -h  aa  —  a4  —  «i)^ 
H-(a3-+-a4  — aa  —  ai)4  -4- («3 -4-04  —  a^  — a,)4. 
Genova  22  maggio  1831. 

— ~  ■■■■!■■-  -.11  I  I     ■     I     I      ^ .      r  ~-— — --g—gga^a— =a 

SOPRA  UNA  MEMORIA  DEL  SIG.  LIOUVILLE 
INTORNO   ALLA  TEORLA  GENERALE  DELLE  SUPERFICIE 

OSSERVAZIONI 

BEL  PROV.  D.  CHELINI 

delle  S.  P. 

In  una  Memoria  comunicata  ali*  Accademia  francese  delle 
scienze  il  14  aprile  1851,  il  sig.  Liouville  espone  il  soggetto 
del  suo  lavoro  in  questi  termini  : 
—  »  Supponendo  che  il  trinomio 

Edi4*  -h  2FdMdtJ  -H  Gdi;* 

esprima  il  quadrato  d^^  deirelomento  di  una  linea  qualunque 
segnata  sopra  una  superficie,  il  sig.  Gauss  ha  fatto  vedere  che 
il  prodotto  RRj  de  raggi  di  curvatura  principali  della  superfi- 
cie in  ciascun  punto,  non  dipende  che  da'coeflBcienti  E,  F^  G, 
e  dalle  loro  derivate  prime  e  seconde,  e  che  ò  quindi  il  me- 
desimo per  due  superficie  composte  degli    stessi    elementi  li- 


(  292  )  . 
lineari  ds.  L'eguaglianza  dc'valori  corrispondenti  del  prodoUo 
RRi  per  due  superficie  cosi  legate  tra  loro,  è  stala  in  appres- 
so stabilita  o  piuttosto  verificata  con  metodi  più  facili ,  ed  io 
medesimo  ne  ho  dato  un  nuovo ,  nelle  mie  recenti  lezioni  al 
Collegio  di  Francia,  che  mi  sembra  il  più  semplice  di  tutti. 
Ma  siffatti  metodi  non  danno  il  valor  generale  di  RR|  ,  né  io 
voglio  su  particolarità  di  questa  specie  attirare  V  attenziou 
deirAccademìa.  La  questione  veramente  importante  che  si  do- 
veva qui  proporre,  era  di  arrivare,  con  non  troppo  calcolo,  alla 
formula  che  il  sig.'  Gauss  ha  trovato  per  esprimere  il  prodotto 
RR,  ,  qualunque  siano  le  variabili  ti,  v;  si  doveva  pur  cercare 
di  scrivere  il  risultato  sotto  una  forma  nitida  e  concisa;  infine 
si  doveva  legare  rcspressionc  ottenuta  ad  altre  quantità  geo- 
mei  riche.  >y 

»  Io  credo  di  aver  raggiunto  lo  scopo  proposto.  Per  mez- 
zo di  un  calcolo  assai  facile,  e  che  inoltre  conduce  ad  altri  ri- 
sultati importanti,  trovo  che  ponendo  D  =  l/(EG  — ^^  F'),  si  ha 

— 2D_  d     1/dG      F_dG_      dFx      A   * /^  J ''^    l^^i 

^^      RR,~dw  D\dii"'"G"  d7~      d^/"^  di  D  Vd^      G"duA 

Al  presente^  e  senza  aver  bisogno  dì  conoscere  il  mio  me- 
todo, i  geometri  possono  verificar  questa  formula.  Essi  non 
hanno  che  a  sviluppare  le  diSerenzìazioni  indicate  ,  e  ritrove- 
ranno la  lunga  formula  del  sig.  Gauss  ,  della  quale  ho  data 
così  l'esprcssion  concisa.  » 

)}  Frattanto  sia  p^  il  raggio  di  curvatura  geodcsica  della 
linea  (u),  voglio  dire  defla  linea  segnata  sulla  superficie  in 
virtù  di  questa  condizione  :  u  =  cos/an/e;  similmente,  sia  p^H 
raggio  di  curvatura  geodesica  della  linea  (v);  infine  sia  cù  l'an- 
golo sotto  il  quale  le  due  linee  [u)  e  (v)  si  tagliano.  Io  dimo^ 
Siro  che  Tequazion  qui  sopra  ricade  in  questa 

D  d'cù  d  /1/"E_\_  ±([/^  \ 


RR,       dttd*;^^  dv\  p^    )      duV  p„    f 
Si  ha  pure 
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pu  designando  il  raggio  di  carvalura    gcodesica   di  ana  linea 
cbc  dapprima  tangente  alla  linea  (v)  se  ne  scosta   in  appresso , 
almeno  se  l'angolo  d)  è  variabile,  per  tagliar  tutte  le  curve  (u) 
sotto  un  medesimo  angolo.  » 

»  Forse  è  bene  di  far  notare  il  senso  che  io  annetto  a 
queste  parole  -  raggio  di  curvatura  geodesica  -,  e  nel  medesimo 
tempo  di  fissare  il  segno  che  j  raggi  p^y  p^  y^p^t  debbono  pren- 
dere nelle  nostre  formule.  * 

Siano  i  l'angolo  sotto  il  quale  una  curva  data  taglia  le  cur- 
ve (u)}  i  H-  di  ciò  che  quest'angolo  diviene  quando  si  passa  da 
un  elemento  ds  di  questa  curva  alfelemento  seguente;  i  -+-  $i 
ciò  che  diverrebbe  per  una  linea  geodesica  tangente.  La  diffe- 
renza dt —  dt  é  ciò  che  io  chiamo  Vangalo  di  contingenza  geo* 
desicoy  e  l'equazione 

iA\  l  _^i-  di 

(A)  — =  — , 

p  ds 

definisce,  quanto  alla  grandezza,  e  quanto  al  segno ,  il  raggia 
di  curvatura  geodesica  p. 

Trascrivo  qui  il  valore  sviluppato  di  p,  al  quale  conduce  si- 
mile definizione  : 


{ày 


1  dt        (/"G  /F    dG         dE\ 

7=-d7"^-2D^U'"d7-d7r"* 

l^E/dG     F   dG        ^dFx      ,     '.^ 

!iv.^ (  T- -+- TT  3 2  — )sen>— i' 

2D  Vdw      G    dt?  dv/  ' 


Numerose  conseguenze  delle  formulo  precedenti  sono  state 
indicate  nelle  mie  lezioni,  d 


Dopo  queste  parole  del  sig.  Liouville^  mi  sia  permesso  di 
richiamare  che  in  una  Memoria  inserita  nel  giornale  arcadico 
(giugno  e  luglio  1848)  ed  intitolata  a  DimoHrazioni  di  alcuni 
teoremi  del  sig.  Gauss  intorno  alle  superficie  curve  «  io  mi  era 
appunto  proposto^  tra  le  altre  cose,  la  questione  importante  di 
cui  parla  il  sig.  Liouville,  cioè  :  d'arriver^  avec  leaucoup  moins 
de  calcai^  à  la  formule  que  M,  Gauss  a  trouvée  pour  exprimer  te 
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produit  RR|^  quélUs  que  soierU  les  variableg  u^  v.l  calcoli  ondo 
io  arrivo  alla  formula  del  sig.  Gauss  sono  cosi  semplici' ,  sim- 
mclrici  e  regolari,  cho  tulli  si  seguono  a  vista  colla  più  gran 
facilità,  ne  si  potrebbero,  per  esempio,  paragonare  a  quelli  che 
bisognerebbe  eseguire  per  {sviluppare  la  formula  (1).  Intorno  a 
che  mi  appellerei  volentieri  allo  stesso  giudizio  del  sig.  Liou- 
ville,  al  quale  mi  feci  un  pregio  d' inviare  la  mia  Memoria. 
Nondimeno  essendo  ritornato  in  quòsti  ultimi  tempi  sullo  stesso 
argomento,  ho  trovato  che  alla  formula  complicata  del  signor 
Gauss  si  può  arrivar  subito  e  direttamente  per  via  della  geo^ 
metria,  e  questa  via  mi  sembra  preferibile  a  tutte  lo  altre  > 
perchè^  oltre  di  essere  la  più  chiara  e  la  più  breve  di  tutte,  ha 
il  vantaggio  di  dare  un  significato  geometrico  allo  diverse  parli 
della  formula  medesima.  La  dimostrazione  di  cui  parlo  si  con- 
tiene in  una  Memoria,  che  spero  di  pubblicare  in  breve,  sui  prtn- 
cipii  fondamentali  della  teoria  analitica  delle  superficie. 

Intanto  che  i  geometri  attendono  il  metodo  dei  sig.  Liou- 
ville,  forse  si  vedrà  non  'senza  piacere  che  i  risultati  (1),  (2|, 
(3),' (4)  da  esso  dati  nella  Nota  precedente,  ai  quali  si  aggiun- 
ga pur  questo 

,-,              1       di         seni         sento  —  i)      di)  Au 
(5)  — h  — ==  »■ 


p       As       p^,  sen  o)       p^  sen  a       du  ds  ^ 

si  possono  eziandio  riguardare  come  facili  trasformazioni  di  tre 
teoremi,  due  de*quali  appartengono  al  sig.  Ossian  Bonnet,  ed  il 
terzo  al  sig.  Gauss. 

Comincio  dal  fissar  lo  stato  della  questione.  Sia  BI  il  punto 
(m,  v)  della  superficie  in  cui  sì  ha 

(a)  ds''  =  Edu^  H-  2Fd»  dv  -h  Gdt?"  ;     . 

e  siano  ds,  dsi  ciò  che  diventa  ds  quando  si  suppone  prima 
du  =0  j  e  poi  di;=  0;  ed  inoltro  sia  Ci> l'angolo  compreso  Ira 
i  due  elementi  ds ,  d^i  ,  che  si  possono  considerare  come  lati 
di  un  parallelogrammo  avente  d^  per  diagonale.  Avremo 

ds^  =  3^'  -h  dst^  -H  235  3*1  cos  O), 
e  per  conseguente 
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3*  =  dv  i/'G ,      (  /"EG-coso)  =  F  , 

(*)  : 

35,  ==  dwl/'E ,     ^  l/"EG.scn  o)  =  /^(EG— F*)=D  . 

ds  sarà  Telemcnto  di  una  curva  s  che  passa  per  M,  e  che  cor- 
risponde a 

u  =  costante  ; 

dsi  sarà  relcmcnto  di  una  curva  $i  che  passa  per  M  e  che  cor- 
risponde a 

V  =  costante. 

Rappresentiamo  per  X,  [i  queste  due  costanti.  Se  facciamo  va- 
riare successivamente  la  costante  in  ciascuna  di  queste  due 
equazioni 

otterremo  due  sistemi  di  linee  s,  5,  che  divideranno  la  nostra 
superficie  in  parallelogrammi  inGnitesimi. 

Sia  9g  Telemento  Mm  di  una  nuova  linea  a  che  passa  per 
M  e  che  taglia  ad  angolo  retto  tutte  le  linee  5  del  primo  siste- 
ma, e  quest'elemento  8(7  rappresenti  in  M  la  distanza  tra  due 
di  queste  linee  s^  corrispondenti  a 

u=}.y    M-+- Jm  =  X-+- 5X  , 

e  congiunga  i  putiti  (u,  v)j  (tr+  Su ,  t?  -f-  Sv),  da  si  potrà  pur 
considerare  come  la  diagonale  di  un  parallelogrammo  i  cui  lati 
sulle  linee  s ,  s,  li  denoterò  per  $s ,  S^,  ,  talchò  avremo 

is  =  Svi/G ,    §5,  =5a  l/*E. 

3e  ora  progettiamo  $(j  prima  sulla  direzione  di  òs^e  poi  sulla 
3iia  propria  direzione^  otterremo 

{)=$8  -^  OSi  COS  (SJ  =: — , 

^        ^                lA(EG  -  F^)  ,  D    ^ 

da  5=  dsi  »eaa)=s  7— ^^ — Su  =  -tttOM. 

Cosi  tra'  le  quattro  quantità  iuj  iv ,  Sor ,  3X  si  hanno  te  tre 
relazioni 

di*  =  $X,  G5y-HF5e*=0,  Sa=5  -ttt  5i«  , 
donde  si  ricava 
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F  D 

(e)       3m  =  5X  ,  5tJ  =  —  —  5X  ,  5cr  =  — -,  5X. 

La  caratteristica  differenziale  $  sarà  impiegata  per  indicare  i 
cangiamenti  che  subiscono  le  quantità  quando  sì  trascorre  da 
un  punto  all'altro  della  linea  cr,  mentre  la  caratteristica  diffe- 
renziale d  indicherà  i  cangiamenti  che  subiscono  le  quantità 
quando  si  trascorre  da  un  punto  all'altro  della  linea  s,  per  la 

quale  si  ha 

du  =0  ,  ds  =  dv[/'G . 

Dai  rapporti  precedenti  si  ricavano  immediatamente  quelli  che 
seguono,  che  giova  notare  , 

i.**  3«  5(7  =  DdX  3t? , 

DF 


2.^  sen  o  cos  ca  = 


EG    ' 


3.*"  Dal  differenziare  l'equazione  cos\o  =  ^— -  si  ha 

EG 

e  quindi 

d^_  _1_    1  /F^  dE       £_  ^  _  o  ^^\ 
duTv~  2àv   D"\E    di "^  G"  dii  ~     di)' 


1.  Ciò  stabilito,  ecco  la  formula  del  sig.  Ossian  Bonnet  {Journal 
de  Vécole  polytechnique  Cahier  32^  pag.  54)  della  quale  la  (1)  non 
é  che  una  semplice  trasformazione  : 

dove  si  suppone  che  i  due    sistemi  di  linee  «  ,    cr  si    taglino 
da  per  tutto  ad  angolo  retto  (*). 
Se  differenziamo  per  $  l'equazione 

'35"  =  G3t?"  , 

(*)  Questa  formula  era  stata  già  data  dal  sig.  J.  Bertrand,  come  av- 
verte lo  stesso  0.  Bonnet,  ma  nell'ipotesi  che  \e  $  e  a-  fossero  linee  di 
curvatura  (Joum,  poiyt.  cahier  29  p.  172.) 
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avremo 

\qu  dv      / 

Ma,  per  le  (e) ,  ' 

danque,  avendo  rigaardo  prima  alle  {c\ 

o^    *.         »^  .  »  /2F  dG       „  dF      dG       F    dG\ 

235  «3»  =  3X  dv'  {— 2  — -H-j —  — ) 

\G    dv  dv      au       ii    av/ 

,.  ^  ,/dG     F   dG       „  dF\ 
\au     G    dv  dv' 

e  poscia  a  d»  $a=ì)$X  dv ,  si  conchiude 

^ds_  _  3v/dG      F_  dG  _      dF\ 
$a  ■"D\du''~G   dv  dv/  " 

Poniamo,  per  abbreviare, 

D\dM"*"G   dv  dv/~      ' 

e  differenziamo  di  nuovo  per  d;  si  avrà 
33*        ..  :    /d   _       F     d 


2d 


=dX3v(:r-n— ^  j-  nWnj3y. 

\du  G   dv      / 


5(7 

Ma 

d  F 

n35v  = — $x  3o  n  ^  —  , 

d  V  G 
dunque 


53».       ..  .  /d  _        d  F 


^■;r=^^<n-£i-n). 


Passiamo  adesso  a  differenziar  per  d  Tequazione 

RiÌ!ordando  che  é  3u  =  0 ,  ftvremo 

Annali  di  Scieme  Mal.  e  Fis.  T.  II,  giugno  1851.  19 
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2J7  35(7  =  5X='  ^^-t-TT,  2 2  --  -)  , 

\ao      G   d»  a  av' 

e  per  conscguente,  a  causa  di  ds  dj  =  DdX  dv  , 

aJff_3X,dK      £^^_2— — ^• 

o  diflercoziando  di  nuovo  per  9 
Pertanto 

■ 

•2(5  -^r h  3  — —  1 :  3).  3c 

V     •  d(7  a«   / 

^d«'"*"d»t     G  D\do       G'd<;  G  dt./J 

—  In      —  -1^^  —  -  —'\ 
^  du  dvD\dv       G  dtt/  ■ 

Ma,  per  la  formula  del  sig.  O.  Boiviet,  il  primo  membro  di 
quest  equazione  è    =  ^ — ;  dunque 

* 

^BKÌ       di*  D  vdt^"^ G  dp  d»)"''d«PVd»      G' diti' 

■ 

che  è  precisamente  la  (1). 

II.  L^allra  formuh  del  2»ig.  Q,  Bonnet,  da  cui  si  possono  rica 
\ar  subito  le  (2)  e  (3^,  è  la  seguente 

(ivi  pag,  37)  scrìtta  però  s«cpi^o  Ijq  notazioni  adottate  dal  sig. 
LìoQville.  Da  questa  formula  ,  ove  si.  osservi  che  qui  sopra  si 
é  trovato 


si  conchiudc  sabilo 
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l^G  _  lì 


c 


^  '      duV  j9,.    /      2dw  D  Vdu     G    d(?  di>/ 

Simiimcntc  in  vìdù  del  principio  di  siinmctna,  e  cangiando  di 
scgncr  per  cma  ragione  che  si  trova  ben  dichiarata  dal  sig.  O. 
Bonnct,  si  avrà 

^^^  Pv    /  2^*^   D"Vdi;"*"E    dw  ini/  * 

Dunque 

d"s)       jL/i/^\ jL-1/!!^_  *^-^\ 

di«di7^diJ\  p^   /  ~~2d*;  irido  ~G   dtó/  * 

Se  da  qucstVqiiazione  sr  sottrae  la  (d) ,  il  secondo  membro  , 

D 

avuto  riguardo  alla  (1),  equivale  evidentemente  a   --—  .  Ab- 

biAnu)  qt^i^i 

_D d^G)  d/l/"E\       ^y^\ 

RR,        dady        dA  p^,  /      dw    |9^^  / 

cioè  la  (2).  La  (3)  é  in  sost^aaza  ciò  che  diviene  la (2)  quan- 
do si  sappone  che  l'angolo  S)  sia  costante. 

llf.  Il  sig.  Gauss  ha  trovato(Cofnmenfa//oft^«  scientiarum  Socie- 
talis  GoHìngemis^  volum,  R7,  pag,  128)  per  la  linea  geodesica 
una  formula  che,  stando  alle  notazioni  del  sig.  FJouviUe,  si  può 
scriver  co&k  : 

'^'   dir~2DW    Au       àvlAs'^mAu'^G    Av        "  di; /d*   ' 

ed  anche,  per  le  relazioni  trovale  più  sopra,  così  : 

5t /Ar^       l/^E  \dii       /|/"G\do 

Ai      \Au         p^   JAs        \  0^^    JAs 

Ora  il  parallelogrammo  infinitesimo  avente  d^  per  diagonale,  e 
per  lati  ds  ,  dsx  ,  somministra 
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dt        sen(w — i)       sen{d) — t) 
ài  seno)  I) 

3«,        scn  i        sen  i  ^^^ 

T^  =  = ^L/^EG; 

d^         sen  Ci)        D 


k^EG, 


c  sijccome  3*  «=  di?  |/"G  ,  3*1  =  dw  |/"E  ,  così 

du      seni      ^^        èv      sen(to — t)    ,.„ 

d7=— •^^'    dT="— D— ^'^^ 

Onde  è  che  la  formula  del  sìg.  Gauss  assume  le  forme  : 

Si       l/^G  /F    dG      dEx      .    i/^E  /dG     F   dG       „  dF\      ,       ., 
ds        2D«\G    d»       dv/  2DMdtt      G   dv  dv/      ^        " 

Si       l/^G /d&)         l/"E  \         ,       \^E  /|/^G 


j/  ij  /aoi) 


j  sen  t  -4-  —  r— *»  jscn(tì  —  i)  . 


d«        D    \du         Pv    /  D     \  p^ 

Il  primo  che  abbia  introdotto  nella  scienza  la  considerazione 
della  curvatura  geodesica ,  e  ne  abbia  fatto  uo  uso  felice  9  è 
stato  il  sig,  Ossian  Bonnel.  La  definizione  di  <|uesta  specie  di 
curvatura  egli  la  dà  nel  giornale  della  scuola  politecnica  (  ivi 
pag.  42),  dove  niella  semplice  intuizione  della  figqra  mostra 
la  formula 

di.=  Si  ^ ,  donde. — =s 


?  p  ds 

Ip  quale  non  differisce  dalla  (A)  se  non  per  il' segno.  È  chiaro 
che  dalla  conobinazione  di  questa  formula  con  quella  del  sig. 
Qauss  esce  subito  la  (4),  e  quindi  la  (5), 

P.  S.  Le  (A),  (e)  ed  (1)  offrono  il  mezzo  più  diretto  per 
passare  alla  (2).  Infatti  poniamo  che  d^r  coincida  coq  3^1  ,  nel 

qnal  caso  è  1  =  0),  d«?  =  0;  sarà  — =s —  ;:~'+"^-  »  donde 

Pv  3*»      3«i       . 

do)  /    i/^E  1    /F    dG        dEv 


_    1    /F    dG  _ 
~  2D  \G    du 


du         py  2P  \G     dt*        dvr 

Similmente,  poniaipo  che  ds  coincida  con  35,  nel  qual  caso  é 
t  =  0  ,  di*  =  0  ;  sarà  —  =  —  ,  donde 
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p^   ~   2D  ldM"^G   do   ~     di)' 

Prendiamo  le  derivate  parziali  di  queste  due  equazioni,  della 
1.^  rispetto  a  V,  e  della  2.^  rispetto  ad  ti;  nella  differenza  dd* 
risultati  si  manifesta  subilo  la  (2). 
fioma,  28  maggio  1851. 

■    ■■'■'■■'  ■  '  "    -    ■     ■-  ■  Il  I  •      -Il  I...      <  .         ■  I ,    .  Il     ■ 

COSTRUZIONE  GEOMEtRICA  PER  DETERMINARE 
LA  DEVIAZIONE  ANGOLARE  DEL  PIANO  D'OSCILLAZIONE 
DI  UN  PENDOLO  A  QUALUNQUE  LATITUDINE 

NOTA 
DEL  DOTT.  AATGELO 


tn  tutti  i  luoghi  ove  si  è  ripetuta  V  esperienza  del  signor 
t<*oncault  sul  continuo  cambiamento  d'orientazione  del.  piano  di 
oscillazione  di  un  pendolo,  molte  persone  di  ogni  classe  hanno 
voluto  esserne  spettatrici  i  onde  così  avef  sotto  gli  occhi  una 
prova  sensibile  della  diurna  rotazione  della  terra  ;  ma  devesl 
pur  dire  che  assai  ristretto  è  il  numero  di  coloro  pei  quali 
una  (ale  esperienza  è  veramente  convincente,  essendoché  a  per- 
sone non  versate  nei  principii  di  meccanica  è  difficile  inten- 
dere come  la  rotazione  della  terra  possa  in  qualunque  punto 
della  sua  superficie  produrre  Io  sperimentato  fenomeno,  e  sem- 
pre egualmente  qualunque  sia  la  primitiva  direzione  delle  oscil- 
lazioni del  pendolo.  Se  seguendo  i  suggerimenti  del  sig.  Fott-< 
caulty  ad  un  sostegno  collocato  sopra  m  piano  orizzontale  si 
sospenda  un  pendolo^  e  si  faccia  oscillare,  e  quindi  s'imprima 
al  piano  un  regolare  movimento  di  rotazione  attorno  un  perno 
verticale  si  convincerà  chiunque  .che  il  piano  d'oscillazione  del 
pendolo  non  partecipa  dei  moto  rotatorio  del  piano  orizzontale, 
e  quindi  ognuno  potrà  concludere  che  un  pendolo  posto  ad  oscil-* 
lare  ai  poli  della  terra  manifesterà  una  deviazione  costante  ia. 
senso  opposto  alla  rotazione  della  terra,  e  tale  da  percorrere  1* 
intera  circonferenza  in^ventiquattr'ore:  ma  non  tanto  facilmente 
si  vedrà  l'analogia  di  questa  esperienza  con  cicche  ha  luogo  i^ 
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talli  gli  altri  punti  della  terra  collocali  a  qualunque  latitudi- 
ne. Essendo  perltioto  ^aeslo  il  caso  più  generale,  come  anche 
quello  che  necessariamente  ha  luogo  nelle  nostre  esperienze  « 
Aon  sarà  inutile  di  presentare  alcune  considerazioni  elementari 
con  Tajuto  delle  quali  anche  le  persone  non  dedite  agli  studi 
meccanici  potranno  rendersi  ragione  del  fònomeno,  ed  assegnar- 
ne rigorosamente  le  leggi. 

Il  principio  fondamentale  delia  dimostrazione  lo  ca?ercroo 
naturalmente  dati  mdìpendcnza^  che  il  piano  d'  oscìlUzionc  di 
un  pendolò  conserva  relativamente  alla  rotazione  che  il  piano 
sottoposto  può  avere  attorno  la  verticale  ,  ciò  come  dicemmo 
può  vedersi  con  Tesperienza,  ed  anche  in  meccanica  può  am- 
mettersi qualora  Y  ampiezza  delle  osciUaziohi  del  pendolo  sia 
piccola;  di  più  lo  stesso  sig.  Binet  dopo  aver  dato  la  risolu- 
ziontì  analitica  del  problema,  ed  assegnata  l'espressione  nscny 
pel  valore  della  deviazione  azimutale  del  pendolo  in  fcmzictoe 
delia  velocità  angolare  n  della  terra  attorno  il  proprio  asse,  e 
dei  seno  della  latitudine  7,  osserva  che  se  la  rotazione  diurna 
della  terra  si  decomponga  in  due  rotazioni,  una  attorno  la  Imes 
niveridiana  e  l'altra  attorno  la  verticale,  la  mòdesima  formola 
rappresenta  anche  la  velocità  angolare  di  questa  rotazione  at- 
torno la  verticale  in  verso  opposto  alla  deviazione  del  pendolo» 
di*Ha  qnai  velocità  di  rotazione  partecipa  com^  è  naturale  afn- 
che  il  piano  dcirorizzonte  visibile  di  qualunque  luogo  terre- 
stre; per  la  qual  cosa  apparisce  che  la  risoluzione  del  proble- 
ma dipende  unicamente  dal*  poter  determinare  la  rotazione  del 
piano  dell'orizzonte  altorno  la  verticale  in  qualunque  hiogo 
della  terra;  questa  determiniizione  discende  dalla  teorìa  gene- 
rale della  cmn(K)sirìone  dei  moti  rotatori!  ,  ma  come  abbiamo 
detto  procdreremo  di  giungervi  con  isemplici  considerazioni 
geòtìieiridie,  onde  più  facilmente  mostrare  come  il  moto  diurno 
di  tm  ifuoionque  punto  terrestre,  e  perciò  anche  del  snp  oriz- 
zonta M^srbile  possa  intendersi  decomposto  nei  due  sopraccen- 
lìktt. 

Solk  ^uperflctc  dol  globo  terrestre  si  fissi  un  putito  qua- 
Imifiie  >  e  per  esso  sì  concepisca   passare  il  circirfo  parallelo 
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cofiispondòhto  alfó  sua  klittidirtìB;  fn  qacl  ptii/to  stdsf^  sMni- 
magfnì  ah  piaYiò  taYigèfitè  la  $a()ér1ic^e  della  tt!i^ ,  thè  ^Wà 
quelto  ^fetrori^zoììle  visibile  del  luogo,  questo  piatto 'S^teti da 
protùìlgató  sino  ad  ihcdtilràrc  ì'àssé  di  róiaàòtit  Bel  glofaro,  ed 
e  evi^cnTe  clic  dùraulc  ìh  sua  rivoluzione  diurna  esso  gasserà 
costa ntcfhc [ite  peì  medesimo  pu'rtto  deH'asse,  mantetfiehàd^i  sctn- 
pi*fe  lììYigfenTè  alla  supèrRcie  di  uh  coùo  tetto  col  v'eWìce  In 
quel  piihVò  ,  è  j^véhté  per  base  lo  sttrsso  discolo  paMtìtclo ,  la 
lirtéà  di  cdiìfalCó  fra  il  piano  e  la  stiperRcte  conica  costituirà 
la  ììd'^à  YhóVidianà.  Pct  agfevolùfé  il  disborso  si  i^p^fresfeftti  in 
Atfb  fi  pa^kttòlò  ài  latitudine  dei  luogo  A  e  ^a  P  il  vertice 
dèi  cohò  AW) }  là  posi'ziòtJe  *cl  piaWo  ta'tìgctìté  là  Sfera  ter- 
ré^rb  ifót  ^'ùfnfo  A  Véi'rà  fissata  dàlie  due  linee  tHn  (angentts 
di  pàhtttbfo,  é'(Ì  kP  che  ò  qiictta  dì  eotitatlro  fra  il  piano  ed  il 
cono  :  dò  ^osfo  s*  iìiìtiìAgii^i  fi^so  il  cono ,  e  si  supponga  che 
poi  isìdib  diurno  diella  terra  il  pùnto  A  siàSi  tbdsfj&rito  in  B 
pofcOrreAdo  uù  arcò  AÉ  di  un^  tierto  bùm'ei'o  Si  ^tàdi ,  per 
esempio  ^uitìdìci  ^radi  ìù  ùA*  ora  di  tènfipo  sidéràtò  }  la  posi- 
zióne dèi  ptaAò  lahgéìitè  diverrà  pq  P  j  é  là  Nnòa  ìneridiana 
A1^.  si  safà  tbà^è'rita  ìù  P)i  sòòrì'éhdò  stilla  supérficlie  M  co* 

no,  e  prendendo  successivamente  le  posizioni  Pa,  Pé, 

Ora  facilmente  potrà  ve^dersii,  che  il  pimro  ^eirorit<zonte  mota 
atfurno  la  lisca  meridiane^  e  alternò  la  verticale  :  infatti  isup- 
poniamo  vim  il  fUtnor  tmigcfnfe  siasi  frat^ortsrlo  dalla  posizione 
maP  Mh  seguente  ìpqP  non  radeò^di>  il  c^o^  itfa  ravvelg;crtdo- 
visi  so^ra  in  un  tnodq  àmrlogó  à  (|ufeHo  èhe  coslttiilsce  l'ope- 
razione meccanica  dello  sviluppo  di  u«  cobo  ,  Ir  tal  modo  è 
evidente  che  esso  ruoterà  attorno  la  Ikiea  meridiana,  l'arco  AB 
del  parallelo  si  svilupperà  sul  piano  tangente  in  un  aròo  BS 
di  egual  lunghezza  che  avrà  per  raggio  il  lato  del  cono,  e  la 
primitiva  lìnea  di  contatto  AP  che  (issava,  la  direzione  della 
linea  kneridiana  allorché  il  punto  terrestre  trova  vasi  in  Aprén« 
derà  là  posizione  PS  dislaccandosi  dalla  superficie  del  cono,  e 
perciò  ancbe  dà  quella  della  terra  5  ma  siccome  la  linea  me- 
ridiana non  si  distacca  mai  dalla  superficie  della  terra,  perciò 
dovremo  immaginare  che  il  jfianó  tangente  p^  P  ruott  alrtorno 
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•  ad  una  retta  PV  che  gli  sia  perpendicolare  (  cioè  attorno  una 
verticale)'  sino  a,  che  la  retta  PS  torni  ad  essere  quella  di  con- 
tatto ridttcendpsi  alla  posizione  PB,  e  così  è  manifesto  che  Tao- 
golo  SPB  è  quello  di  cui  il  piano  orizzontale  ruota  attorno  la 
verticale»  mentre  pel  moto  diurno  il  punto  terrestre  A  si  tra- 
sloca in  B;  queste  due  rotazioni  che  abbiamo  considerato  in 
due  tempi  successivi  se  s'immaginino  contemporanee  si  ripro- 
durrà quel  movimento  che  realmente  appartiene  al  piano  del- 
l'orizzonte. Se  dunque  si  ponga  in  A  un  pendolo,  e  si  faccia 
oscillare  in  un  piano  che  coincida  con  quello  del  meridiano  , 
cioè  secondo  AP  ,  allorché  il  luogo  terrestre  si  sarà  trasferito 
in  B  il  sno  piano  d!  oscillazione  benché  trasportato  insieme 
con  la  verticale  avrà  cambiato  di  orientazione ,  poiché  la  di- 
rezione delle  sue  oscillazioni  dovrà  essere  quella  di  una  retta 
BO  tracciata  sul  piano  pq  V  dell'orizzonte  parallelamente  alla 
retta  SP;  e  l'angolo  OBP  essendo  eguale  all'angolo  BPS  qua- 
lora sia  cognito  questo  sarà  pure  noto  il  valore  della  devia- 
zione del  pendolo,  ma  l'angolo  BPS  è  misurato  dall'arco  BS, 
il  quale  ha  la  medesima  lunghezza  dell'arco  BA,  perciò  avre- 
mo pel  numero  dei  gradi  che  vi  si  contengono,  la  proporzione 

n:x=PS:CA 

n  rappresenta  il  numero  dei  gradi  contenuti  nell'arco  BA;  inol- 
tre l'asse  del  cono  è  quello  stesso  su  cui  ruota  il  globo,  ed  i 
suoi  lati  sono  tutte  rette  tangenti  la  superficie  terrestre  sul 
medesimo  parallelo  di  latitudine,  e  quindi  l'angolo  che  V  asse 
del  cono  forma  con  i  suoi  lati  é  precisamente  quello  di  lati- 
tudine, laonde  se  questa  si  rappresenti  con  y  avremo 

AC  ==  AP.  sen  7 

e  si  otterrà  immediatamente 

X  =nseny 

pel  valore  dell'angolo  BPS.  11  numero  n  dei  gradi  contenuti 
neir  arco  AB  che  misura  la  rotazione  •  del  globo  in  un  dato 
tempo  é  ciò  che  chiamasi  in  meccanica  velocità  angolare  della 
terraj  perciò  si  vede  che  1'  espressione  a  cui  siamo  giunti  è 
quella  stessa  assegnata  dal  sig.  Binet.   Qui  si  osservi    che  al 
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polo  il  cono  si  riduce  allo  slesso  piano  tangente ,  cioè  i  lati 
del  cono  formano  angoli  retti  con  Tasse,  donde  risulta  x=n 
cioè  la  deviazione  del  pendolo  è  precisamente  eguale  al  moto 
angolare  della  terra;  mentre  poi  all'  equatore  il  cono  trasfor- 
masi in  un  cilindro,  ovvero  i  suoi  lati  divengono  paralleli  al- 
lasse,  e  così  risulta  ^  =0,  cioè  la  deviazione  del  pendolo  ò 
nulla. 

Dopo  queste  osservazioni  facilmente  s'intenderà  come  una 
costruzione  geometrica  possa  far  conoscere  qual  sarà  T  orien- 
tazione del  piano  d*  oscillazione  di  un  pendolo ,  posto  a  qua- 
lunque latitudine,  dopo  un  certo-  tenipo  da  che  esso  incomin- 
ciò ad  oscillare  in  una  data  direzione,  poiché  basterà  eseguire 
lo  sviluppo  della  superGcìe  di  un  cono,  i  lati  del  quale  for- 
mino con  Tasse  un  angolo  eguale  a  quello  della  latitudine >  e 
limitarsi  a. sviluppare  soltanto  un  arco  della  sua  base  che  con- 
tenga tanti  gradi  quanti  sono  quelli  che  rappresentano  il  moto 
angolare  del  globo  durante  quel  tempo;  in  tal  modo  s'inten- 
derà chiaramente  che  dopo  le  ventiquatlr*ore  il  piano  d'oscil- 
lazione del  pendolo  non  sarà  ancora  tornato  a  coincidere  col 
meridiano ,  come  forse  potrebbe  sembrare  a  chi  considerasse 
la  cosa  sopra  un  globo;  che  se  il  luogo  dove  sta  il  pendolo 
sia  situato  sulTeqnalore  invece  di  sviluppare  la  superficie  di 
un  eono  dovrebbesi  sviluppare  quella  di  un  cilindro,  ed  in  tal 

m 

caso  è  chiaro  che  la  deviazione  del  pendolo  sarà  nulla.  Per 
ultimo  si  avverta  che  Taver  supposto  p^r  maggior  semplicità 
le  oscillazioni  del  pendolo  farsi  da  principio  secondo  la  linea 
meridiana  nulla  toglie  alla  generalità  della  dimostrazione,  poi- 
ché se  al  principio  dell'  esperienza  le  oscillazioni  del  pendolo 
siano  dirette  secondo  una  linea  che  .faccia  un  angolo  qualun- 
que con  la  meridiana  AP,  quando  questa  fosse  giunta  in  SP 
la  direzione  delle  oscillazioni  dovrebbe  formare  il  me.desimo 
angolo  con  la  retta  BO  che  è  paraHela  ad  SP,  e  perciò  la  de- 
viazione dalla  direzione  primitiva  sarebbe  la  stessa  che  nel 
caso  precedente. 

Roma  7  maggio  185  L 
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LETTERA 

BEL  Sl«>  R.  FCLICt 

di  Pisa 
AL   COMPILATORE 

Pisa  16  Giugno  1851. 
Sig.  Professore 

.     .     ....      Il  nolo  teorema  di  Ampère  relativo  afl* 

»  azione  di  un  conduttore  sinuoso,  si  verifica  ancora  nel  caso 

»  generale  deirindozioiie  elcttro-drnamìca.  Tal  fatto  congitinto 

»  a  quelli  narrati  nel  Saggio  teorico  esperiméntale  cbe  le  inviai, 

»  e  ad  un  altro  dato  e$prcrimcota)e  che  presto  spero  di  poter 

»  farle  cono^cef-e  in  altro  mio  lavoro,  riducono  evideniementc 

»  ad  una  semplice  determinazione  di  costanti  arbitrarie,  il  prò* 

D  t)lema  cbe  fni  ero  proposto  :  cioè  quello  di  trovare  la   fot- 

))  mula'  che  esprime  fazione  elementare  fra   doe  etementi  di 

>i  due  circuiti  indotto  ed  induttore;  o  ciò  indipendeittementc 

»  da  ogfii  ipotesi.  Per  la  pura  verità  devo  aggiungerle  che  fo 

>ì  il  dott.  E.  Tabani  mio  ottimo  amico  e  compagno  di  studi  » 

»  il  quale  dietro  le  mie  indicazioni  ebbe  la  gentilezza  di  ve- 

»  riGcare  detto  teorema,  pel  caso  di  due  cìrcoli  ....»" 


^tlLI/  EGCLISSE  SOLARE  DEL  28  LUGLIO  1851 

LETTERA 

DI    A.  SECCHI 

AL  COMPILATORE 

La  .circostanza  di  un  ecclissc  totale>  o  anche  di  una  gran^ 
de  ecclisse  parziale,  è  troppo  rara  per  lasciarla  sfuggire  senza 
indicare  preventivamente,  quali  sieno  lo  cose  che  meritano  più 
attenzione  in  quel  momento.  Perciò  mi  permetta  che  per  mee- 
20  del  suo  stimatissimo  giornale  richiami  l'attenzione  dei  dotti 
ad  una  questione  interessante  ,  che  panni  soggetto  degno  da 
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invcsiignrsì  in  quei  brevi  moiuonti.  Questa  è  di  sapcré^se  rcal* 
mente  il  sole  abbia  una  atmosfera,  che  assorba  parte  dei  rag- 
gi che  emanano  dal  nucleo  infiammato.  Questa  può  facilmente 
risolversi,  secondo  me,  comparando  la  natura  delle  radiazioni 
del  disco  totale,  e  de*  suoi  orli  quando  esso  è  ridotto  ad  una 
soUil  falce.  I  dati  aslh^omici  ci  somministrano  Vestensione  delia 
supc^Hirie  raggiante,  le  osservazioni  fisiche  ci  potranno  istruire 
se  le  forze  raggianti  scemano  solo  in  ragione  semplice  della 
superficie,  o  in  una  più  rapida,  e  se  questo  fosse  il  caso,  sa- 
rebbe inevitabile  la  conclusione^  delTesservi  attorno  al  sole  una 
atmosfera  assorbente.  I  mezzi  cbe  io  propongo  per  tale  inda-  . 
gine  sono  i  s&gfttenli»  l»"*  Osservare  le  righe  o  strie  trasversali 
delio  spettro  solare  scoperte  da  Fraunbofcr,  e  vedere  se  sono 
idenlìcbe  quando  il  disco  é  completo  ,  e  quando  è  ridotto  ad 
una  sottil  falce  in  modo  che  la  luce  allora  venga  a  noi  dopo 
aver  traversato  un  denso  strato  di.  atmosfera  solare.  2.*"  Os- 
servare Tintensità  chimica  deVaggi  su  le  carte  fotogeaichc^  il 
che  si  farà  facilmente  esponendo  al  sole  in  varie  epoche  le 
carte  preparate  col  cloruro  d'argento,  e  lasciandole  esposto  per 

varii  tempi  p.  e.  15"  30"  45'" e  ottenere  cosi  una  serie 

di  tinte  corrispondenti  a  certi  tempi  a  disco  pieno,  che  si  pa- 
ragoneranno con  quelle  che  si  .avranno  in  altri  tempi  a  disco 
falcato;  i  rapporti  inversi  dei  tempi  che  nelle  due  circostanze 
hanno  pcodolto  la  stessa  tinta  darà  il  rapporto  delle  attivila 
chimiche.  3.""  Osservare  il  tempo  che  impiega  un  termometro 
<innerito  a  salire  di  un  certo  numero  di  gradi,  ovvero  di  quanti 
gradi  un  tale  termometro  sale  in  un  tempo  determinalo  ,  per 
quindi  concluderne  la  forza  calorifica  .delle  parti  centrali^  e  di 
quelle  vicine  agli  orli.  Chi  possiede  Tapparato  di  Melloni  potrà 
studiare  con  utile  la  termocrosi  dei  raggi,  è  qualche  cosa  su 
questo  potrebbe  anche  dedursi  dalfosservazione  di  due  termo- 
metri simili,  lino  coperto  di  bianco  di  spagna,  e  Tal  Irò  di  negro- 
fumo.  4.^  Finalmenle  chi  potrà  contemplare  l'ecclisse  totale,  do- 
vrà attendere  alle  misteriose  fiammelle  che  veggonsi  circondare 
il  disco  lunare,  e  vedere  se  esse  sono  neirintcrno  o  sporgono 
aircstcrno  del  disco  stesso.  La  discrepanza  dei  giudizi  di  abili 
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osservatori^  mi  fa  credere  che  il  fenomeno  dipende  da  qualche 
cosa  chcr  sta  sul  disco  lunare,  e  che  produce  finche  il  fenomeno 
astruso  che  si  osserva  alfatto  della  ocTcullazione  di  Aldebaran 
quando  questa  stella  sembra  avanzarsi  sul  disco,  e  sparire  solo 
dopo  che  vi  è  già  inoltrata  non  poco. 

Le  cose  qui  toccate  di  volo  basteranno  ad  eccitare  nelFa- 
nimo  dei  fisici  molte  altre  idee,  e  a  prendere  in  tempo  le  di- 
sposizioni opportune  per  non  perdere  que^preziosi  momenti. 


CONFRONTO  DELL'ANNUA  PIOGGIA  CADUTA  IN  ROMA 
E  A  PERUGIA  CON  QUELLA  CADUTA  IN  MODENA 

NOTA 
DEL  me,.  PROf.   GIUSEPPE  BIANCHI 


Neiringrato  riposo  dalle  osservazioni  celesti,. a  che  ci  co- 
strinse il  pessimo  tempo  durante  gli  ultimi  scorsi  aprile  e  mag- 
gio, inspiratone  quasi  dal  triste  diuturno  aspetto  delfalmosfera 
io  mi  richiamai  alcune  indagini  e  considerazioni  sopra  Tannua 
quantità  della  pioggia  che  incominciai  a  misurare  in  questa  R. 
Specola  dall'anno  1830.  E  avendo  poi  letto  con  piacere  alcun 
poco  innanzi  rinteress<intc  scritto  di  codesto  valente  Idraulico^ 
il  sig.  ingegnere  Cavalieri  San  Bertolo,  col  titolo  di  Effemeridi 
del  Tevere  ec.  pubblicato  nel  T.  I.  degli  Annali  di  scienze  ma- 
tematiche e  fisiche,  Roma  ec.  pag.  403  ,  me  ne  venne  la  cu- 
riosità di  comparare  il  rlsultamento  ivi  registrato,  pag.  406, 
dell'altezza  dell'annua  pioggia  presa  in  medio  da  due  punti  ^ 
Perugia  e  Roma,  del  bacino  del  Tevere  con  quello  che^  per  lo 
stesso  intervallo  di  anni  dal  1830  al  1849  ,  aveami  sommini- 
strato il  mio  pluviometro.  Senz'altri  preamboli  ecco  il  confrónto. 
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ALTBZZA  dell'  ANflOA   PIOGGIA 


Roma 
mm 

700,3 
616,8 
799,6 
381,6 
890,  1 
78»,  6 
749,7 
927,2 
914,8 
543,1 
771,9 
786,  5 
651,5 
849,6 
1014,  T 
935,6 
766,9 
665,4 
544,8 

■BDiA  ^  750,  35 


a  Modena 
finn 

~740,  0 
586,4 
604,9 

1109,  8 
299,8 
814,  6 
614,  1 
576,4 
801,5 

1176, 3 
548,7 
658,2 
860,3 
636,9 
825,1 
915,8 
898,  0 
657,2 
652,  1 
650,7 

tJiTsÌ 


DIFFBRENZB  1 
SEMPLICI 


DIPFERBIfZB  MBOIB 


mm 


dì  uo  tritfD 


mm 
32,  3 


-—  51,00 


-4-153,  5 


I—  51,  i 


11,  6 


Ilio /dì 


un  novennio 


mm 
44,.9 


;i3,  1 


82,  1 


—  105,  9    j 


I 


Raccogliamo  di  qui  : 

1.''  Che  nei  singoli  anni  le  quantità  della  pioggia  per  Tuno 
e  Paltro  luogo  paragonate  presentarono  differenze  ircegolari  e 
Yario;  ora  minime  di  valore,  come  nell'arnie  1840;  ora  massi- 
mo colfecccsso  della  pioggia  per  Modena,  come  negli  anni  1833 
e  1839,  colFeccesso  nel  primo  di  essi  maggiore  della  pioggia 
a  Modena  per  tutto  il  seguente  1834;  ed  ora  pur  massime  nel 
contrario  senso,  vale  a  dire  colPeccesso  della  pioggia  a  Roma, 
come  negli  anni  1836  e  1837.  Né  faccia  caso  che  la  copia 
maggiore  dell'  annua  pioggia  sia  caduta  nel  1839  a  Modena  , 
poiché  si  ebbe  a  Roma  una  pioggia  eziandio  maggiore  di  que- 
sta neir  anno  1827  ^  essendone  stata  1*  altezza  misurata  di 
1364^'"'"  0.  Colali  variazioni  e  irregolarità  nelle  semplici  dif- 
ferenze annue  della  pioggia  debbonsi  di  certo  attribuire  alle 
condizioni  e  circostanze  locali  'diverse  dei  due  termini  o  paesi 
di  confronto,  specialmente  alla  differenza  non  tenue  di  2.''  45' 
di  latitudine  geografica,  ed  alfesser  i  medesimi  Tuno  rispetto 


A 
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all*altro  situati  nei  due  opposti  lati  o  versanti ,  settentrionale 
e  meridionale,  dell'alta  catena  degli  Apennini. 

2/  che  malgrado  le  avvertite  discordanze  della  pioggia  re- 
lativa nei  due  luoghi  da  un  anno  alTaltro,  e  le  particolari  ca- 
gioni di  situazione  da  cui  derivano  y  la  quantità  media  però 
della  pioggia  risulla  pressoché  uguale  ae*  luoghi  stessi  da  pa- 
recchi anni  di  seguito;  come  dimostra  la  piccola  differenza  di 
19*''",  0  che  io  ritengo  e&ser  anche  n^^ggiore  della  inedia  ri- 
sultante da  un  più  lungo  intervallo,  mentre  comprendendovi  la 
pioggia  delfultimo  successivo  anno  1850  io  ne  ho  per  Mode- 
na la  detta  media  di  743""",  7  che  ho  motivo  di  credere  me- 
glio stabilita  e  piii  prossima  alla  corrispoaden(e  di  Boma.  Que- 
sto fatto  della  pioggia  media  nel  tempo  medesimo  ,  e  trovata 
eguale  ia  due  luoghi  cosi  disgiunti  e  (^versi,  mi  sembra  ben 
rimarchevole  e  degno  di  siagoUr  attenzione^  signifiqavdo  esso 
a  mio  avviso-  che  le  cagioni  e  gli  effetti  della  località  in  uu 
certo  numero  di  anni  si  compepsano,  e  lasciando  apparire  il  solo 
effetto  comune  della  cagione  più  generale  ed  estesa  dell'annua 
pioggia,  quaPò  l'evaporazione  del  mare  che  circoscrive  di  gari 
influenza  fneteorologica  Tuno  e  faltra  luogo  di  osservazione. 

Z^  che  forse  prendendo  le  medie  differenze  della  pioggia 
nei  due  luoghi  di  tre  in  tre  anni,  poscia  di  nove  in  nove,  quelle 
di  tre  navennj  potranno  risultar  pressoché  uguali  e  del  mede- 
simo segno  ;  cosicché  la  serie  primitiva,  ossia  dell'annua  piog* 
già  comparativa,  direbbesi  algebrica  di  terz' ordine,  e  svele- 
rebbe a  cagione  fisica  un'influenza  periodica  della  luna  sopra 
la  nostra  atmosfera. 

In  altra  occasione  ritornerò  su  quest'argomento  della  piog- 
gia caduta  e  misurata  in  Modena^  che  mi  ha  offerto  curiose 
deduzioni,  e  qualche  legge  forse  ancora  non  avvertita.  Ma  l'at- 
mosfera ,  che  ora  ci  ride  serena  ,  sollevaci  a  più  lieti  e  alti 
pensieri.  'E  già  eccone  soggetto  nel  quarto  dei  piccoli  pianeti 
non  ha  guari  scoperto  e  annunziato  dall'indefesso  e  felice  Ga- 
sparis  ;  per  la  cui  opera  il  cielo  di  Napoli  direbbesi  quasi  il 
prediletto  giardino  delle  asterroidi.  E  invero  queste,  Dee  o  Nin- 
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fé  che  sicDo  denominali*,  uou  sbuo  di  cattivo  gusto  poHa  scel- 
ta di  Fbr  più  froqucQtu  convegno  e  diporto  suli^  nostra 'terra, 

Modena,  4  UiuguQ  1851. 


ADDIZIONE  ALLA  NOTA  SULL'OSCILLAZIONE  DEL  PENDOLO: 

NVOFA  DIMOSTRJZWNE  GEOMETRICA 

DEL  PRLNCIPIO  DLNAMICO  DE'MOTl    liELATrVI 

PROF.  D.  CUELINI 

d.  S.  P. 


Colla  Nota  stampala  in  questo  giornale  a  pas:.  243  non  ho 
inteso  ad  altro  che  a  dare  un  cenno  semplice  e  chiaro  del  modo 
inlimo  onde  si  opera  il  fenomeno,  che  rende  visibile  nelloscil- 
far  del  pendolo  il  molo  rotatorio  della  terra,  fn  appresso  es- 
sendomi slato  dimandato  :  1."  se  per  averne  una  spiegazione 
veramente  dimoslraliva  non  sia  indispensabile  di  ricorrere  alle 
formule  fondamentali  del  molo  relativo;  2.""  se  per  avventura 
non  esista  un  qualche  metodo  semplice  e  diretto  per  arrivare 
alle  fòrmule  nominate  ,  alle  quali  Poisson  non  perviene  se 
noD  dopo  calcoli  assai  lun<;hi  e  penosi:  io  mi  propongo  qui  di 
rispondere  aH*una  e  all'altra  dimanda. 

Convien  dapprima  risolvere  il  seguenlQ  problema  :  Dato 
nello  spazio  assoluto  il  moto,  di  un  punlo  nalori^le  M  ed  il 
moto  di  un  sistema  solido  T,  trovare  il  moto  di  M  relativamente 
al  sistema  solido  ,  cioè  il  moto  di  M  quale  apparirebbe  ad  un 
osservatore  collocato  sopra  questo  sistema. 

Se  il  moto  assoluto  di  M  si  dccon^pone  in  due.  moti  com- 
ponenti uno  de' quali  ^ia  quello  che  avrebbe  il  punto  M  se 
fosse  invariabiJqkefìte  connesso  col  sistema  T,  cioè  il  comune 
con  T,  l'altro  moto  componente  sjarà  evidentemente  il  moto  re- 
lativo richiesto.  La. questione  adunqqe  è  ridotta  a  trovar  le 
forze  componenti  risguarda^ti  il  mòlo  comune,  e  a  sopprimerle 
ficll^l  for^^  4^ta  chjc  pro^luce  il  molo  assoluto  :  la  forza  com- 
popei^le    c^c   rimane  ^rodui^à  il  moto  relativo  di  M  ,   cioè  il 
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naoio^  di  M  colle  apparenze    che  •  offrirctbc  ad^  un  osservatore 

che  si  credesse  immobile  sai  sistema  T. 

Sia  ds  la  linea  ab  che  il  punto  M  descriverebbe  col  moto 

relativo'   nel    tempo  infinitesimo  d^  ;  la  sua  velocità  relativa  u 

sarà 

di 
«=  — . 
dt 

Sia  da  la  linea  oc  descritta  nello  stesso  tempo  d^  dalla  origi- 
ne  a  della  linea  ds ,  supponeddo  la  linea  d^  invariabilmente 
connessa  col  sistema  T.  È  noto  che  un  movimento  qualunque 
fatto  da  un  corpo  in  un  tempo  infinitesimo  d^  si  può  sempre 
decomporre  in  due  moti  infinitesimi  :  in  un  moto  di  traslazio- 
ne di  uno  de'suoi  punti  preso  ad  arbitrio,  ed  in  un  moto  di 
rotazione  vdt  intorno  ad  un  asse  instantaneo  passante  per  que- 
sto punto;  ed  é  noto  inoltre  che  ,  ovunque  si  prenda  questa 
punto,  si  mantiene  costante  tanto  la  direzione  dell'asse  instan- 
taneo quanto  Tampiezza  vdt  della  rotazione.  Applicando  ciò  al 
sistema  T,  mentre  il  punto  a  descrive  la  linea  d(7  =ac,  il  si- 
stema T  e  con  esso  la  linea  d;  farà  intorno  ad  a  la  rotazione 
vdtj  e  Testremo  b  della  linea  ds  descriverà  per  questa  rotazione 
un  archetto  a  che  avrà  evidentemente  per  raggio  ds  sen  {vu) 
(si  suppone  che  la  velocità  u  sia  rappresentata  da  una  retta 
avente  la  direziona  di  d9,  e  che  v^  velocità  angolare  di  rota- 
zione, sia  rappresentata  da  un  segmento  dell'asse  di  .rotazione) 
ed  avrà  per  angolo  centrale  vdtj  e  però  sarà 

ce  =  d«  sen(t7tf}.t?d^  =  vu  sen(t7tf)d^^  , 

e  quest*archetto  oc  si  può  riguardare  come  percorso  satto  Tin- 
fluenza  di  una  forza  acceleratricey*=:2t7u  sen(t?tf)  >  conforme- 
mente a  ciò  che  si  pratica  nella  valutazione*  della  forza  "cen- 
trifuga nel  moto  curvilineo  di  un  punto  materiale. 

Ciò  posto,  sia  F  la  forza  acceleratrice  assoluta  del  mobile 
M,  cioè  la  forza  «che  lo  anima  nello  spazio  assoluto,  sia  F^  la 
forza  comune^  cioè  la  forza  che  lo  animerebbe  se  fosse  inva- 
riabilmente connesso  col  sistema  T,  connessione  che  fa  nascere 
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la  forza  centrifuga  composta  f  =  2t7u  seQ(i7u);  fioalmente  sia  F^ 
la  forza  acceleratrice  relativa.  Questa  forza  relativa  F^  risul- 
terà, come  qui  sopra  si  é  avvertilo,  dai  comporre  la  forza  as- 
soluta F  colle  due  forze  — Fc>  — /• 

Riportiamo  queste  forze  a  tre  assi  rettangolari  {x),{y)j(z) 
cooDessi  invariabilmente  coi  sistema  T.  Le  componenti  di  F^ 
secondo  questi  tre  assi  saranno  rappresentate  da 

i^x        d*y  d^z 

essendo  x,y,2  le  coordinate  del  punto  Af.  Se  (^  m,  n),  (X, /x,  v) 
dinotano  rispettivamente  i  coseni  degli  angoli  che  le  direzioni 
di  F  e  di  Fc  fanno  cogli  stessi  assi  coordinati,  le  componenti 
di  F  e  di  Fc  saranno 

/F  ,  mF  ,  «F  ;  XF. ,  ftF, ,  vF^. 

La  rotazione  {*)  v  abbia  intorno  agli  assi  {x)y  (y),  (2),  le 
rotazioni  componenti  /?,  q^  r,  rappresentate  da  tre  segmenti  di 
questi  assi;  le  componenti  della  velocità  relativa  u  sono 

dx  dy  dz 

di  '       dt    '       di  ' 

Quindi  la  forza y,  essendo  rappresentata  da  una  retta  perpen- 
dicolare al  piano  (v,  u)  ed  =  2vu  sen(vu),  avrà  sugli  assi  {x)j 

{y)j  (z)  (per  un  teorema  cognito  di  geometria)  le  componenti 

I  -  —  ■   -  -  —  ■  -  ■ 

(*)  Il  principio  della  compòsizioDe  de^moti  simultanei  dì  rotazione  , 
anziché  esprimerlo  in  qnel  modo  onde  l'ho  espresso  nella  nota  (  pag. 
245  )  dietro  il  signor  Poinsot ,  si  dee  piuttosto  enunciare  cosi  :  Se 
un  sistema  solido  gira  simultaneamente  intorno  a  due  lati  di  un  parcU- 
lelogrammo  connesso  invariabilmente  al  sistema  ,  con  velocità  angola- 
ri proporzionali  alle  lunghezze  de^due  lati,  le  due  rotazioni  simultanee 
equivarranno  ad  una  rotazione  unica  intomo  alla  diagonale  ,  con  velo- 
cità angolare  proporzionale  alla  lunghezza  della  stessa  diagonale  ;  e  vi" 
ceversa.  Infatti  la  dimostrazione  che  se  ne  dk,  ove  ben  si  consideri,  com- 

,  porta  lale  enunciato. 

Le  rotazioni  successive  e  /little  intorno  ad  assi  fissi,  hanno  altre  leg- 
gi di  composizione  che  non  occorre  qui  di  richiamare. 

Jnnali  di  Scien.  Mal.  e  Fis.  T.  II.  luglio  1851.  20 
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Possiamo  daoqae  conchìndere  clie  le  componenti  delfo  for-^ 
M  atoeleratrice  relativa  Fr  del  ponto  M  sono  date  dalle  tre 
•qnaeioRt  : 


=  /F  —  XF. 


K'^-2f> 


■        -^=„F-^F.-2(r--p3^), 

_  =  nF-vK-2(;.J.-,_). 

Abbiamo  così  ottenuto  una  nuova  dimostrazione  sempU* 
cissimo  de]  principio  dinamico  de'  moti  relativi  :  Per  aver  Ve- 
funzioni  differenziali  del  moto  di  un  punto  M  relcUivamente  ad 
un  sistema  ^nobile  T  di  tre  assi  coordinati,  iisogna  sottrarre  dai 
termini  esistenti  per  il  moto  assoluto  diìH,  1.^  quelli  che  proven- 
gono dalla  forza  eguale  a  quella  che  assoggetterebbe  il  punto  M 
a  rimanersi  invariabilmente  connesso  col  sistema  mobile  T>  2.''  quelli 
che  liTovengono  dalla  forza  centrifuga  composta  f ,  cioè  da  ^ma 
forza  psrpendicoiare  aU'iuse  istcuUaneo  della  rotazione  v  del  sittema 
T  e  aUa  velocità  relativa  u  di  M,  e  dipiié  eguale  a  2vuseià(vu  . 
Questo  principio  importante  della  dinamica  é  stato  tro^ 
vaio  da  Corìolia  per  meczodi  un'analisi  alquanto  lunga  {Tratte 
de  iu  Mèeanique  dee  eorps  soUdes^  paf .  47),  ma  era  stato  di  già 
impiegato,  sebliene  espresso  in  modo  inesatto  ed  incompleto, 
da  Ctairaut,  come  ha  fatto  vedere  il  sig.  J.  Bertrand  {Journal 
de  Vécole  polytecniqucy  Cahier  32  pag.  149). 

Supponiamo  ora  che  il  sistema  T  sia  la  terra  ,  e  che  si 
tratU  del  moto  relativo  di  un  projettile  M.  É  evidente  che  }a 
fona  assolata  F  acceleratrice  del  punto  M  risulta  da  F^ ,  e 
dalla  gravità  g  quale  si  conviene  alla  latitudine  X  del  luogo 
dell'esperienza.  Quindi  se  0  6  Torigine  di  un  sistema  di  assi 
rettangolari  Oxj  Oy,  Oz  connesso  invariabilmente  colla  terra , 
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«  se  Taise  O;;  é  verticale  e  si  conta  di  basso  in  alio,  Tequa* 
zioni  del  moto  relativo  del  panto  M,  facendo  astrazione  dall« 
resistenza  dell*  aria  e  dalle*  altre  cause  fisiche^  saranno 


d^x  _  /      d^  diA 

d^V  .^  /      dj:  d>s\ 

-dF-=-n'-d7-^d7)' 

d'z  ^/      dy  dxK 

■dI^=-K^d7-^d7)-^' 

essendo  nella  nostra  supposizione 

JF  =  AF^ ,  mF  =  [iFc  ,  «F  =  vF,,  —  g. 

Se  di  più  conveniamo  che  gli  assi  orizzontati  positivi  Ox^  Oy 
siano  rivolti  il  primo  verso  il  punto  est ,  e  V  altro  verso  il 
ponto  nordj  allora  gli  angoli  onde  gli, assi  Ox,  Oy,  Oz  incli- 
nano sull'asse  di  rotazione  della  terra,  essendo  X  la  latitadioo 
del  luogo>  saranno  90"" ,  X  ,  90""  — X  ,  e  la  velocità  angolare 
«  di  rotazione  della  terra  avrà  per  rotazioni  componenti  attor- 
no gli  assi  Ox,  Oy»  Oz , 

j9»0,    y==t?cosX,    r  =  t?sen  X  , 

e  Tequazioni  del  moto  relativo  diventano 

^^^       «  /      -^  ^y  ^  ^'\ 

— ^  =  2v[  scn  X  -~  —  cos  /  -r- 1  , 
d^^  \  d^  il/  ' 

-  =  -2.senXj^,^^  =  2.cosX--^ 

li  punto  M  sia  il  centro  (x,  y,  z)  di  oscillazione  di  nn  pen- 
alo liberamente  sospeso  ad  un  filo  flessibile,  lorigino  0  de- 
gli assi  sia  nel  punto  di  sospensione,  ed  OM  =3  /  .   Si  voglia 

d^' 
aver  riguardo  alla  resistenza  delf  aria  =  —  e       ^  ,  ed  alla 

tensione  II  del  filo  che  sostiene  il  pendolo    considerata  come 
una  forz^  che  tira  il  pendolo  verso  il  punto  di  sospensione  ; 
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le  componenti  dì  queste  due  forze  secondo  gli  assi  Or ,  Oy  , 
O4;  sono 

às  dx  às   dy  ds  dz  x  y  s 

e  l'equazioni  del  moto  relativo  del  pendolo  saranno  ; 

^*^        -^  /        ^  dy  ^  àz\  d^  di?        _Jc 

-j-a^  ==  2v[  sen  A  -p-  —  cosa  -z-ì  —  e  —  tt  —  O-r-  , 
d^*  V  dt  dtl  di  dt  t 

d^y  o  -i  ^^  às  dy  y 

~pp  =  —  2v  sen  A- e  --^  ^  —^ir  j 

dt'  dt  dt  dt  l 

d^z         ^  ^  dx  *  d*    dz       „   z 

d^^  d^       ^         dt    dt  l 

Ed  eccoci  arrivati  per  una  via  breve  e  diretta    alle    formule 
di  ^oisson. 

Ma  tutte  le  volte  cke  si  tratta  di  apprezzare  i  movimenti 
relativi,  egli  è  poi  necessario  ed  utile  di  ricorrere  alle  formule 
precedenti  ? 

Quando  conosciamo  la  l*^gge  onde  si  muove  un  punto 
M  indipendentemente  da  un  sistema  T  moventesi  esso  pure 
con  legge  conosciuta  ,  4  me  sembra  assai  chiaro  che  un  os- 
servatore situato  sul  sistemai  T  possa  in  molti  casi  rendersi 
conto  di  tutte  le  apparenze  che  gli  offre  il  muoversi  det  pun- 
to M,  col  solo  combinare  tra  loro  i  muti  reali  de'quali,  presi 
a  parte,  ha  piena  cognizione,  e  ciò  con  molto  maggiore  evi- 
denza che  ricorrendo  alle  formule  del  moto  relativo.  E  talo 
mi  pare  il  caso  del  moto  oscillatorio  del  pendolo.  Infatti  se- 
guendo il  metodo  indicato  noi  veniamo  a  conoscere,  quasi  in- 
tuitivamente, non  solo  la  legge  onde  gira  il  piano  di  oscilla- 
zionci  legge  scoperta  dal  sig.  Foucault,  e  la  causa  del  moto 
ellittico  osservato  dal  P.  A.  Secchi  ,  ma  ben  anche  la  causa 
per  cui  la  palla  del  pendolo  dee  guardar  sempre  colla  stessa 
faccia  uno  qualunque  de' quattro  punti  cardinali  della  terra  , 
fenomeno  osservato  dal  P.  A.  Scrpiori.  Basta  solo  considerare 
che  rimosso  il  pendolo  dalla  verticale,  e  fermato  in  questa  pò- 
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sizipne^  la  palla  del  medesimo  non  può  descrìvere  c^ol  sdo  cen- 
tro intorno  alla  verticale  (supponendoci  al  polo)  una  circonfe- 
renza in  24  ore,  senza  fare  un'intera  rotazione  intorno  ad  un 
asse  passante  pel  suo  centro ,  e  parallelo  all'  asse  della  terra 
(a  un  di  presso  come  fa  la  luna  nel  suo  girare  intorno  alla 
terra);  cosicché  la  palla  neiratto  che  si  abbandona  a  se  stessa 
per  cominciar  le  oscillazioni^  oltre  di  avere  un  moto  iniziale 
normale  al  piano  di  oscillazione,  è  di  più  animata  (al  pari  del 
punto  di  sospensione  )  da  un  moto  rotatorio  eguale  a  quello 
della  terra,  e  perciò  nel  suo  oscillare  dee  mantenersi  conti- 
nuamente orientata* 
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SOVRA  UNA   SPECIE  PARTICOLARE  DI  FftAZlOM  CONTINUE 

MEMORIA 

DEL  SIG.  DOTT.  GIUSEPPE  OSENGA 

già  professore  di  Matematiche  neirUni versila  di  Parmar. 


Generalmente  fra  tre  quantità  A^  p,  q  può  ammettersi  la 
relazione 


A  = 


y  -H  A 
tosto  convertibile  nell'altra  forma 

A=       P 


7 


dunque  ógni  quantità  è  idonea  a  venir  rappresentata  mercé 
una  frazione  continua  appartenente  alla  specie  semplicissima 
delle  periodiche  pure  coi\  periodo  di  un  solo  elemento. 

Ignoro  che  altri  abbia  esaminate  le'  conseguenze  di  quest' 
ovvio  principio,  né  che  fiasi  finora  studiata  esclusivamente  sif- 
fatta qualità  di  frazioni  continue;  ma  io,  fatte  alcune  ricerche 
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.4a  falò  obiettò,  veggo  derivarne  risultamenli  cui  ref^uto  dégni 
di  qualche  considerazione,  sia  riguardando  alle  espressioni  ana- 
litiche, sia  al  calcolo  numerico  di  funzioni  irrazionali. 

Qui  presento  agli  analisti  i  primi  frutti  delle  mie  indagini 
SA  tale  obietto. 

P 
Proposizioni  ieoriche  iuìla  frazione  „  |  p 


1.^  La  struttura,  eminentemente  semplice  della  specie  di  fra- 
zioni continue  cui  prendo  a  discutere  m'induce  a  distinguerle 
appunto  coU  attributo  di  periodiche  semplici. 

Sia  dunque  la  periodica  semplice 

_P_ 


cui  compendicrò  nella  scrittura 

ed  ove,  senza  nuocere  alla  generalità,  come  vedremo  (n.*  3), 
si  può  ritenere  q  positiva  ,  restando  a  />  la  possibilità  di  es- 
sere positiva  o  negativa. 

Secondo  che  p  è  positiva  o  negativa,  è  positivo  o  negativo 
anche  il  valore  A  della  frazione  stessa  ,  altrimenti  si  tollere- 
rebbe una  delle  due  equazioni 


-A=.    -i^  -HA  =  -II^. 


"T^— T"...  • 


ambe  assurde,  siccome  tali  che  uguagliano  quantità  pcksiCire  a 
negative. 

Il  valore  A  é  limitato  in  ogni  caso.  Nelle  periodiche  sem- 
fUci  pamiive  abbiamo 

A<1/^P 
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perchè  daUcquazione  fondaiaenUilQ 

A=_P- 

yH-A 
'  si  trae 

A' 

£  nelle  periodiche  negative  abbiamo 

A<jf 
altrimenti  ad  A  polrcbbesi  dare  la  forma 

—  (?-^^')    ■ 
il  che  gìUerebbe  l'equazione  fondamentale  nell'assurdo  seguentf 

2".  Dal  teorema  elementare 

a  dx 

b  bx 

deriva  che  ,  senz'alterare  il  valore  di  una  frazione  continua 
qualunque ,  si  ponno  moltiplicare  per  qualsivoglia  quantità  i 
due  termini  di  uno  de'suoi  elementi ,  purché  anche  il  luinjie* 
ratore  del  suo  elemento  susseguente  si  moltiplichi  per  U 
quantità  medesima;  così  per  esempio  à 

m  m  m 


n  -4-0  n~\-ox  «-W)a? 


2)-l-y  px-hqx  px^qjff 


f-l- ^4- '  r         s- 

y      y 


•  ■  I  ■"•  •  •  I 


Questa  operazione,  eseguita  regolarmente  sulle  periodiche 
semplici  in  tutta  la  loro  estensione,  le  trasforma  in  aljbrcv  (rt-*- 
zioni  dì  ugual  specie.  Gli  è  chiaro  infatti  che ,  immaginando 
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moltiplicato  per  uaa  stessa  qillintità  e  ogni  elemento  della  fra- 
zione S(  — 1  ,  ed  il  susseguente  numeratore,  tutti  i  denomi- 
natori q  ne  terranno  moltiplicali  per  e  una  volta,  e  verranno 
moltiplicati  due  volte  per  e  tutti  i  suoi  numeratori,  tranne  il 
primo,  che  subirà. una  sola  di  queste  moltiplicazioni,  e  cosila 
data  frazione  sì  tramuterà  nell'altra 


pc 


qc  H-  pc* 


c  \qc  f 


qc  -^r  pc^ 


.  y^H-- 


la  quale  proposizione  si  enuncia  cosi  :  qualunque  sia  e  una 
frazione    concinna  periodica   semplice    cambiasi   nel  prodotto    dì 

1  ;.r  ».  ^.  fro^  *  «,»,  ^,  «*.>(»»*,„  ,«<.  i 

€ 

denominatori  per  e,  e  i  numeratori  pel  qtuidrato  di  e. 
Siffatta  operazione  non  altera  il  rapporto 

q_ 

P 

fra  iT  quadrato  del  denominatore,  ed  il  numeratore  degli  ele- 
menti della  frazione  stessa,  rapporto  importante^  cui  chiamerò 
ritmo  della  frazione,  ed  esprimerò  con  B. 

3.  A  vari  scopi  può  tendere  la  trasformazione  proposta  : 
annovero  i  precipua: 

I.""  Esprìmesi  la  frazione  con  numeri  meno  forti,  allorquan- 
do p  è  multiplo  più  volte  di  un  summultipla  b  del  q^  poncn- 

1       . 
do  e  =  —,  viene 

IL^Rendonsi  interi  p  e  jr,  se  noi  fossero,  eguagliando  e  al 
prodotto  dei  loro  denominatori,  cioè 


lll."^  Togliesi  la  forma  irrazionale  quadratica  che  avesse 
nn  moltiplicatore,  o  uq  divisore  del  q,  assumendo  per  e  que- 
sto medesimo  Cultore  irrazionale;  così 


(  i/A 


l/b 


IV.°  Si  eguagliano  all'unità  i  numeratori  p  y  oppure  i  de- 
nominatori q  della  fràrìone.  Pel  primo  intento  vuoisi  c=-— , 
sicché 

con  grave  probabilità  d'incontrare  risultamenti  di  forma  irra- 
zionale o  immaginaria:  pel  secondo  intento  si  vuol  c= —   , 

? 
onde 

(T)        ^^  '        (T 

y.''  Assumendo  e  =  -^  si  eguagliano  tra  loro  i  numeratori 
e  denominatori  cioè 

^(^)=f  Al\=i  Hi) 

p 
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proprielà  ridultiva  ben  rimarchevole  ,  che  trasforma  le  perio- 
jdicbe  semplici  aventi  un  dato  ritmo  nel  prodotto  di  un  nu- 
mero per  la  periodica  semplice,  ove  esso  ritmo  è  numeratore 
e  denominatore  degli' elementi,  periodica  alla  quale  darò  il  po- 
me di  nimica. 

VI.°  Si  toglie  un  moltiplicatore  e  che    affettasse  una  data 
frazione,  viene 


•K?-) =»(?)■ 


YII.*  Ponendo  c  =  — 1  rendonsi  positivi  i  denominatori  jf, 
ove  noi  fossero;  i  due  casi  possibili  sono 

^(ii)=-Kf) 

K.""  Esprimiamo  con  N, ,  N,  ,  N3  ,  .  .  .  .  Na  i  mimeratori, 
e  con  Di,  Da  ,  D3.  .  .  .  Da  i  denominatori  dei  rotti  communi 
F  9  F2  ,  F3 Fa  che  risultano  dal    computare  soltanto  il 

primo  elemento,  —  ,  o  i  due  primi,  o  i  primi  tre,  o  in  gè- 

nerale  i  primi  h  etementi  della  frazione  continua 


^(f) 

si  ba 

^  J    ' 

D,       q 

N3         p 
'  Da""       N; 

N 


*+t 


Da^.  Na 

d'onde  in  generale 

Na+i  =  />Da  , 

Da+i  :S=  ?Da  -h  Na 

formule  che  porgono  una  spedita  maniera  di  ricavare  gli  uni 
dagli  altri  i  valori  numerici  di 


(  323  ) 

N;,  D,  ,  N3,  D3,  N4,  D4 

lenendo  Tordine  stesso  in  cui  stanno  qui  disposti. 

Volendo  poi  conservare  a  codeste  quantità  le  forme  algo- 
bricbe,  dalle  sussegacntisi  sosti(azioni  trarremo 


Ni=J»  D,=y 


N,=/,7  D,=y'(l  -+-  -i) 


=  ?-? 
'P 

P 
P 


x.=„^,H-i^i)      ■■•••■•■•. 


6      10      4 


N*  =/,^-«  [1  -+-  ^ 


A— 2     (A— 3){A— 4)     (A  —  4)(A  —  5)A-6) 


2.R^  2. 3.  R5 

(A— 5){A— 6)<A— 7KA— 8) 


2. 3. 4.  R« 


'] 


P  *  L  R  2.R^ 


(A— 3)(A— 4)(A— 5)      (A— 4)(A— 5)(A-6)(A~7) 
2. 3.  RJ  ■"  273:1714  ^ 


•     J 
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dei   qtialì    polinomii  dovrà  il  primo    contenere     tanti     termini 
quanti  interi  comprendonsi  in 

4 

■    ■  T" 

e  l'altro  tanti  quanti  interi  sono  in 

A-+-2 
2 

ossia  dovranno  estendersi  entrambi  dal  primo    termine  fino  a 
quello  che  si  annulla  da  se;  laonde  noteremo  intanto  che  nelle 

periodiche  positive  aventi  qZT^j  i  valori  di  I^  e  Da  s'accre- 
scono per  ogni  aumento  dato  ad  h. 

Riconosciute  poi  vere  queste  formule  fino  ad  un  determi- 
nato valore  di  A,  mettansi  i  valsenti  di  N^  N^.i  ,  e  D^  D^., 
nelle  eqqazioni 

Na^.,  =  jtNa  -4-/?Na-i 

Dh-^i  =  qDk  ^-/>Da-i 

e  troveremo  sussistere  le  medesime  forme  anche  per    Na+i  e 
Da+i  . 

i>.    E  dunque  rigorosamente  dimostrata  Tidentità 

(l  ^  ^-^_.  (A-3)(A-4)     (A-4)(A-5)(A-6) 
F  =f'  K    '^       2.R-       -^  2.a.R» 

*       \         h-i  .   (A-2i(A-3)  .   (A-3)(A-4)(A-5)  .         '  ^  ^ 

R  2.R^  2.3.R3         ^ 

qualunque  sia  l'intera  A. 


{*)  Il  prof,  bianchi  di  Modena,  in  una  sua  memoria  sulle  permu- 
t azioni  degli  elementi  nelle  frazioni  continue  periodiche  (F,  Mem.  della 
Soc.  Italiana  T.  XXHI),  toccando  di  sfuggita  le  mie  periodiche  sem- 
plici nel  caso  particolare  di  p»!,  presenterebbe  esso  pure  la  loro  som- 
ma approssimata;  ma  il  suo  rtsultamento,  conforme  al  mio  nei  primi  tre 
termini,  si  del  numeratore^  come  del  donominatore^  ne  divaria  in  tutti 
i  seguenti,  per  l'omissione  ch'ei  vi  fa  di  fattori  della  forma  (h — a). 
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E  questa  è  la  rappresentanza  più  o  meno  approssimala  del 
yalore  della  periodica  semplice 

rappresentanza  che  (siccome  la  forma  medesima  della  frazione 
ci  manifesta),  riesce  nelle  periodiche  positive  sempre  errata  in 
più  quando  si  assume  h  impari,  errata  in  meno  allorché  he 
pari;  ma  nelle  negative  risulta  minore  del  giusto  sempreché 
non  sia  fittizia. 

E  sarebbe  fittizia  ogniqualvolta  vi  fosse 

R  <  4 


imperocché  sciogliendo  rispello  ad  A  l'equazione  fondaiucnla- 
le  (n."  1.") 


L 


q-k 
essa  dà 


A=i-(t-K»-r) 


che  dimostra  essere  immaginarie  le  periodiche  lemplici  nega- 
tive aventi  ritnfo  minore  di  4.  ' 

G.""  Nitin  non  vede  che,  tanto  assegnando  un  valore  ad  h 
come  lasciandolo  indeterminato ,  chi  imprendesse  la  divisione 
di  Na  per  D^^  otterrebbe  un  quoto  di  forma 


FM 


I 

adoperando  poi  il  noto  metodo    per    riconoscere  i  coefficienti 
indeterminati  di  questa  serie,  si  trova 
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G.  =  (A-2)  -  (A-1)  =  —  1 

^^^_(A-3)(A-4)  _  (A-2)(A-3.)  ^  (^_i)  ^3 

(A_4)(A— 5)(A-6)       (A-3)(A-4)(A— 5)     (A— 2KA-3) 

—  2(A— 1)  =  —  5 

(A— 5)(A— 6)(A-7)(A— 8)     (A— 4)(A— 5)(A— 6HA— 7^ 
'  ~  2. 3. 47"  2. 3. 4. 

(A-3)(A-,4)|A-5)  _  ,(A-2)(A-3)  ^  ^  _^^ 

2.3  2        •         ^         ' 

_  (A  —  6)(A  —  7)(A  —  8)(A  -^  9  (A  — 10) 
'  —  2. 3.  4. 5 

H-5)(A-6)(A-7)(A— 8)(A— 9)      (A— 4KA~5)(A— 6)(A-7)- 
"*"  2.3.4.5  "*~  2.3.4. 

_ 2  (A-3)(A-4)(A-j)  ■      (A_^,(A-3)  _^^^,_^)^^.^, 

2.3  2  ^ 


onde 

o  /i»  \       r,  /•  12        5        14       42  \ 

e  quesl'  equazione  porge  il  valore  delle  periodiche  semplici 
espresso  in  serie  ordinata  per  le  potenze  crescenti  negative 
del  ritmo. 

7,^  Ma  studiamo  meglio  i  caratteri  de'suoi  coefficienti!  Po- 
sta mente  al  caso  avvenluroso  che  li  fa  indipendenti  da  A,  è 
in  nostro  arbitrio  surrogare  nelle  espressioni  di  G^.  qualunque 
numero  ad  A,  e  giova  addottare  per  A  i  numeri  m+l»  che 
cosK  annullandosi  i  termini  più  complicati  di  queste  espressioni 
numeriche^  rimane  brevemente 
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t 

G,  «42. 6  -  14Ì1  -H  6^-^4  =  132 , 

2  2.3 

G,  =  -  132.7  -^-42-^  _  14  ^^  _,_  5  =  _  429  , 

A  A»ó 

^        i«ri o       ^oi>    6.7       ,^4.5.6       ..2.3.4.5        ....„ 
Gs  =  429.8  -  433  _.  h-  42  -^  —  14  -^-^  =  1*30  , 

G,  =  -  1430.9-M29  ^*_132^^V  42.^^  -14= -4862, 

G,  =4862:10-1430^^^424^  -m^^  42  ^^^^^.16796. 

2  2.3      .        2.3.4  2.3.4.3 


ed  la  generale. 

_       _              (m-l)(m-2).             (m^2):m-3)(m-4)^ 
^i« mlr,^,, ^ — r—  G«-a 23 ^"*"3- 

forma  poliiiomia  con  Canti  termini  quanti  stanno  interi  in 

m-+-l 

8.^  Assoggettati  poi  codesti  numeri  ad  una  minuta  analisi 
i^inpìrica,  vi  ho  scoperta',  a  farsi  da  G3  in  poi,  un*aitra  forma 
sistematica  assai  più  buona,  essa  è  la  seguente 
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G3  =  -2" 

.5, 

G/,  =  H-  2 

.7, 

C5  =  — 2. 

7.3 
3     ' 

• 

Gfi  =-h2^ 

9.11 

9. 11. 13 
^'  =  -^•-3:4-' 

_  11.13.13 

Gg —4-2.-3-^-, 

_,  11.13.  15.  17 
^^==-^-      3.4.5-   ' 

„,  13. 15. 17. 19 


COSÌ  che,  sommando  a  due  a  due,  ì  termini  della  serie  verrà 

^-^-^  =  T,=  2_-(22-7.R)       . 

it; -+- P  -  1 3  -  2  ^8 -3^ (30-9.R) 
%  ,   G..  _       _        1    13.15.17  • 


e  di  qui 
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T  -2"-'  JL_  (2nV3)(2nH-5) ....  (4n-4-l)r  „  4n-<-3  _     n 
"~         R»+»  3.4.5 (n-i-1)        L      2n-4-3  J 

e  qaìndi  la  nostra  serie  prenderà  quest'altra  forma 

Ki)=^('-r-è) 

(14-5R)+  ^.  |(22-7.R)H-(^)  tlj  (30-9  R) 

R<  \ 

/^\»-'  (2n-4-3)(2n-f-5)....(4n-t-l)r     4fH-3      "l 

\RV       3. 4. 5 (n+1)    L     2n+3      J 


in  progresso  codesta  formula  troverà  una  conferma  (n."  19). 
9."  Il  termine  precedente  a  T/,  essendo 

T     -2-.     *     (2»-H-1)(2h-h3) (4ft-3)  r,  4h~1  t 

V.-2      ^^^7 3.4.5 «         L    2;^""*J' 

il  rapporto  fra  an  termine  qualanqae,  ed  il  sao  antecedente 
sarà 

__   T„  _  2       16.»'— 1     r2(4n-4-3)— (2n-4-3)R-| 

"       T„.,       R'  (afH-3)(.H-l)L2(4n— 1)— (2n-Hl)Rj  ' 

Poniamo  n  =  2  per  vedere  la  natura  della  serie  nel  suo  co- 
minciamento^  e  verrà 

—  6  /22  —  7R\ 
'''  ~  R'\14  —  5rJ  ' 

d'onde  consegue  : 

I.""  che  la  serie  nel  principio  è  divergente  qaando  indipen- 
dentemente dai  segno,  è 

JnnaU  M  SeUnn  Mal.  e  FU.  T.  U.  luglio  ISSI.  21 
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giacché  allora  evidentemente  si  ha 

li.''  che  quando 
la  serie  nel  cominciametalo  ora  diverge,  ed  ora  converge. 

m 

in.''  allora  per  conoscere  il  conGne  tra  l'uno  e  l'altro  caso 
ho  sciolto  l'equazione 

ed  ottenutane  la  sola  radice  reale 

R  =  —  2,  98, 

ho  conchiuso  che  la  serie  nei  suoi  primi  termini 

divergè  per  ogni  ysAóte  positivo  di  R, 
diverge  pei  valori  di  R  Umitati  dà  0  e  — »>  3 
converge  per  R  negativo  e  non  minore  di  3* 
Poniamo  adesso  n=  oò   pier  riconoscere)  la  natura  delia 

serie  nel  suo  estremo  remoto,  e  rìescirà 

Pco  — g,    t 

dutoquó  i^éll'estreitaò  fèìfiòlo,  tanto  ^e  R  è  positivo,  qtiànle  sé 
è  negativo,  la  serie  converge  purchò  sia 

R>4. 

PeI'ténto,  riguardo  aUa  «^vergénza,  la  nostra  serie  é  su- 
scettivi di  tutte  quattro  le  div#f«e  qualità  ,  ucH'  ordine  qui 
sotto  espresso  : 

ì/"  stante  H  fra  -H»  e  -|-4,  te  serie  pria  divetge  e  poi  converge; 
2.^  +  4  e  —  3,  diverge  corUintuimenie  ; 

3.®  —  3  e  —  4,  pria  Converge  e  poi  diverge; 

4.^  —  4  e  —  00 ,  converge  continuamente  ; 

del  te^lo  nel  primo  caso  é  assai  prossimo  al  principio  il  ter- 
mine r*'^''^^  dopo  cui  la  serie  cangia  natura  »  come  si  ricono- 
scerà sciogliendo  nei  varii  casi,  rispetto  ad  r  l'equazione 
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ed  assumendo  pel  valore  di  r  Tìnlero  che  meno  divaria  dalla 
radice  di  questa  equazione  del  terzo  grado. 

lO.*"  Ma  unaltra  serie  |>iù  unissona  colla  periodica  cui  si 
si  vuol  rappresentare,  benché  talvolta  meno  comoda,  può  dalla 
teoria  delle  frazioni  contiàue  desumersi 

Richiamata  l'equazione  (n.''  4) 


A*i_       P 


/>D, 


hfl 


?-^ 


N,      gl>,  -H  N; 


D, 


se  ne  sottragga  Tanaloga 


N 


h 


1?Da., 


D;^      ìjDa-,H^N*-i  ' 


e  rìoÉÉlat 


Da+i  Da 


ma.i  due  membri  di  codosta  equazione    hanno   denominatori 
identici  (n.**  4),  dunque  abbiamo 

Na^.1  Da  —  Da+i  'K  —  —P  (Na  Da-,  —  Da  Na-,); 

pertanto  siccome  é 

1V,D,-1),N.  =-.!>% 

fatto  successivamente  As=2,  «=3^  =4  oc.  avremo  per  que- 
sta specie  di  frazioni  contìhue 
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N.D, 


D.Na^^T*-/)' 


N,D3-D.N3  =  -/>^i 


N3P4-D3N4=5-t-f4 


ossia 


F,  =;F  — 


Fj  =F,H- 


F4==F3- 


D,D3* 

D3D4' 


N4D5  —  D4N5 


—1.5 


F5  3=F4 


D4D5  ' 


J^*..D*-D*..Na  =(-# 


Fa  =F4..  -+ 


(-/>) 


A 


Da.iDa 


Sostituendo  perciò  gli  uni  negli  altri  codesti  valori,  ed  os- 
servando che 

risulterà 


F^_Z__  .1 


D,       D.D,       D,D3.     D3D4 


jcoo  h  termini,  cioè  con  altrettanti  quanti  elementi  comprende 
|q  frazione  continua  equivalente;  avrem  poi  con  esattezza 

rignardando  protrala  I9  serie  airinfinito. 

11."*  La  eguaglianza  perfetta  fra  il  novero  de*  termini  di 
questa  serie  che  occorrono  per  rappresentare  F^  ,  ed  il  no- 
vero degli  elementi  da  computare  per  Io  slesso  intento,  nella 
corrispondente  fraziope  periodica*,  fa  si  che  il  grado  di  con- 
'VjDrgenza  di  essa  serie  esprìma  simultaneamente  la  convergen- 
za della  equivalente  periodica. 

Ora  la  convergenza  caratteristica  di  una  seriq  dipende  in 
generale  da  due  circostanze  :  una  è  il  rapporto    positivo    fra 


dac  suoi  terniini  contigiii  t^  e  tn^i^  Taltra  é  ta  ititermltteil^à 
dei  segiii  ne^  suoi  térodiDi.  Pare  le  dde  càilse  influenti  sulla 
convergenza  delle  serie  intermittenti  ponno  compenetrarsi  ìd 
una  sola,  riducendole  ad  aver  segno  costante,  col  raccogliervi 
in  un  sol  termine  tutti  quelli  che  stadno  fra  due  passaggi  con- 

■ 

secutivi  dal  segno  negativo  al  positivo. 

Dietro  cotal  principio  cangeremo  l'ottenuta  serie  nella  se-' 
guente 

V  y  r=   D,  Di  D,DiD4     "*"    D4D5D6   ' 

che,  per  essere  (n.**  4) 

Da  —  ì>Da-3  =  Da  —  I^A-i  —  ^Da-,  , 
riceverà  la  nuova  forma,  pure  elegante, 

\q/       Md,       D,D4      D4D6  D^m-,  l>2^  i 

e  gli  d  dal  mero  rapporto  de'suoi  termini  contigui 

1  D 


r^ 


'IM-^H 


cné  Terrà  e  dipendere  la  coDTergenita  <iella  sottra  frazione  pe- 
riodica. 

Ed  affinché  al  mutarsi  delltl  convergenza  in  divergenza,  la 
quantità  che  ne  é  misura  divenga  negativa,  come  vuol  ragione, 
noi,  espressa  conr  C„  la  convergenza,  di  cui  ò  caso,  istituire- 
mo la  formula 

C»,  =  fm  —  1  , 
cioè 

2W-+-1     2m(2m-l)    (2m— l)(2>rt— 2)(2»<— 3)  '  1 


■  R  2.R'  2.3.  R^ __5l!ll_l 

"1      2m— 3    (2ffl-4)(2w-5)    (2m-5)(2m-6)Cim-7)  1 

(    '      R    ■*■        2jn         '  2Xr5         ""^""^R-» 

ft«..  H_(2«+l)R[R-4-!!!:!=±)R«--f.(?^^ 
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Doflyqae 

li""  £  Gj»  sempre  positiva  quando  I9  è  R^  onde  tufU  U  pe- 
riadiche semplici  positive  sono  convergetUi* 

.  %.^  Cresce  o  aceoia  G^  nel  sen^o  in  cui  Yari^a  ]^  onde  fra 
le  periodiche  semplici  positive  sono  pit^  coji^v^vg^^i  qitfille  di  mtig- 
gior  ritmo, 

Goasideraiida  poi  clie  il  rapporto 

D 


pad-  svilupparsi  (n.*^  4)  nel  prodotto 


/ 


Djw^a        *^2in+l  ^2»,        •^vn-l 


N  N  N        N  * 

potremo  alla  equazione 


^w  "^^  «nt  "^  * 


dare  la  noyella  forma 


e €. 1 

la  quale  nelle  periodiche  positive ,  e  nelle  negative  non  litti- 
zie,  se  ¥Ì  s^intenda  essere  m  illimitatamente  grande ,  diverrà 


c.  =  (i)-i, 


perchè  è  sempre  A.  il  limite  a  cui  traggonvi  le  frazioni  F^^ 
e  questa  è  la  convergenza  finak  e  difiniiiva  di  essje  periodiche. 
D'altronde  neMe  negative  non  fittizie,  giacché  vi  è  sempre 
(»■•  5) 

ahbjiama 

Yale  a  dire  la  convergenza  finale  vi  é  minima* 

Fatto  in=:  1  la  convergenza  iniziale  trovasi  essere  sempre 
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Ci  ^=  R  H^  uR  j 

sicché  Delie  pcno4i.chc  negative  degeQ.erorebb'essa  ìq  djve]:geAza 
^fìdo  fo^^  R'<3i)  d.al  che  ìoUntq  coiisegaìrohliQ  de^^ersi 
n(<?U9JF^),  Dercl^é-  di?ergeoti  la  priocipio,.  le  perÌQdÌQ]i9  seo^pUci 
negative  aventi  ritmo  <Ci3,  illazione  def  reato  non  u,lile^  giac- 
ché riconoscemmo  anzi  (n.^  5)  essere  impossibile  ogni  perio- 
dica semplice  negativa  con  ritmo  <^4. 

3."*  Nulla  no  arguis^  sulla  cofHrergcnzo  delle  periodicho 
negative^  ma  intorno  ad  esse  noteremo  che,  fattovi  i7i=l  per 
avere  la  convergenza,  iniziare  Ci  i  si  li^ova 

C,  =  B*  — 3R, 

quantità  4^b^  OOB  saiebhe  positiva  se  npn  si  avesse 

»>3, 

onde  intanto  consegue  doversi  rigettare,  perché  divergenti,  al- 
meno dapprincipio,  le  poitiodiche  negatila  con  ritn|0  nop  mag- 
gior^ ^cl  3, 

A°  Né  sono  convergenti  tutte  le'  periodiche  sottomesse  a 
questa  condjzionc^  come  d  ved(^  calcolando  i  limiti  di  R  ne- 
cessarii  perché  sia 

Ca>0,    C3>0  ,    ec. 

InQne  dimostraci  cho  guiderebbero  a  risuUamenio,  ijiatten- 
dibile  i  calcoli  fatti  sopra  periodiche  semplici  negative  aventi 

»<4, 
sciogliendo  rìsgello  ad  X  l'equazione  fondamentale 

9-^  A 

essa  dà 

*  =  l[»-l/"(«-r)] 

immaginario  quando  fòsse 

R<4 
com»  avevamo  asserito. 
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12.^  L'aggregazione  a  due  a  due  ,  dei  termini  della  serie 
del  n.^  10  è  conveniente  anche  per  la  sua  più  spedita  appli- 
cazione pratica,  ma  ciò  può  farsi  in  due  modi. 

.Cominciando  l'accoppiamento  dal  primo  termine  si  ebbe  la 
serie  del  n.^  11,  la  quale,  messi  nel  luogo  dei  denominatori  i 
loro  yalori,  risulta 


S 


(f)='[i4 


qf        "  LlH-R      (1  -h  RKl  H-  3R  -*-  R*) 

1 


+ 


(1  -4-  3R  -t-  R»)(l  H-  6R  H-  5R*  H-  R') 

1 

(l-|-6R^_5R»_(-R3)(l_j-10R-t-15R"-|-7R3_|-R4) 


h ...  J 

coiDÌncìando  inrece  siffatto  accoppiamento  dal  secondo  lermiae 
si  ottiene 


L      2-t-R 


(2h-R)(3-h4R-«-R»)       (3-t-4R-HR=')(4-HlORH-«R='-»-RJ) 


__-. l 1 

(4  -¥-  lOR  -\-  6R'  H-  R3;(5  ■+■  20R  -j-  21R'  -f  8R^  -kR«)       "" J 

Queste  due  serie,  mentre  ciascuna,  nel  suo  tutto,  presen- 
ta il  valore  di  S(— )  ,  troncate  dopo  alquanti  termini  ce  ne 

danno  i  limiti;  superiore  l'una,  inferiore  l'altra. 

13.°  Nelle  periodiche  semplici  positive  é  agevole  la  istitu- 
zione di  un  limite  dell'errore  Sa  che  si  commette  accettando 
l'equazione 

A  quest'oggetto  noteremo  dapprima  che,  per  essere  S(  — ) 
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sempre    intermedio  a   due  contigoi   fra  i  rotti    convergenti 
(a."  5),  l'errore  inerente  alla  rappresentanza  Fa  è  per    certo 
minore  delle  differenze  positive  ,  j|  e  y  ,  tra  Fa  e  le   vicine 
Fa-ì  ,  Fa+,  ,  dunque  è  già  (n.»  10) 


Ea<5 


;»*+' 


Da-,  Da'    ^    Na  D 


14.^  Yaolsi  poi  considerare  quanto  segue  : 

1.0  Stante  la  convergenza  immancabile  (n.^  11)  di  queste 
frazioni,  è  sicuramente 

sicché  dei  due  limiti  proposti  ò  più  stringente  il  secondo. 
2.^  Dei  resto  per  questa  medesima    convergenza ,  la  F^^ 

differisce  da  Sf — )  meno  che  la  F^-i  ,  vale  a  dire,  il  divario 

tra  S(  — )  ed  Fa  anziché  minore  della  differenza  9,  é  minore 

della  metà  di  tal  differenza,  onde  al  primo  dei  predetti  due 
limiti  possiamo  surrogare 

^*  <  2N7Dr  • 

3.°  Afa  non  perciò  questo  lìmite,  sarà  divenuto  sempre 
migliore  deirallrcy 

E;     ^  ^ 


poiché  gli  è  soltanto  qnando  si  ha 


ossia 

n.  . 


Da+. 


Da-, 


(3aa) 

cho  vifwee 

t 

laonde  l'utilità  sarà  or  delfano  ,  ora  delK  altro  limite  ,  a  se- 
conda delle  circostanze. 

15.^  Quesie  medesime  espressioni  ci  presentano  anche  Ter- 
rore che  deriva  dal  fermare  la  serie  del  n.""  11  dopo  —   ter- 

A-f-1 
mini,  e  quella  del  n.^  12  dopo  termini    -^r —  .  Per  lo  che, 

Y^lutati  t  termini  dpIPuna  serie,  il  valoi:  copiplessivo  dì  quelli 
che  si  trascurano  non  ascende  a 


nò  ^ 


N2/-1.1  i^a/+i 


e  valutali  altfettpiti  termini  dell'  altra  serie ,  la  non  curanza 
deVimanenti  importa  mena  che 


r 


e  meno  che 

IG."*  La  nota  attitudine  delle  frazioni  periodiche  ad  essere 
sommate  mediante  la  soluzione  di  equazioni  del  secondo  gra- 
do ha  sempre  costituito  un  nesso  fra  grirrazionali  che  appel- 
liamo radici  quadreUe,  e  gfirrazionalt  che  nomansi  frazioni  con? 
tintie  periodiche.  Pertanto,  anziché  includere  una  idea  nuova  , 
l'applicazione  delle  periodiche  semplici  al  calcolo  degl'  irrazionali 
quadratici,  si  presenta  spontanea  e  naturale,  bensì  somministra 
metodi  di  calcolo  dotati  di  una  nuova  soddisfacentissima  spe- 
ditezza^ che  ò  appunto  dovala  alla  natura  semplicissima  delle 
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periodiche  adoprate  ^  e  presenta  espressioni  analitiche  ^ei  ra* 
dicali  ine4osinii  prijEi  d'ora  jnoss^irirs^te. 
L'eqna7i<ìm  fondaiQeiitate  (a/'  1) 

q-hA. 
mulisi  aeiralUa 

A_  - 


«  • 


e  VI  SI  poDga 

y  =  2,    p  =  M-l; 
▼erra  semplicemente 

A=3  — Irtrt/^M, 

frattanto  Tcquazione  medesima  in  tal  caso  dà 
dnnqae  conchiudp  aversi 

2  -h... 

ov*é  soppresso  il  doppio  segno  perché  non  influente. 
Il  ritmo  della  periodica  qui  introdotta  è 

4 


R  = 


M-1  • 


Sempre  positivo,  quando  M  ^  1  ;  e  sempre  >»  4,  quando 
M  •<!;  adunque  (n.""  11, l,""  4"")  l'equazione  qui  istituita  è  utile 
qualunque  sja  la  quantità  positiva  M;  essa  porge  una  sequela 
di  valori  numerici  approssimati  di  l^M,  in  forma  di  rotti  vol- 
gari, mediante  il  diretto  computo  graduale  della  periodica. 

17;^  Concomitante  alla  equazione  predetta  é  la  rappre- 
sent^za  analitica  (n.^  5) 

A— 2     (A^3)(A— 4) 
^^     M        M~l  1     "*"     R    "^      2  R" 


A--1      (A— 2)(A— 3) 
R   "^       2.R 


2 


E< 
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in  cui  A  è  un  intero  positivo,  e  T approssimazione  migliore 
ove  A  è  più  forte.  Qnand'  M  ;>  1,  il  limite  dell*  errore  ine- 
rente a  queste  imperfette    eguaglianze  ò  dato   dalla    formula 

ph+t 


.      A-2     (A-3)(A-4)  w      *-l     <A-2)(*-3)         v 


ovvero  dall'altra  che  si    ottiene    surrogando  in  questa  A  -4*  1 
ad  hj  e  duplicando  il  risultato. 

Concomitanti  sono  pure  le  formale  seguenti  (.n'  11  e  12) 

/     1  1 

^       -^     ^  \R-t-l      (R  H-  1)(R"  H-  3R  H-  1) 

H- * -^  \ 

(R*-H-3R-|-1)(R»-|-5R»H-6R-|-1)         7 
M-Hl      M— 1/    1  1 


l/M.<-- ^( 


R-+-2'  (R -+- 2)(R* -H  4R -f- 3) 
1 


(R'  -t-  4R  -+-  3)(R3  -f-  6R*  h-  lOR  -t-  4) 


) 


che  porgono  i  due  limiti  opposti  del  valore  di  [/'M,  espressi 
in  serie  algebriche  convergenti,  e  agevolmente  traducibili  in 
frazioni  numeriche  decimali. 

Concomitante  è  anche  la  formula  (n.^  8) 

■ 

[,„_7MH- 1-(^>25  -  H  M)  H-*iÌ'(tl)"(l»-15M) 


13.  15.17/M— 1  \3    .^      ^^„^  T 


buona  semprechè  (n.^  9)   sia  M  ^^  2,  altrimenti^  divergendo^ 
questa  serie  riescirebbe  inutile. 
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IS.*'  Esempio 

R  =  160 , 

■*■  20  4  80 

_     ,         1     40  163 

Yalori  approssimali  di     1     1  -*-  57; 


I/" 


^    in  forma  di 


20   161  161 


1    161  13121 

rotti  volgari.  \     *  "^  20  "648    ^  1296Ó 

J_  26081       2125521 
"^  20  104972^  2099440 


,  0,000  008 


20.40.161 


limiti  degli      I    _„.,.,.„  ,  0,000  000  05 

errori  dei        1    20.i61.648 

soprapposti     <     ^^^,^^„^„^,      ,  0,000  000  000  3 
rotti  volgari     J    20.6480.26081 

»  0,000  000  000  002 


20.26081.104972 


V    40 


A-2-     (A— 3)(A— 4)  .  (A-4)(A-5)(A-6) 


1  r^   160  2.160'  2. 3.160» 


^'1         A-^1  ■  (A— 2)  (A— 3)     (•A-3)(A— 4)(A— 5) 
"•"   160  '         2.160*    "*"         2. 3.1603        "* 


l^^>»-( 


11  1 


+ 


161      161.26081      26081.4224961 
1 


4224961.684417601 


.....Y  >1,012  422  836  546....;   . 


K 
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40^  80      801162"*^  162.26243  "^  26243.4251204 
1 


IQ.""  Di  molto  aso,  per  lo  sviluppo  io  serie  della  qaaotilà 

(l^lzfcT'), 
è  la  formala  Newtoniana,  che  dà 
...       ,.        .       x'        ì/x\\    1.3/x'\3      1.3.5./x\4 

ora  quésto  sviluppo  iites^  viene  presentato  dalla  serie  ^n.^  IT) 

l^M=H-?l=.V^-4M-Hll)-(^)*((17-7M)+  ....) 

come  ognuno  può  riconoscere  mettendovi  q=  a?  in  luogo  di 
M-1. 

Dn  questa  rimarchevole  coincidenza  di  risuUamenti,  avuti 
per  vie  cotanto  diverse,  traggo  in  primo  luogo  una  conferma 
della  serie  stabilita  sulla  sola  in<Ìuzione  ai  n.  8.° 

Secondariamtnte  ùe  emerge  cagion  di  pregio  per  k  teorica 
delle  periodicfae  semplici ,  giacché  gU  é  a  qtiesta  teoria  che 
dobbiamo  le  serie  del  d.''  12  notabilmente  più  convergenti  che 
la  precedente^  e  per  ciò  preferibili  allo  sviluppo  di  Newton 
nella  valutazione  e  rappresentanza  d^Ua  funzione  binomìa 

1/^(1  =P  A 

In  tal  caso  esse  prendono  le  forme 

<24:^-3.2'x'-f-:e4)t2«  rp  5.24«'h-«.2*.x44=*6)'*" } 

V(-^X  —  Y\  '^2^^^'^  2\q=2*»K2«=F4.2\j:»H^j*^ 


ar'» 


+ 


). 


(24  q=4.2'.a!='-4-3x4)(26  =pfi.24.x'-+-10.2*.x«:;=4i«) 
20."  Gli  alteriori  sviluppi  di  cui  è  sascottivo  quest'  argo- 
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mento  ninellio  ad  altro  scritto;  e  chia  do  il  presente ,  già  ab- 
bastanza prolisso,  osservando  potersi  a  periodica  semplice  ri- 
darre  una  frazione  continua  periodica  con  periodo  di  due  ele- 
menti^ della  forma 


E=..-^ 


a 


d-^a 


a 


Vi  si  riesee  moltiplicandone  tìspcttinimeiile  i  numeri  a^  b^  d 
per  tre  fattori  A,  B,  0,  tali  cbe  la  firazione  risultante 

aA 
bh  -+-0  A 


rfD  -+-  aA 


serbando  il  positivo  valore  E,  ottenga  la  forma  richiesta»  ora 
aflSnchè  le  moltiplicazioni  non  altmno  il  valore  E,  debb^ossere 
(n.^  2) 

A=BD, 
e  péi*ché  )a  Tràzionb  acquisii  là  fórma  delle  semplici  dee  risul- 
tai^ 

Bin=:D(/; 

queste  sole  condizioni  son  necessarie;  laonde,  giacché  abbiamo 
tré  indeterminate  per  soddisfare,  resta  agio  ad  arbitrare  sovra 
una  d'esse,  del  che  si  approfitterà  per  qualche  altro  intento  (*). 


in  ir  r 


•      *■•  J ^^ »^  m 


f)  Così  onde  otteDere  una  rHmica  aggiugoeremai^  alle- condizioni 
date^  la  terza 

B4  =  Aa  , 
ed  allora  tutte  tre  senniinistrerebbono 

B  =  -,    D=--,    A=-r, 
a  a  a 

ed  avremmo  , 

bd 


E  =—  S  — • 
b       \hd 
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21.*"  Del  resto  il  problema   della    ridaziooe  a  semplici  di 
altre  frazioni  continue  è  generalmente  insolubile. 
Sia  infatti  la  frazione 


?« 


?a   ^  P^ 


•  ?3-H 

avente  un  numero  K  di  elementi^  finito  o  infinito,  e  per  ten- 
tare l'unico  mezzo  di  tramutare  una  frazione  continua  in  al- 
tra continua  senz'alterarne  il  valore,  moltiplichinsi  tutti  i  suoi 
termini  per  altrettanti  fattori  indeterminati,  sicché  risulti 

p.p. 


yiQiH-PaPa 


Perchè  questa  avesse  la  forma  delle    semplici    sarebbero    da 

avverare 

3(K  - 1) 

condizioni  diverse;  cioè  :  primieramente  le  K  condizioni 

P.=Q.,      Pa=Q.Qa,      ^3  =  0^03,      P4=Q3Q4 

necessarie  alla  persistenza  del  v^ilore  Xy  ed  in  secondo  luogo 
(anche  ammettendo  un  moltiplicatore  G)  le  2K — 3 

Pa  Pa  =P3  P3  =  P4  ^4  = 

?i  Qi=S'aQa— ?3Q3=y4Q4= 

necessarie  per  la  forma  richiesta,  mentre  d'altra  parte  non  ab- 
biam  disponibili  che  2K  indeterminate. 
Parma  29  Gennajo  1851. 

Volendosi  invece  una  frazione  eaente  da  moltiplicatore,  porremmo 
D=:l,  d*onde 

e  conseguentemente 

[ad 

d 
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SULLA  ESPRESSIONE  DEI  RAGGI  DELLE  DUE  CURVATURE 

DI  UNA    LINEA  GEODESICA  TRACCIATA 

SULLA  SUPERFICIE  DI  UN  ELLISSOIDE 

MEMORIA 

DEL  PBOV.   BARNABA  T0BT0LI1VI 


l.''  Da  alcaQÌ  anni  a  questa  parte  i  geometri  si  sono  molto 
occupati  delle  linee  geodesìche  deirellissoide>  e  dopo  ia*scoperta  • 
fatta  dal  Gav.  Jacobi ,  che  1'  equazione  di  queste  linee  dipen- 
deva dagli  integrali  Abelliani ,  sono  comparse  molte  ricerche 
desunte  da  considerazioni  analitiche ,  e  geometriche  insieme  , 
le  quali  hanno  messo  in  chiara  luce  assai  belle  proprietà  di 
queste  linee.  La  breve  memoria»  che  ora  presento,  ha  per  isco-* 
pò  speciale  la  ricerca  dell'espressione  del  ragg'ìo  della  seconda 
curvatura,  o  di  ciò  che  comunemente  dicesi  raggio  di  flessione 
di  una  dat^t  linea:  nello  stesso  tempo  faccio  un  breve  cenno  del 
raggio  della  prima  curvatura,  ossia  del  raggio  del  circolo  oscu- 
latore la  detta  linea  geodesica  dell'ellissoide,  che,  coiAe  è  noto, 
si  può  ottenere  con  grandissima  facilità,  o  per  mezzo  dell'  a- 
nalisi ,  od  anche  per  mezzo  di  alcune  considerazioni  geome- 
triche somministrate  da  una  proprietà  caratteristica  delle  linee 
geodesiche,  applicata  in  particolare  all'ellissoide.  L'espressione 
del  raggio  della  seconda  curvatura  di  una  linea  geodesica  trac- 
ciata sull'ellissoide  si  presenta  sotto  un'aspetto  semplice,  ed  ele- 
gante ,  mai  essa  trovasi  profondamente  nascosta  da  un  grandis- 
simo numero  di  operazioni  analìtiche,  quando  si  voglia  appli- 
care la  nota  formola  dataci  nella  geometria  analitica  differenziale. 
Questa  difficoltà  viene  notabilmente  a  diminuire  se  invece  di  far 
uso  dell'antica  formola  generale,  si  ricorra  ad  una  delle  nuove 
formule  date  dai  geometri  moderni  nella  teorica  delle  linee  se- 
gnate sopra  una  superficie;  ed  in  particolare  ad  una  ritrovata 
dal  sig.  Bertrand^  come  mi  fece  osservare  il  Ch.  P.  Prof.  Chelini. 
Io  qui  esporrò  i  due  modi,  e  non  farò  che  richiamare  breve- 
Jnnali  di  Scien.  Mat.  e  Fis.  r.  //.  luglio  1881.  22 
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mentct  alcune  forinole  di  già  noie  nella  teorica  delle  linee  geo- 
desiche  dell'ellissoide,  e  che  mi  sono  assololamente  necessarie 
per  ottenere  le  definitive  espressioni  delle  derivate  di  primo,  se- 
condo  e  terzo  ordine  della  coordinate  x^  y,  z  considerate  come 
funzioni  dell'arco  s  :  un  maggiore  sviluppo  di  tutte  le  formolo  si 
troverà  in  una  Memoria  ,  che  sarà  pubblicata  negli  atti  dell' 
Accademia  Pontificia  dc'naovi  Lincei. 

2.^  Se  ti  =  0  rappresenti  1'  equazione  generale  di  una  su- 
perficie curva,  e  si  considerino  le  coordinate  ortogonali  x,  y,  z 
funzioni  dell'arco  $  della   linea  geodesica  segnata  sulla  stessa 
*  superficie ,  si  sa  che  V  equazioni  differenziali  di  questa    linea 
saranno 

A^x  _    i^if    ^  d^z 

àu  du  du 


ix  dy  dz 

Applicate  queste  formole  ad  un'ellissoide  di  semtas&i  [/"a  »  |/'ó, 
y^c^  e  di  equazione 


esse  divengono 


die 


aà'^x       id'y         cà^z 


xds^       yd**         zds^ 

Quindi  chiamando  P  la  perpendicolare  abbassata  dal  centro 
dcircllissoide  sulla  direzioqe  del  piano  tangente  ,  e  p  la  tun> 
gbezza  del  raggio  del  circolo  osculatore  la  curva  nel  punto 
{x,  y»  z)y  si  avrà  facilmente 

à^'x  Vx  A\    _^Py  d^js  _    Pr- 

d«*        .  ap    ^      ds""         òp   ^      d^*         cp 

ove 

ì 


!/■(?■ 


2  2 

y   .  i 


=) 


V  (i'xy  +  (é  V)'  H-  {<J*2)= 
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U  ear.  Jaoobi^  e  dopo  di  lui  gli  «Uri  gcom^tpi,  alle  coordinate 
Xf  tfy  z  baono  sosUioite  le  coordinale  elliùietie  del  sig.  iMmà 
eofisideraodo  ii  puoio  {x^y^  z)  come  riolersemQe  di  tre  $oper- 
ficje^del  Mcoodo  ordine  dotate  di  centro  ortogonali,  e  coofo* 
cali,  cioè  delle  tre  seguenti: 

x^        «f*         z^  x^  ri*  z* 

—  .-h  ^H =1  ,   -4-   /—  H r  =1, 

a  i  e  \  a— X        6  — \        e  — X 

-^   +   -^  -H   —  =  1. 
a — IL        b-^iJL        e — [JL 

Se  prendiamo  a  <Z^<Z^ì  ®  ^  <C]^  j  allora  la  seconda  rap- 
presenterà Tìperboloide  da  una  falda,  e  la  terza  l'iperboloide 
da  due  falde  :  di  più  per  un  teorema  dovuto  al  sig.  Joackim- 
stai  di  Berlino,  le  variabili  [/'X  ,  [/'[i  ,  sono  i  semiassi  prin- 
cipali della  sezione  diametrale  che  passa  per  il  centro  delFel- 
lissoide  parallelamente  al  piano  tangente  la  superficie  nol^punto 
(Xj  y,  z).  Per  una  maggior  uniformila  del  calcolo  mutiamo 
X,  juL  in  —  X  ,  —  [JL  si  ba 

X  y  z  X  y  z 

a»        *  e  a-*-X        i-t-X        C-+-X 

«'  y*  ^' 

■+-   r- H    =1- 


Qui,  pure  come  nelle  antecedenti,  X,  [i  sono  le  radici  di  una 
qualunque  delle  due  ultime  equazioni  risoluta  relativamente  o 
a  X,  o  a  u  ,  e  che  si  ridurrà  al  secondo  grado  in  forza  della 
prima:  i  valori  dì  x^  ^  y^ ,  z^  saranno  dati  dalle  formole 

,  _  «(«+X)(a-f-/ji)      a  _  i(*  +  X)(a  -h  fi) 

^    ""    (a  —  ò){a  —  e)'    *   ~    (b  —  a)(ò  —  e)    ' 


2^ 


de  -f-  X)(c-f-/x) 
|c_a)(c— A) 


nelle  quali  deve  includersi,  nella  nostra  ipotesi^  1^  condizione 
di  «ppartefiere  esse  ad  un  punto  dì  una  linA  geodesica. 
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3*^  La  ricerca  della  linea  geodesìca  si  riduce  a  conoscere 
qiial  sia  la  relazione  analitica  che  deve  esistere  fra  le  nuove  va- 
riabili di  X,  [i.  Ora  se  si  chiama  a  una  costante  dovuta  ad 
una  prima  integrazione  deUVquazioni  differenziali,  e  si  ^onga 
per  brevità 

A(X)  =  [/-(a  -4-  X)(* -+- X)(c  H-  X)(a  H-  X), 

si  sa  che  il  cav.  Jacobi  dimostrò  per  il  primo  che  l'equazione 
differenziale  della  linea  geodesica  tracciata  sulla  superficie  di 
un'ellissoide  é 

l/^X  dX  _    (/"/Ji  d]x 

la  quale  dipende  dagli  integrali  Abellianù  II  valore  dell'arco  s 
della  linea  viene  dato  egualmente,  o  dalle  due  quadrature  se- 
parate 

^  _r(X  — i^)t/X  dX  _     fiiJ'  —  XKfJt  d/jL 

ovvero  dalla  somma 

Qui  pure  la  lunghezza  %  della  linea  geodesica  dipende  dagli 
integrali  Àbelliani.  La  costante  ol  si  trova  essere 

/a 

ove  /)  è  un  semidiametro  deirellissoide  parallelo  all'elemento 
d«  della  linea  geodesica  :  sarà  perciò  compresa  fra  le  quantità 
X,  jx.  Di  più  siccome  X,  fji  sono  i  quadrati  dei  semiassi  della 
sezione  diametrale  parallela  al  piano  tangente,  e/? 'rappresenta 
un  semidiametro  di  questa  sezione,  ne  segue  per  le  note  pro- 
prietà delle  linee  del  secondordine  che  l/~a  rappresenterà  la 
lunghezza  della  perpendicolare  abbassata  dal  centro  della  se- 
zione diametrale  sulla  direzione  della  retta  tangente  la  curva 
di  sezione  nell'estremo  del  semidiametro  /}:  quest'osservazione 
ci  fa  subito  giungere  ad  uu'altro  valore  di  a  ;  difatti  si  chia- 
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mi  ^  TaDgolo  che  il  semidiametro  p  contiene  con  il  semiasse 
principale  {/" — A,  si  avrà  per  le  proprietà  delfellisse 

X  cos^cp  -f-  /x  sen''*9  a 

d'onde 

«  =  —  (X  cos*9 -h  fi.  sen^y) 

e  che  è  T  equazione  data  dal  Prof.  Ghelini  analoga  a  quella 
del  sig.  Liouvilie,  e  da  esso  estesa  alle  superficie  senza  centro. 
Queste  sono  le  formolo  che  più  o  meno  occorrono  per  la  de- 
terminazione delle  derivate  di  x,  y,  z  considerate  come  fun- 
zione dell'arco  s. 

4.°  La  ricerca  del  raggio  del  circolo  osculatore  non  con- 
tiene difficoltà  alcuna,  sia  che  si  voglia  dedurre  dalla  formola 
analitica,  sia  che  si  faccia  uso  di  una  qualche  considerazione 
geometrica.  Sotto  quest'ultimo  aspetXo  le  derivate  di  secondo 
ordine  delle  a:,  y,  z  si  dedurranno,  si  può  dire  ,  senza  alcun 
calcolo.  In  una  superficie  di  second'ordine  dotata  di  centro,  se 
si  conduca  una  sezione  normale,  il  raggio  di  curvatura  di  un 
punto  qualsiasi  di -questa  sezione  sarà  espresso  per 

p  rappresenta  il  semidiametro  parallelo  all'  elemento  d$  della 
sezione  normale  ,  e  P  la  distanza  fra  il  centro ,  ed  il  fiano 
tangente  la  superficie  in  quei  punto.  Ora  nelle  linee  geodesi- 
che  il  piano  osculatore  è  sempre  normale  alle  superficie  nei  re- 
spettivi punti;  perciò  nelF  ellissoide ,  se  si  prosegua  a  rappre- 
sentare con  p.il  seniidiametro  parallello  all'elemento  ds  della 
linea  geodesica,  e  con  P  la  distanza  fra  il  centro  ed  il  piano 
tangente,  si  avrà  egualmente  per  il  raggio  p  del  circolo  oscu- 
latore 

Ora  si  è  trovato  per  le  linee  geodesiche  dell'ellissoide 


p' 


X/Ji 
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*  per  l«  noie  proprkià  della  medeskiia  ellissoide 


d'ondo 


l/l?  fi?  ale 

p  = 


al/^abc         oc  P^ 

• 

cioè  in  ragion  recìproca  del  cubo  delta  normale  abbassata  dal 
oeBiro  sbI  fiana  ta&geote»  Giè  po»to  «a  d^^v,  <l^y^  d^is  «i  «xm- 
sidarioo  di  segno  coiHrario  al  raggio  p  diretto  Ad  Infuori  al 
di  deatro,  ie  4r4)  o^azicMÙ  per  le  derivato  Ai  second'  ordine 
stabilito  aj  paiaf.  2.''  dìrengooo 

d^x        _Px      J^  Py        d'z_        Pjr 

ds*  "^       ap'    A^^      if  '    is^  ^^  cp 

che  per  la  sostituzione  di  P9  «  ^  porgono 

d^ir  ^o;»        d'y  a^ay      d^^  ^ocr 


d/  ).>^  '     df"  ~       ;^*fx''    4s"  ~      X^ix^     • 

Questi  valori  si  sarebbero    potuti    direttamente    trovare  dalla 
di^Terenziazione  diretta  dei  valori  di  x^^  y%  z^  combinata  con 
le  formole  stabilite  al  parag.  3." 
5.°  Pongasi 

X  =  dj^  A^z  —  AzA^yy     Y=AzA^x  —  Ax  A^z  r 

4  Z  5=  ir  d*j  ~  dy  d'' J? , 

e  si  chiami  p^  il  taygie  dèlia  ^condii  rurvaiura^  avremo*  cerne 
é  nolo  la  fomola 

1        Xd^x+Yd^y-i-Zd^z 


)a  quale ,  initmdiioelidiHri  il  ri^gio  p  deUa   f^fi«ia  ettrvalari 
dato  dalla  formola  generale 

Aà^ 


diviene 


X*  -+-  Y*  +  Z'  ' 


^=fe(^^'*-^^^'j'-»-2^'*) 


(^1  ) 

Se  si  voglia  applicare  adlanque  ^eata  formola  aà  «m  Uae« 
geodesica  dell'ellissoide  sìncontra  un  gran  namero  di  opera- 
zioni analitiche,  le  qaalt  montano  una  qualche  attenzione  per 
la  loro  riduzione,  e  che  io  non  farò  che  indicare  col  riportare 
infioe  le  aitiate  foratole  di  già  ridotte.  DaRa  dfffercttziarioiie 
dei  Talori  di  o?^,  y',  z^  ottenati  alla  fine  del  paragrafo  9/  e 

« 

dalla  sostituzione  dei  valori  di  dX ,  d/x  espressi  per  i$  ,  si 
Irae  facilmente 

dx  ^     r{a  -4-V)l/"ixA(X)-H(g  H-  X)|/X  Affi)-! 
às"^^  L         («  ~  6)ta  —  e)  «:(X  —•  fX)t/'Xfi       J 

dy  _^  r{b  ^  [1)1/^ IX  A(X)  H-(A  ^  X)i/-X  A(jx)  Ij 
d#  Il         (6  —  a)(6  —  e)  y(X  -  /ili/ V       J 

d«        ^  L        (e  —  a)(c  —  A>  z(X  —  fx)i/  Xfi      J 

quindi  con  questi  valori,  e  eoa  le  derivate  di  second'ordine 

À^x bcoix       à^y «e  «y       d^i  ab  a«* 

"^~~X^a^'  "d?"  X>^  '  ^^"'"iV 


9t  formino  le  diSerenze  dei  prodotti  rappresentate  da  X,  Y,  Z, 
e  SI  sostituiscano  in  fine  nei  numeratori  i  valori  di  sc^,y\  z^j 
e  si  ponga  per  brevità 

I  mtca, 

r"~    (X  —  [i)  X'  fx» 
si  troverà 

X  _  (A  -4-  fjbKi?  -f-  jtJE)KX  A(Xy ^  fi  -H  l){c  -4-  X)t/'f(i  Af/xy 
dP  (e  —  a)(*  —  a)(*  —  c)yz  R 

Y        (aH-lULHcH-fx)KXAa)H-(a  H-  ^)(c  -f.  X>j/"|^  A{  y. Jt 
d#^  (a  —  *);c  —  a](c  —  b)xz  R 

Z  _(a  H-  jm)(S-4-  jx)|/7A(X)-i-ftt  +  X)(g  H-  X)i|/"fL  Afjui) 
d/^"'  (*  —  c)(a  —b)(a—  c)xy  R 


i  devono  ora  fermare  le  derivate  di  terzo  ordine  delle  x^fi^ 
col  scegliere  sempre  l'arco  $^  per  variabile  indipeadeaie.  Ora 
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eseguita  qaesta  derivazione  sopra  i  valori  di 

d^x         i^y        d*z 


2       '        12       ■'"j-a 


e  fatte  tutte  le  convenienti  sostituzioni,  e  riduzioni,  e  ponen- 
do inoltre 

1         aóca|/Xa 

b7~  (X  —  fi)X4  ^L^  ' 

otterremo  •      * 

d^_  (3X  H-  4a)(a  -h  ii.)\/^ii^  A(X)  >f-  {Zfi  -h  4a)(a  -4-  X)t/X3  A(/i) 
d***  (a— A){a— c)xR, 

d3y  _(3X  ^  4ó)(ó  -f-  .a)t/^fx3  A(X)  h-  (3fx  -4-  4ft)(ó  -4-  \)\/^X^  %) 

d'^z  _(3X  ^  4<?)(c  H-  juL)i^|ui^  A(X)  -H  (3fi  -f-  4c)(c  -h  X)t/X^  Alpi) 
d«^  (e  —  a\c  —  ò)z  Ri 

Queste  sono  l'espressioni  che  dopo  di.  averle  moltiplicate  re- 
spettivaraente  per  X,  Y ,  Z  ^  si  devono  in  appressò  sommare. 
Senza  entrare  qui  nel  dettaglio  della  moltitudine  di  operazioni 
analitiche,  che  conviene  svolgere,  faremo  solamente  osservare, 
che  la  maggior  parte  delle  riduzioni  proviene  dall'equazioni  di 
identità  che  sussistono  fra  le  tre  costanti  a,  i,  e,  vale  a  dire, 
dall'equazioni 


(a  —  b)(a  --.e}       {b  —  a){b  —  e)       {e  —  a)(c  —  h) 

a  b  c^ 

(a  —  b){a  —  e)  "*"  (*  ~  a){b  —  e)  "*"  (e  —  a){c  —  b) 


=  0 


=  0 


«'  4'  ^' 

H-  -r-^ — -: :  -H  : rr- r  =  ^  • 


Ja  —  b)[a  —  e)       (4  —  a)(b  —e)        (e  —  a){c --  b) 

Eseguite  pertanto  tutte  queste  operazioni  analitiche  ,  e  ridu- 
zioni, e  posto  in  fine  per  brevità  dopo  la  sostituzione  dei  va- 
lori di  R ,  Ri 


N 
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(b  —  c)^(a  :-  *)*(a  —  cfxyz  (X  -  ft)'  X»  ja»* 
H  =  oi(6  —  «)  H-  «c(«  —  e)  -+-  ic(c  —  ó) 
si  oKerrà 

^ : =  H.N  X  ^  (X  —  /x)*  A(X)  à(fi)  . 

« 

Per  il  raggio  Ot  della  seconda  curvatara  abbiamo  di  sopra  la 

forinola  generale 

1 

^'  ~        'XdvV  Yd^y  -4- Z  d^z\; 


,/X  ó^x  -4-  ì  d^y  -♦-  L  d^z\ 


quindi,  rammentandoci  che  per  il  raggio  p  di  curvatara  della 
linea  geodesica  deirellissoide  fu  trovato 

otterremo  dalla  sostituzione       * 

_  (b  -^ c^Ka  —  bY(a  —  cY  X"  fi"  xyz 
^'~  U.abc  A(X)  A(ii)  1/  Xfi. 

Questo  valore  è  suscettivo  ancora  di  altre  riduzioni.   Dai  va- 
lori di  Xj  f/j  z  riportati  alla  fine  del  parag.  2.**  si  trae 

donde 

|^[_(a  -  bY(b  —cy(a  —  e)"]  .  X>" 


p.= 


H  [/^abc  .  [^XfJL  .  |/^(«  ^  X)  .  l/"(«  -+-  fx) 


L'  immaginarictà  non  é  che  apparente  quando  si  pongano  in 
evidenza  i  segni  di  X  e  jx  :  difatti  sostituendo  nuovamente 
—  X  ,  —  [X  invece  di  X>  ju, ,  ed  osservando,  che  la  costante  a 
è  compresa*  fra  X,  e  ]ui ,  e  che  si  è  supposto  X  <!  fx»  allora  U 
prodotto' dei  due  radicali  sarà 
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e  si  potrà  quindi  estrarre  la  radiee  dal  nameratore,  io  modo 
da  essere 

_    {a  —  b)(h  —c){c  —  a)[/^l^(x^ 
^'~  H|/"aic.i/'(a— X).l/^(fJL— a)  * 

InBue  dalle  equazioni  di  identità ,  e  dal  ralore  di  R  si  ha 
egaalmente 

perciò  otterremo  definiti ^am  ente 


^        [/abe  [/^{oc  —  X)  [/'{^  —  a) 

Questa  è  la  più  semplice  espressione ,  che  può  aversi  per  it 
raggio  della  seconda  curvatura  della  linea  geodesica  defl^eHis^ 
soide;  in  essa  introdotto  nuovamente  il  raggio  p  di  curvatura 
diviene 


l/(a-X).|/"(ft  — a) 

Dall'esposta  applicazione  si  «corge  come  in  alcuni  easi  sia  dif- 
ficile Tuso  delle  formole  gMierali,  e  quali  sieno  le  precauzioni 
per  condurre  rettamente  Intte  le  operazioni  analitiche. 

6.**  Volendo  limitare  la  ricerca  delle  differenti  proprietà' 
della  linea  geodesica  dell'  ellissoide ,  per  il  solo  raggio  della 
seconda  cnrvainra,  si  potrebbero  evitare  tutte  quante  In  ope- 
raanent  analiiieba  di  sopra  esposte  col  far  uso  di  alcune  ttiM>ve 
formole  ,.le  quali  sono  state  stabilite  dai  geometri  moderni 
nelle  loro  interessanti  ricerche  sopra  la  teorica  delle  superficie 
curvcj  e  delle  linee  in  esse  segnate  j  il  caso  da  noi  eonside* 
rante  ne  mostrerà  un  bel  esempio ,  e  potrà  farsi  il  tutto  di- 
pendere da  nna  formola  generale  data  dal  sig«  Bertrand  nel 
tom^  ^  del  giornale  dei  sig.  LiouviUe  p.  140  per  l'anno  1&44. 
Biobiamerò  qui  il  teorema  dato  dal  sig«  Bertrand  per  cono- 
acere  meglia  il  significato  della  formola.  • 

Sia  A  un  punto  qualunque  di  una  superficie  curvai  ed  AZ 
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la  direzione  della  normale,  e  denotino  AP  9  AQ  le  direzioni 
delle  due  litiee  di  curvcUwra  in  questo  punto  A;  se  in  una  di- 
rezione AB  si  prenda  wMà  superficie  una  lunghezza  infinitesi- 
ma AB,  la  normale  alla  superficie  nel  punto  B  farà  cbn  il 
piano  ZAB  un'angolo  £  infinitesimo  espresso  per 


AB/l 


— )sen29 


2    \/        p' 

ève  p"  ,  fi  sopo  i  due  raggi  di  curratura  eorrispondenti  alle 
li«ee  AP,  AQ,  e  f  l'angelo  BAQ:  quando  AB  fosse  Telemento 
di  una  Koea.  geddesica,  allora  l'angolo  t  si  riduce  all'angolo  in- 
fintamente  piecoio  dei  due  piani  oseulatori  la  curra  nei  punti 

Ay  B  ;  quindi  è  chiaro  che  il  rapporto  — ;;—  rappresenterà  in 

e 

questo  caso  il  raggio  p^  della  seconda  curvatura,  e  si  avrà 

2 


Pi  =S: 


sen2?(l-ly 


r     p 

Se  la  linea  geodesica  sia  tracciata  in  un'ellissoide  di  semiassi 
principali  [/^a  ,  yò  ,  {/'e ,  in  allora  richiamando  il  significato 
delle  quantità  a,  X,  /x,  ed  indicando  sempre  con  P  la  distans^a 
fra  il  centro^  ed  il  piano  tangente  si  avrà 

A  sa=  X  cos*9 -H  fjL  sen'f  ,    p!  —  ^\    P''  "jT 

ore,  fer  le  proprietà  deirellissoide, 

X  /x  P*  =  a  A  e  . 
Di  qui  si  trae 

-         a  —  X  ,         ti  — a 

sen  Q  =3   ■      ^  ,    cos  ©  =  ^^— , 

fi — A  ^         [X  —  X 

Wi  ■■■"•  A 

_1 1_  __  ili  —  X)P  __  in  -^X)^abc 

p"       /i*  ~       X/x       "      i/AV       ' 
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d'onde  si  ottiene  immediatamente 

^'        l/abc  .\/((x—X}.[/'([i  —  ot) 

come  già  fa  ritrovato  dietro  lunghe  operazioni  analitiche  col 
fare  uso  dell'antica  formola  generale.  Gontuttociò  la  precedente 
applicazione  non  la  crediamo  inutile,  quando  si  rifletta  e  alf 
uso  che  potrà  farsi  delle  derivate,  di  primo,  di  secondo  e  ter- 
zo ordine  delle  x,  y,  z  per  la  ricerca  di  altre  proprietà  della 
linea  geodesica,  ed  anche  per  mostrare,  come  convenga  svol- 
gere le  formole  generali  in  alcuni  casi.  L'  angolp  e  calcolalo 
.nella  generalità  dal  sig.  Bertrand  fu  chiamato  in  appresso  dal 
sìg.  Bonnetj  Seconda  curvatura  geodesica^  come  può  vedersi  nel 
fase.  32  del  giornale  della  scuola  politecnica.  A  queste  appli- 
cazioni si  potrebbero  aggiungere  anche  delle  altre  col  far  uso 
in  special  modo  di  certe  nuove  formole  date  dai  sigg.  JJ.  Jfo- 
linsj  e  Saint-Venant.  Cosi  per  il  raggio  R  della  sfera  oscula- 
trice,  il  sig.  Molins  all'antica,  ed  assai  complicata  formola  ha 
sostituito  la  nuova 


Kp-(^.^)'] 


j9,  Pi  sono  al  solito  i  raggi  delle  due  curvature.  Applicata  alla 
linea  geodesica  dell'  ellissoide  ,  si  giunge  facilmente  ad  una 
certa  espressione,  quale  si  troverebbe  con  l'antica  formola  do- 
po penosissime  operazioni  analitiche.  Cosi  anche  nel  calcolare 
r  angolo  infinitesimo  di  due  raggi  di  curvatura  consecutivi  , 
s'incontra  una  certa  grandezza  Bj ,  la  quale  come  si  ha  dalla 
citala  Memoria  del  sig.  De  Saint-Venantj  trovasi  espressa  per 
i  raggi  p,  Pi  delle  due  curvature  per  mezzo  della  formola 

JL  — JL     -1 

d'onde  per  i  rilrovati  valori  dì  p,  p, ,  si  trae 


R.^= 


abc  [a(X  -+-/*)  —  Xjiii  ]  ' 
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Eliminando  a  per  mezzo  della  formola  ctp^  =  X/x  si  ha 


2  _2 


R.^=         >>> 


I 

Se  si  chiami  />'  il  semidiametro   conjugalo  a  p    nella    sezione 
diametrale,  verrà  per  le  proprietà  delie  coniche 

^    ^>^p 
p'  [/'abc 


OSSERVAZIONI  SULL'EQUAZIONE  DELLA  CURVA 

TERMICA  DIURNA 

LETTERA 

DI    A.  SEÌIPIERI 

delle  Scuole  Pie 

AL    CenPILATORE 


Neirapplicare  al  calcolo  di  alcune  osservazioni  termome- 
triche il  bel  metodo  d'interpolazione,  che  il  eh.  P.  Secchi  pre- 
sentava nel  febbrajo  del  corrente  anno  a  cotesta  illustre  Ac- 
cademia Pontificia  de*  nuovi  Lincei ,  mi  è  avvenuto  di  notare 
tra  le  temperature  orarie  qualche  importante  relazione  ,  che 
può  stabilirsi  in  generale  per  mezzo  dell'  ordinaria  equazione 
della  curva  termica  diurna.  Mi  faccio  un  pregio  di  darlene 
subito  un  cenno,  che  potrebbe  inserire  nel  suo  celebrato  gior- 
nale, per  richiamarci  sopra  lattcnzione  dei  meteorologisti 
Trascrivo  qui  la  detta  equazione 

T  =  A  -h  B  sen(A  -h  C)  H-D  sen;2A  -H  E)  h-  F  sen  (3A  -+-  G); 

dove  A  è  fangolo  orario  corrispondente  ali*  ora  per  cui  si  ri* 
cerca  la  temperatura  T  ;  ed  A,  B,  G^  ec.  sono  quantità  costanti 
da  determinarsi  per  ogni  luogo  e  per  diversi  tempi  delTanno 
con  osservazioni  termometriche  particolari.  Ponendo  successi- 
vamente A  =  0,  =  15° ,  =  30" ,  ec,  si  scopre  che  il  termine 
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B  sen{k^C),  che  chiamo  M,  dopo  aver  presi  dodici    valori 
diversi 

m' ,  in" ,  w"' ,  »iv  ,  „|V , ,n*ii , 

« 

acquista  di  nuovo  i  valori  medesimi  eoa  ordine  uguale ,  ma 
con  segno  contrario  :  si  vede  pure  che  il  termine  DseD(2AH-E), 
che  rappresento  con  N ,  comincia  dal  prendere  sei  valori  di- 
versi, i  quali  poi  si  ripetono  neirordine  stesso  ma  cangiati  di 
segno,  e  quindi  ritornano  come  prima,  e  di  nuovo  in6ne  com- 
pariscono con  segno  diverso:  e  il  termine  Fsen(3A -h  G), che 
chiamo  P,  prende  da  principio  quattro  valori  diversi^  e  questi 
vengon  pei  sempre  uguali  e  col  medesioio  ordine,  mutando 
solo  alternativamente  i  segni,  come  gli  altri.  Gli  angoli  C,E,G 
influiscono  sui  segni  particolari  di  ogni  classe  dei  termini  re- 
spettivi, ma  non  disturbano  li  detta  alternativa.  Giova  perciò 
di  esprimere  nel  modo  seguente  tatti  i  valori  di  M,  N,  P  cor- 
rispondenti alle  24  temperature  diurne  T,  ,  T^  ,  T3  ec.  delle 
ore  0,  1,  2j  ec. 

Mi3,i4f,5,  ....34  5=  —  m', — m",  — m"^,m*^  y  .... — mx^^ 

N, ,  a  j  3  » ...  6  =!=N«3  »  14 , ....  18  ^  «S  »">  «^"S  »^^  »\  n^^ 
N7 ,  s  , ....  i,=ss  N,9,  3^, ....  ,4  =-n',  -ni»,  -n^^^yn^'^j  -n^,  -n^' 

* 

Ora  ecco  due  conseguenze  che  discendono  dalla  formula 
generale,  e  si  fanno  evidenti  per  la  semplice  ispezione  d^  va- 
lori corrispondenti  di  M,  N,  P- 

/.  La  somma  di  quattro  osservazioni  termometriche  fatte  in 
^no  Steno  giorno  sereno  e  regolare ,  alla  disianza  di  6  ore  fuM 
dàU'alira^  è  cosianiemenie  la  stessa. 

Basta  combinare  a  quattro  a  quattro  nel  modo  suddetto  i 
valori  di  T,  par  verificare  questa  legge,  e  trovare  che  si  ha 
sempre  la  somma  4A  ;  comò  si  vede  nelle    due  ,  combinazioni 


^egneati 
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Ta    =  A  -4-  m^i     -+-  n"  -h  ;>" 

Tg    =  A  -f-  m^"«  —  n"  —  /|i^ 

T,4  =  A  —  m"    -+.  n"  —  p" 

Tio  =  A  —  w^i"  —  n"  -f-  /)^v 


Ts    =^ 

A 

-+- 

m" 

-h 

n' 

-pi 

Tn    = 

4 

-f- 

mxi 

— 

■+■  p'" 

T.,  = 

A 

— 

m^ 

-+- 

nv 

-*-/>' 

T.a  = 

A 

, — 

!»«' 

— 

n" 

—  «j»i» 

Onesto  priocipio  viene  cooCermato  assai  prossimameatc  da  molte 
medie  orarie  di  diversi  mesi  riportate  da  Kaeiutz  :  la  qaaie 
GODferoia  bob  altro  significa  se  non  che  la  sufficiente  esattezza 
deireqaasione  adottata  per  esprimere  la  marcia  diurna  del  calore. 
Un  tale  sperimento  sulle  osservazioni  orarie  termometri* 
che  può  servire  assai  utilmente  per  scoprire  se  la  curva  ter- 
mica diurna  non  fosse  stata  regolare  ,  onde  non  andar  errati 
nella  scelta  delle  osservazioni  sulle  quali  si  vuol  fondare  il 
calcolo  delle  costanti  dell*  equazione.  E  spesso  ancora  la  co- 
gnizione di  questa  legge  potrà  servire  per  interpolare  qualche 
osservazione  che  mancasse  nella  giornata.  Se  farò  18  osserva- 
leiofii  orarie  di  seguito,  potrò  calcolare  le  altre  sei  sulla  rela- 
zione indicata. 

*f/.  La  media  temperatura  di  un  giorno  sereno  e  regolare  cor- 
risponde alla  media  di  quaUro  osservazioni  faUe  alla  distanza  di 
S  are  Vwia  dall'aUra, 

Infatti  la  media  di  quattro  osservazioni  successive  fatte 
colflntervallo  di  6  ore,  é  uguale  ad  A  ;  che  può  riguardarsi 
come  la  media  del  giorno,  perchè  sommando  le  24  tempera- 
lore  T, ,  T2  9  T3  9  ec.  tutti  i  valori  di  M,  N,  P  si  distruggo^ 
no,  e  risulta  la  semplice  somma  24A  ;  come  si  deduco  ancora 
dalla  1"^  proposizione. 
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Così  è  dunque  generalmente  dimostrato  ed  esteso  il  sug- 
gerimento di  Kaemtz  di  cercare  la  media  del  giorno  <5òl  pren- 
dere la  media  aritmetica  di  quattro  osservazioni  fatte  a  4"''  e 
10""  antimeridiane,  a  A'*''  e  10""'  pomeridiane.  Il  sig.  C.  Mar* 
tins  dicendo  in  generale  «  che  la  media  di  quattro  letture  fatte 
in  ore  equidistanti  diflerisce  poco  dalla  media  reale  »  (Kaemtz. 
Cours  comp.  de  Météor.  trad.  et  an.  par  Cb.  Martins),  intese 
forse  di  accennare  l'uguale  distanza  di  6  ore.  —  Ognuno  co- 
nosce le  varie  opinioni  dei  meteorologisti  nel  modo  di  trovare 
la  media  diurna  termometrica.  Trattandosi  di  osservazioni  fatte 
in  tempi  non  determinati  dietro  la  varia  posizione  del  sole  , 
credo  che  non  possa  ammettersi  altra  regola  generale  diversa 
dairindicata  y  perchè  in  nessun  altro  modo ,  facile  almeno  e 
semplice  come  si  vuole,  restano  eliminati  i  termini  M,  N,  P. 

Applicando  l'equazione  generale  e  il  medesimo  metodo  d'in- 
terpolazione alla  curva  termica  annua,  come  ha  fatto  il  eh.  P. 
Secchi,  risulteranno  per  essa  pure  delle  proprietà  somiglianti. 
E  forse  anche  altre  relazioni  sono  nascoste  nelle  espressioni 
generali  delle  24  temperature  orarie  di  un  giorno,  sia  tra  di 
loro,  sia  con  la  massima  e  minima. 

Urbino  19  luglio  1851. 


JVOTIZIE  BIBLIOARAVICIie 

« 

Philosophical  Transactions  of  the  Royal  society  of  London  1850. 
Parte  IL 

Espressione  algebrica  del  numero  di  divisioni  di  cui  è*  su- 
scettibile un  dato  numero.  Per  I.  F.  N.  Herschel. 

Sulla  stabilità  dinamica  e  delle  Oscillazioni  dei  corpi  gal- 
leggianti. Per  H.  Moscley. 

Transactùms  of  the  Royal  society  of  Edimburg  -  Y.  X.  1850. 

Sopra  un  metodo  nel  calcolo  differenziale  e  sue  applicazioni 
alla  soluzione  di  certe  equazioni  differenziali.  Per  P.  Keliand. 

Suireqnilibrio  dei  corpi  elastici.  Per  T.  Clerk  Maxwell. 

Sull  azione  meccanica  del  calore.  Per  N.  T.  M.  «Rankine. 


(.  361  ) 

■  ----■_        m ' ■ • '  1 11^  ^m       ---  I  TT-  -■-!-- —  ^^^^^ 

SAGGIO  TEORICO-SPERIUENTALE 

SULLA  LEGGE  SECONDO  CUI  VARIA  L'AZIONE  INDUCENTE 

DI  UN  CIRCUITO  VOLTAICO 

DI     RICCARDO     lELICI 

Ajato  professore  di  Fisica  airUnivefsità  di  Pisa. 

1.^  Per  formare  una  teoria  di  una  data  classe  di  fenome- 
dì^  è  indispensabile  ,  oltre  la  conoscenza  delle  leggi  che  non 
sono  che  l'enunciato  generale  dc^fenomoni  stessi,  quella  di  un 
discreto  numero  di  fatti  solamente  dipendenti  da  alcune  ben 
determinate  circostanze.  A  questi  ultimi  V  esperimentatore  di 
rado  perviene  senza  la  guida  di  una  ipotesi,  più  o  meno  com- 
pleta, suH'origine  dei  fenomeni  stessi;  ma  l'enunciato  di  quei 
fatti  rimane  indipendente  da  quelle  ipotesi  ,  se  lo  é  pure  il 
metodo  espeiimentale  della  loro  scoperta.  Far  conoscere  fatti 
di  tal  genere,  nel  caso  dell'induzione  elettro-dinamica  ed  elet- 
tro-magnetica^ é  lo  scopo  di  questo  lavoro. 

Nel  numero  di  febbraio  dell*  anno  secondo  di  questi  An- 
nali, descrissi  compendiosamente  il  metodo  esperimentale,' che 
mi  servi  nello  studio  di  tale  induzione,  e  diedi  delle  formule 
che  in  tre  casi  particolari  rappresentano  ,  con  singolare  esat- 
tezza, numericamente  la  legge  con  cui  varia  fazione  inducen- 
te. Seguendo  i  dati  fondamentali  che  nello  stesso  tempo  de- 
scrìssi, si  possono  ritrovare  facilmente  le  due  prime  formule, 
qaelle  relative  a  due  parti,  inducente  ed  indotta,  di  due  cir« 
cuiti  ,  stese  secondo  i  lati  opposti  di  un  rettangolo  ;  ma  alla 
terza  formula^  che  tratta  il  caso  della  corrente  indotta  da  un 
conduttore  circolare  voltaico,  sopra  un  ^Itro  conduttore  pari- 
mente steso  sulla  periferia  di  un  circolo,  non  si  può  arrivare 
colla  scorta  di  quei  semplici  dati  ;  in  questo  caso  ,  come  nel 
caso  generale  della  corrente  indotta  da  un  circuito  chiuso  vol- 
taico, è  d'uopo  introdurre  in  calcolo  altre  considerazioni  ,  le 
quali  mi  riserbo  ad  esporre  in  altra  memoria.  Frattanto  se- 
guiterò a  dire  i  resultati,  semplicemente  esperimcntali,  ai  quali 

annali  di  Scienze  Ma(.  e  Fis.  r.  //.  agosto  1851.  23 
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pervenni,  seguendo  gcneralmeple  ,  le  idee  stesse  che   mi  gui- 
darono in  quel  primo  lavoro. 

2.*"  Feci  di  già  conoscere  che  nel  caso  di  due  anelli  uguali, 
indotto  ed  inducenle,  paralelli,  e  coi  ceqtri  sulla  nomiate  co- 
inune  ai  loro  piani ,  le  correnti  indotte  variano  proporzional- 
mente ai  diametri,  quandìD  il  rapporto  fra  questi  yllimi  e  la 
distanza  degli  anelli  rimane  costante.  Ultimamente  verificai  , 
esperimentalmente  sempre  ,  potersi  estendere  tale  teorema  al 
jcaso  di  d^e  rettangoli  ugpiali,  ed  egualmente  flisposti  in  piani 
paralelli;  talché  infine,  non  dubito  non  si  possa  lo  stesso  tco* 
rema  generalizzare  a)  caso  di  due  circuiti ,  indotto  ed  indn- 
cente,  stesi  lungo  le  periferie  di  due  poligoni  qualunque,  piur- 
fchè  ugpali,  paradelli)  e  pure  coi  centri  sulla  normale  comaa« 
ai  loro  piani. 

Tale  teorema  può  analiticameutc  disrivare  da  dirprse  ipo- 
lesi, sull'induzione  el<Bttro-dinamica^  ma  sarà^  prii|cipalment6, 
{itile  per  dimostrare  al  FisicoHnatemaiicp  la  falsiti  di  quelle 
che  non  gli  fossero  concordi. 

3.*^  Secondo  ja  idea  generale  che  mi  sono  formata  sulla 
causa  di  questi  fenon^eni,  le  correnti  di  induzione  nascono  nel 
foovimento  dell'eletlricità  piatiirale  del  circuito  indotto ,  neir 
istante  in  cui  essa  si  ^ìspoue  \n  modo  da  equilibrare ,  colla 
propria  azione,  l'azione  jndifconter  So  a  partire  d^  quell'istante 
il  circuito  induceste  rimau  fermo,  ossia  se  la  posizione  rela- 
tiva dei  due  circuiti  qon  varia,  il  fluido  del  circuito  indotto 
raggiungerà  \^  brevissimo  tempo  i|no  stato  fisso  di  eqqilibrioi 
ma  se  il  contram  avviene,  se  i  delti  circuiti  sono  animali  da 
yarie  velocità ,  di  modo  che  le  loro  distanze  reciproche  va- 
fiino  col  tenipo,  varierà  altresì  col  tempo  il  valore  della  for- 
za inducente  ,  ed  a  ogni  variazione  $¥  di  essa  corrispon^ 
derà  nel  circuito  indotto  una  novella  separazione  ,  o  talvolta 
una  ricomposizione  del  flqido;  e  quindi  una  nuova  forza  sarà 
acquistata  dall'indotto,  per  deviare  dalla  sua  posizione  di  equi- 
librio Tago  del  galvanometro. 

Secondo  tal  modo  di  vedere,  evidentemente  ne  segue,  che 
K  la  somma,  che  chiameremo  A,  delle  correnti  indotte,  gene? 
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»  rate  dai  movimento  di  an  circuito  voltaico,  partendo  da  una 
»  distanza  infinita  dalTindotto,  o  da  una  data  posizione  qua- 
»  lunquc ,  in  cui  però  la  sua  azione,  o  T  espressione  F,  sia 
»  nulla,  per  venire  ad  occupare  avanti  alT  indotto  uni  data 
))  posizione  fissa,  è  uguale  alla  corrente  B  che  egli  avrebbe 
»  potuta  generare  sull'indotto,  se  essendo  già  in  quella  ulti* 
»  ma  posizione  si  fosse  chiuso  istantaneamente  il  circuito  del- 
»  la  pila  ». 

Per  modo  di  esempio,  supponiamo  che  tali  circìiiti,  indotto 
ed  indueente,  siano  rappresentati  da  due  dei  lati  opposti  e  pa- 
raiellt  di  un  rettangolo,  o  quindi  che  il  iato  che  rappresenta 
r  induceiite  venga  a  molare  rimanendo  sempi'e  in  un  piano 
normale  alla  linea  che  congiunge  i  due  punti  di  mezzo  di  tali 
iati.  Chiamando  F(f)  la  corrente  indotta,  o  che  generalmente  si 
potrebbe  generare,  tenendo  fermi  i  due  circuiti^  o  lati,  ad  un 
angolo  f  qualunque  da  essi  formato,  e  chiudendq  istantanea- 
mente il  circuito  della  pifa,  é  evidente,  e  Tesperienza  io  dice, 
che  il  valore  di  V{tp)  sarà  nullo  per  9  =;?  90^ ,  e  che  sarà  il 
massimo  per  9  £=t  0  ;  ora,  secondo  ciò  che  abbiamo  detto,  la 
somma  delle  correnti  indotte  dalla  rotazione  dell'inducenle  pas- 
sando dalla  posiziono  normale^  ^:i=i:90\  alla  paralelia  all'al- 
tro lato,  ^=0,  sarà  uguale  al  valore  massimo  di  F(9),  ossia 
alfa  corrente  indotta  tenendo  fermi  nella  posizione  paralelia  i 
due  circuiti,  e  chiudendo  istantaneamente  il  circuito  della  pila; 
è  naturale  che  nei  primo  caso,  di  rotazione,  ho  supposto  sem- 
pre chiuso  detto  circuito.  In  generale  poi  si  potrà  dire  che  la 
somma  delle  correnti  indotte,  dalla  detta  rotazione,  passando 
da  un  angolo  <p  =  9' ,  ad  un  angolo  9  =  v"  sarà  data  dalla 
espressioQo 

F(9")  -  F(9'). 

4*^  Amo  qui  di  far  osservare  che  in  tutte  queste  prime 
ricerche,  per  maggior  chiarezza  e  semplicità^  non  tengo  conto 
del  tempo  impiegato  dalla  materia,  di  cui  il  circuito  indotto 
ò  formato,  per  separare  in  direzioni  oppos^te  le  due  elettricità 
contrarie,  quando  è  sottoposta  ad  ujna  azione  a  distanza  ,  tal 
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qaale  qui  generalmente  immaginiamo  ;  perchè  suppongo  che  , 
per  ora,  tale  tempo  sia  sempre  infinitamente  piccolo,  in  con- 
fronto di  quello  impiegato  dal  circuito  voltaico  per  fare  sen- 
sibilmente variare  la  sua  forza  induttiva;  e  non  solo,  perchè 
suppongo  ancora  di  non  essere  in  quei  casi  particolari  ,  nei 
quali ,  anche  ad  onta  della  prima  supposizione  bisognerebbe 
pure  di  que}  detto  tempo  considerar  l'influenza. 

'  Uno  di  quei  casi  fu  da  me  già  posto  in  evidenza  ,  e  de- 
scritto nel  pumero  citato  di  questi  Annali.  Dissi  che  ponendo 
due  spirali  piane  a  circa  uno  o  due  millimetri  di  distanza  fra 
di  loro,  e  paralelle,  e  dando  alPapparccchio  di  ruotazione  de- 
stinalo a  fsir  entrare  al  galvanometro  un  gran  numero  di  cor- 
rpnti,  tutte  indotte  nello  stesso  senso,  e  prendendo  quelle  all' 
aprire  del  circuito  voltaico,  quando  tale  apparecchio  ha  una 
grande  velopilà,  e  che  la  pila  non  è  minore  di  tre  coppie  di 
Qrove,  si  osserva  che  la  deviazione  dclPago  del  galvanometro 
accenna  nelle  spirali  sen^pre  una  cofrente  diretta  in  contrario 
spnso  della  iqducente,  cjoè  come  quella  al  chiudere  del  circuito 
voltaico.  Oi'a  aggiungo  che  tal  fenomeno  può  esser  posto  più 
facilmente  in  evidenza^  chiudendo  il  circuito  dell'indotto,  men- 
tre r  apparecchio  di  rotazione  ha  già  acquistata  tutta  la  sua 
velocità} 

5."^  Ma  ritornando  a  ciò  che  abbiamo  detto  al  numero  3, 
osserveremo  che  la  velocità  del  conduttore  indnccnte  può  fa- 
cilmente, seqza  essere  mqllo  grande ,  qcl  più  de'  casi ,  esser 
t^le  che  la  sonima  dejle  correnti  A  da  esso  generate,  passando 
da  una  sua  posizione  di  azione  nulla  spirindoUo,  ad  un  altra 
41  azione  mpssjma,  sia  compiuta  iq  iui  tempo  cosi  breve,  che 
equivalga  ,  nel  suo  ciTelto  sul  galvanometro  del  circuito  in- 
dotto, aireffctto  di  una  solq  corrente  uguale  precisamente  alla 
somma  stessa.  £  questa  semplicissima  considerazione  ci  darà 
il  modo  di  spltoporre  all'approvazione  dell'esperienza  tutto  ciò 
che  abbiamo  fin  qui  ipoteticamente  ammesso;  cioè  che  «  per 
)»  trovare  la  forza  delle  correnti  indotte  da  un  circuito  vol- 
>\  laico  chiuso  sopra  un  altro  circuito  chiuso,  a  distanza^  nel 
)>  caso  d(?|  moto  riilativo  dei  due  circuiti,  non  si  avrà  che  a 
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)>  trovare  l' espressione  della  corrente  indotta  per  una  posi- 
))  zione  qualunque  dei  due  circuiti  supposti  immobili,  e  nel 
»  caso  di  una  istantanea  chiusura  del  circuito  della  pila:  quin- 
»  di  le  variazioni  del  valore  di  tale  espressione  analitica,  cor- 
»  rispondenti  alle  variazioni  di  posizione  relativa  dei  due  cir- 
»  cuiti,  dovranno  essere  prese  proporzionali  alle  correnti  in- 
»  dotte,  od  alla  somma  delle  correnti  indotte,  durante  quelle 
»  variazioni  stesse  di  posizione,  r* 

Passiamo  alle  esperienze. 

6.°  In  questo  caso  del  moto  de'cifcuiti  voltaici,  é  esperi-" 
mentalmente  più  semplice^  e  quasi  indispensabile,  il  ricorrere 
ad  un  moto  di  rotazione  intorno  ad  un  asse  fisso;  perché  un 
altro  genere  di  movimento  non  può  che  condurre  a  degli  ap- 
parecchi troppo  complicati,  di  molta  spesa,  e  non  facili  a  co« 
struirsi.  Quindi  occorrerà  dare  ai  circuiti,  indotto  ed  inducen- 
te,  delle  forme  tali,  che  dieno  luogo  durante  la  lor  reciproca 
rotazione,  ad  una  posizione,  almeno ,  nella  quale  sta  zero  il 
valore  di  F>  ossia  tale  che  tenendo  in  essa  fermi  detti  circui- 
ti^ sia  nulla  la  corrente  indotta  chiudendo  istantaneamente  il 
circuito  della  pila,  qualunque  sia  la  toro  assoluta  distanza.  La 
disposizione  accennata  nel  paragrafo  3.^  sarebbe  la  nrìgliore , 
se  si  potesse  fare  astrazione  dai  conduttori  destinati  a  chiu- 
dere i  circuiti  col  gal  manometro  e  colla  pila^  ma  ciò  non  po^ 
tendosi  fare^  disposi  tutto  come  vado  a  descrivere,  conba-^ 
stante  diifusione  ,  onde  mettere  i  fisici  in  grado  di  ripetere 
resperimento. 

Presi  tre  ruote  esattamente  uguali,  e  di  248  millimetri  di 
diametro,  di  dieci  di  grossezza,  di  legno^  lavorate  al  tornio; 
con  una  scanalatura  lungo  la  circonferenza,  dal  lato  della  gros-^ 
sezza,  ma  di  lieve  profondità.  Lungo  un  diametro  di  ciascuna 
raota  praticai  una  seconda  scanalatura,  che  quindi  ai  bordi 
veniva  a  conginngersi  colla  prima.  Presi  un  filo  di  rame  co-» 
perto  di  seta,  di  circa  un  millimetro  di  diametro,  e  l'avvolsi 
in  ognuna  di  dette  ruote  nel  modo  seguente.  Lo  distesi  un 
tratto  sul  '  diametro  scanellato  ,  poi  lo  proseguivo  per  1'  altra 
scanalatura  lungo  la  circonferenza ,  per  una  metà  di  questa , 
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ossia  finché  venivo  a  ritrovare  lallra  estremila  del  diametro 
da  cui  ero  partito  ;  allora  riloroavo  sul  diametro  stjeaso  ,  ed 
arrivato,  di  naovo  ,  all'  altra  estremità  sn^L  soperiorc ,  prose^ 
guivo  sulla  circoofereoza  nella  scanalatura  ,  ma  in  dire2Ìone 
opposta  di  prima,  cioè  facendone  faltra  metà,  ritornando  cosi 
una  seconda  volta  alla  estremità  stessa  della  scanalatura  del 
diametro^  da  cui  partivo  di  bel  nuovo^  se  volevo  raddoppiare 
o  triplicare  il  già  fatto;  finalmentCi  da  IT  estremità  del  diame- 
tro da  cui  avevo  principiato  ,  riunivo  assieme  i  due  capi  det 
filo  ,  sempre  coperto  di  seta  r  in  modo  cbe  fuori  dafTe  dette- 
ruote  ogni  aziono  esteriore  Sosm  nuJIa,  e  per  non  aver  così  a 
considerare  ctM>  dei  conduttori  di  forma  ben  determinata. 

Una  di  tati  ruole^^  quella  cbe  mi  doveva  servire  da  circaiCo 
indotto,  la  posi  ad  un  apparecchio,,  assai  semplice  ,  di  raoia- 
zione,  destinato  a  muoverla  in  un  piano  verticale,-  iotomo  ad 
uno  stesso  asse  orizzontale.  I  dii€  capi  del  suo  filo  eoodattore 
seguivano  lasse  stesso,  assieme  uniti>  e  l'uno  era  saldato  ad 
un  anelk»  di  ottone>  deirasse,  laltro  ad  un  anello*  pure  pas^ 
fiianto  neira5se>  e  ruotante  con  l»i,«  ma  {crmata  per  tre  <}uartt 
di  circonferenza  di  legno,  e  per  u<i  quarte  di  ottone.  Q«esti 
due  anelli,  ruotando  coU'asse  insieme,  e  colla  ruotar  si  frega- 
vano leggermente  a  due  molle  di  ottone ,  cbe  erano  fisse  ,  e 
cbe  comunicavano  coi  due  capi  del  gatvanometfOr  Ne  veniva 
cosi  che  una  delle  molle  comunicava  sempre  eoa  Una  delle 
estremità  del  filo  indotto,  ma  l'altra  non  comunicava  coli*  al^ 
tra  estremità,  e  quindi  non  chiudeva  il  circuito  del  galvano*- 
ttietro,  se  non  peir  un  quarto  di  circonferenza.  Gol  mezzo  dì 
una  piccola  ruota  airestremità  dell  asse  di  ruotazione,  di  una 
ruota  più  grande,  o  di  uoa  fune  senza  fine,  imprimevo  facil- 
mento  la  voluta  rootacione. 

Le  altre  due  ruote  eran  poste  paralellamente  alla  descrit* 
ta,  e  coi  loro  centri  sul  prolungamento  delibasse  di  ruotazio^ 
ne,  e  stando  coi  diametri  seanellati  paralelli  fra  di  loro.  In 
queste  passava  la  corrente  ìuducento  dalla  pila^  ma  non  nella 
stessa  direzione  ia  ambedue  ,  ma  bensì  in  modo  che  le  loro 
azitHti  tendessero  a  distruggersi  ,  ossìa  a  diORercniiarsi  ,  sulla 
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HioiA  indotta.  Le  intensità  delie  correnti  loro,  inducenti ,  po« 
t^vano  essere  prese  proporzionali  al  numero  dei  girt>  che  net 
modo  descrìtto  vi  avevo  fatto  col  filo  della  pila,  ed  erano  di* 
terse  fra  di  loro.  Variando  cosi  quei  giri,  potevo  Tartare  le 
correnti  inducenti  in  noti  rapporti  fra  di  loro^  dati  i  quali  tro* 
vavo  espcrimentalmeote,  fissata  che  avevo  la  distanza  di  una 
di  quelle  ruote  dairindotto  arbitrariamente,  quella  distanza  a 
cai  dovevo  mettere  Taltra  ruota  ^  perchè  facesse  sali'  indotta 
equilìbrio  alia  prìi|]ta< 

Cid  posto  Bupponìamd  p^  e.  di  teuei'e  le  tre  nioté  coi  loro 
diametri  scanelUti  pàralelli^  e^  rìmanendo  fermo  Tasse  di  ruo* 
tazione  dell'  apparecchio  ^  di  generare  le  correnti  indotte  all' 
aprire  od  al  chiudere  dei  circuito  della  pila,  facendo  uso  del^ 
lappareochio  indicato  al  paragrafo  4""  ;  e  supponiamo  di  avef 
fatto  un  sol  giro^del  filo  della  pila  nelle  scanalatdre  della 
mola  indocente  più  prossima  alfindotta^  e  di  averne  fatti  due 
de  giri  neir  altra  ruota«  Comincerò  dal  fissare  la  prima  rnottf 
alla  distanza  m  dairindotta.  Lasciando  aperto  il  circuito  della 
piiaj  lascierd  che  Tago  del  galvanometro  rimanga  allo  zei'o  dei 
suo  quadrante^  e  poif  in  tale  stato  di  cose^  chiudo  il  circùito 
della  pila,  mentre  pure,  avendo  accuratamente  disposti  quegli 
anelli  dianzi  nominati,  é  chiuso  quello  del  galvanometro,  in- 
dotto. Generalmente  nelKatto  di  tale  chiusura  Tago  del  galva- 
nometro devierà^  a  dritta  ed  a  sinistra^  secondo  che  sarà  Tona 

0  r  altra  delle  ruote  inducenti  che  prepondererà  ;  e  se  farò 
uso  dell'apparecchio  del  paragrafo  citato^  del  Masson,  devierà 
tanto  maggiormente.  Ma  ben  presto  troverò  la  distanza  n  della 
ruota  a  corrente  inducente  doppia,  dalla  ruota  indotta,  in  cui, 

1  ago  del  galvanometro  rimanendo  a  zero,  le  due  ruote  indu- 
ceoti  avranno  un  uguale  azioa  inducenle  sttll'indotta  medesi- 
ma. Per  cui  potrò  esattamente  concludere  che  trasportando  la 
ruota  ad  un  sol  giro  del  filo  della  pila  ,  ossia  la  di  cui  cor- 
rente 6  Tunità,  nel  mio  caso^  dalla  distani^a  m  alla  n  dall'in- 
datta,  la  sua  forza  inducente  verrà  a  diminuire  della  metà. 
Ora  in  vece  di  far  doppio  il  circuito  induccnte  più  loivtano  , 
lo  potrò  fare  tripla,  quadruplo,  .  .  .  ec;  ed  in  tal  guisa  dt- 
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termÌDerò  luUe  le  distanze  p,  jf,  r,..  .  .  u,  alle  quali  suppo- 
sto trasportato  dall'  indotto  il  circuito  la  di  cui  corrente  l|o 
presa  por  unità^  e  che  sempre  è  rimasto  alla  distanza  m  ,  la 
sua  forza  induttiva  alla  distanza  m  verrebbe  a  diminuire  nella 
proporzione  dei  numeri 


X 


Ora  tutto  ciò  è  stato  fatto  col  metodo  di  generare  le  correnti 
indotte  colla  istantanea  chiusura  del  circuito  voltaico.  Ma  do- 
po ogni  volta  che  ebbi  trovata  una  data  posizione  fissa  di  oqui- 
librio,  fra  quelle  tre  ruote  come  descrissi,  girai  Tasse  di  rao- 
tazione  in  modo  che  la  scanalatura  diametralcdell'indotta,  da 
paralella  che  era  diventasse  normale  alle  altre  due  delle  in- 
ducenti; perchè  in  tal  normale  posizione,  qualunque  fossero  ì 
valori  di  m  e  di  n  le  correnti  indotte  dovevano  esser  nulle, 
0  nulle  infatti  le  diceva  Tesperienza;  quindi  girai  fanello  par- 
te di  ottone  e  parte  di  legno  ,  in  modo  che  imprimendo  all' 
apparecchio  la  dovuta  ruotazione  rimanesse  chiuso  il  circuito 
indotto,  per  un  solo  quarto  di  circonferenza,  partendo  da  detta 
posizione  normale^  di  quei  diametri.  Finalmente  stando  in  tal 
caso  sempre  chiuso  il  circuito  della  pila,  generavo  le  correnti 
indotte  girando  rapidamente  l'indotto,  intorno  al  suo  asse  oriz- 
zontale. 

7."*  Se  ho  avuto  la  fortuna  di  spiegarmi  con  sufficiente 
chiarezza,  il  lettore  avrà  preveduto  il  resultato  di  quest'ulti- 
ma esperienza;  vale  a  dire^  che  Tago  del  galvanometro  ri- 
marrà immobile  ^  sia  generando  le  correnti  indotte  in  questo 
ultimo  modo,  sia  col  primo,  non  cangiando  nei  due  casi  le  re- 
lative posizioni  di  equilibrio  dell'indotto  dagfinduccnti.  Infatti 
detti  circuiti  sono  fritti  in  modo  che  la  induzione  è  nulla 
quando  quei  diametri  sono  normali,  ed  è  la  massima  quando 
sono  paraielli  :  se  dunque  la  somma  delle  correnti  generate 
passando  dall'una  all'altra  posizione  ,  è  uguale  per  ogni  cir- 
cuito inducentc  a  quella  che  egli  potrebbe  generare  chiuden- 
do istantaneamente  il  circuito  della  pila  ,  e  stando  però   quei 
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dìamelri  ferini  e  paralelli,  l'eqailibrio  che  aveva  luogo  nel  l"" 
caso,  doveva  pure  aver  luogo  nel  2.^ 

Invece  di  tali  forme  di  circuiti  se  ne  possono  adattare  al- 
tre, che  per  ora  stimo  imitile  descrivere.  Sarà  solamente  utile 
avvertire  che  in  detta  esperienza  converrà  sempre  partire  da 
due  posizioni,  di  zero  Tuna^  e  Taltra  di  massima  azione,  onde 
non  aver  a  complicare  con  troppe  considerazioni  il  resultato 
della  esperienza,  ed  avere  esperimentalmente  eOetti  maggiori. 
Ed  il  lettore  avrà  già  inteso  di  per  se  che  se,  p.  e.  neirulti- 
ma  esperienza,  non  si  pigliassero  tutte,  e  non  solo  le  sole  cor- 
renti comprese  in  un  quarto  di  circonferenza  di  ruotazione 
dell'indotto,  dalla  nulla  alla  massima  azione ,  detto  equilibrio 
non  sussisterebbe  più  ugualmente  nei  due  casi  narrati. 

Detta  esperienza  dimostra  esattamente  ciò  che  abbiamo  sup- 
posto nel  paragrafo  d.""  di  questo  lavoro;  e,  indipendentemente 
dalle  idee  teoriche  che  mi  guidano  in  queste  ricerche ,  essa 
forma  una  condizione  importantissima  ed  esplicita ,  alla  quale 
qualunque  teorìa  che  pretende  spiegare  i  fenomeni  d'induzione 
elettro-dinamica  deve  soddisfare. 

Questo  modo  teorico  di  passare  dal  caso  di  correnti  in- 
dotte nella  chiusura  di  un  circuito  voltaico,  a  quello  relativo 
al  moto  del  circuito  stesso ,  parrà  naturalissimo ,  lo  spero  al- 
meno, a  moltissimi  fisici.  Nondimeno  tal  modo  é  fondato  ne- 
cessariamente sull'ipotesi  di  un  azione  fermontiUt  fra  un  cir- 
cuito chiuso  ,  ed  un  circuito  voltaico  ;  azione  che  nel  primo 
suo  istante  sviluppa  una  corrente  indotta ,  e  nei  successivi 
mantiene  lo  stato  elettro-tonico,  sul  circuito  indotto ,  la  prima 
volta  a  ragione  sospettato  dal  sig.  Faraday,  e  dallo  stesso  fi- 
sico  in  appresso  negato.  Nondimeno  è  stato  accettata  da  molti 
fisici  una  spiegazione  dei  fenomni  elettro-dinamici,  a  ciò  che 
qui  esposi  contraria.  Ciò  almeno  mi  parve:  ma,  del  resto,  sem- 
pre cosi  esperimentalmente  procedendo,  e  senza  affrettare  al- 
cun deciso  giudicio,  incontreremo  la  verità. 

8.^  Per  stabilire  una  buona  teoria  di  questi  fenomeni  è 
d'uopo  ancora  essere  ben  istrutti  snll'  influenza  che  possono 
avere  sulla  forza  della  corrente  indotta  le  seguenti  circostan- 
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ze.  La  natura  dei  metallo  cbe  forma  il  rìfcnito  indotto}  que^ 
la  deir  induttore;  là  grossezza  del  filo  cbe  forma  il  circuito 
indotto^  e  quella  parimeote  rebtiva  airioduttore>  la  resistenza' 
al  passaggio  della  corrente^  del  circuito  indotto,  clic  dalla  notar 
teoria  di  Ohm  sì  può  rilevare^  Dirò  Tcsperienza  che  feci  per 
determinare  la  prima  di  tali  influenze. 

Scelsi  un  cilindro  di  legno  di  circa  tre  dieeimetri  di  dì«h 
metro,  e  attorno  a  questo  cilindro^  normalmeifte  hì  »uio  asse, 
avYolsi  in  più  giri  a  guisa  di  anello  il  filo  delia  pila  coperto 
di  seta.  I^resi  un  altro  filo  coperto  di  seta  e  ne  feci  parimeo^ 
te,  ma  con  un  sol  giro^  attorno  al  cilindro  un  atfdHo  pafi^lel- 
lo  al  primo.  I  due  capi  di  questo  secondo  filo  si  riunivano^  e 
si  avTOÌge?aiio  assieme^  per  rendere  talSe  fuori  di  detto  anello 
le  influenze  esteriori;  e  dalfaltro  lato  dell'aneHoy  ludiKefDtey del- 
la pila  formavano,  ad  uguale  distanza,-  un  terzo  aoeNo^  sepa- 
randosi, e  poi  di  nuovo  riunendosi  per  andare  all'appaireechia 
citato  al  paragrafo  4''  e  quindi  al  galvanometro.  Le  direzioni 
secondo  cui  tal  secondo  filo  era^  per  formare  i  due  aMlli,  av* 
Tolto  attorno  ài  cilindro^  furono  scelte  inter^snneifte  f  cioè  in 
modo  che  le  correnti  iudotte,  sia  aifaprire  cbe  a\  cbìudere  del 
circuito  della  pila^  nei  due  anelli  saparatamente >  si  diSeren- 
ziassero  nel  circuito  totale  ebe  essi  formavano  col  galvanome* 
tro.  I  due  anelli  indotti  essendo  uguali  ed  a  distanzat  uguale 
dairindttcente  f  ed  essendo  dello  stesso  nralallo  e  deUa  stessa^ 
sezione ,  era  naturale  cbe  Tago  del  galvanometit)  restasse  a 
zero.  Avevo  venti  coppie  alla  Greve.  Restarva  a  sostituirsi  tue 
uno  dei  due  afielli  indotti ,  di  r^rroe ,  un  «nello  di  ugual  se- 
zione; in  tutto  infine  uguale  ali*  altro  anello  indotto  ,>  fuorché 
nella  natura  del  metallo  conduttore^  Tale  circostanza  fu  da 
me  variata  sostituendo^  al  rame  di  Un  anello  indotto,  sttccessi- 
vamente  2inco^  piombo>  ferro^  stagno,  bismuto,  antimonio.  Afa 
l'equilibrio  cbe  ebbe ,  e  doveva  avere  luogo  nel  primo  caso, 
ebbe  luogo  ancbe  nel  secondo;  ciò  cbe,  provò  che  »  la  forza 
>)  della  corrente  indotta  in  metalli  di  natura  diversa,  da  un 
i)  circuito  voltaico ,  è  indip^dente  dalla  natura  dei  metalli 
»  stessi  ». 
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Se  ih  diversi  circuiti  indotti,  uguali  di  forma  di  lunghez- 
za e  di  dczione»  ma  di  varii  metalli^  uno  stesso  circuito  vol- 
taico, noile  stesse  circostanze  induce  correnti  diverse  ,  ciò  è 
perchè»  variando  la  natura  del  metallo' indotto,  varia  altresì  la 
resistenza  dello  stesso  circuito,  al  passaggio  della  corrente. 

Tale  teorema  osperimentale  sera  di  un  grande  soccorso  neU 
la  teorica  inlerprclazione  dei  fenomeni;  tanto  più  che  fino  ad 
ora,  i  fisici  amettono  la  proposizione  contraria,  fidandosi  a  faN 
taci*  metodi  di  esperienze. 

9.^  Volli  esaminare  se  io  stesso  teorema  era  applicabile  al 
caso  delle  correnti  indotte  dalle  calamite  su  i  circuiti  condul- 
lori.  Presi  la  calamita  artificiale  della  macchina  di  Clarice  ,  e 
la  poai  nel  senso  della  sua  lunghezza  in  un  piano  verticale. 
Quindi  sulla  scanalatura  diametrale  della  ruota,  accennata  nel 
parag.  6%  che  conteneva  il  circuito  indotto,  disposi  un  filo  di 
rame  che  poi  con  i  suoi  due  capi  univa  a  quegl'anelli  comu- 
nicanti col  galvanometro.  Come  descrissi  potevo  far  ruotare 
quella  ruota^  e  quindi  raccogliere  tutte  le  correnti  indotte  dalla 
calamita  su  qu«i  filo  nel  suo  passaggio  dalla  posizione  pa« 
rateila  alla  normale  all'asse  che  congiunge  i  poli  della  cala- 
mita stessa*  Con  tal  mezzo  potevo,  ruotando  rapidamente  Tap- 
parcccfaio^  ottenere  dal  galvanometro  una  deviazione  di  60" 
gradi,  per  una  distanza  di  circa  due  centimetri  della  ruota  , 
alla  calamita,  se  era  paralella,  e  simmetricamente  disposta  rela- 
tivamente al  suo  contro.  Potevo  altresì  porre  due  fili  di  diversi 
metalli,  in  reco  di  uno  solo,  sulla  scanalatura  della  ruota,  di- 
sponendoli in  modo  che  le  correnti  in  loro  indotte  si  distrugges- 
sero ai  galvanometro.  Il  resultato  di  questa  ultima  esperienza 
fu  identico  al  primo;  vale  a  dire,  si  dovrebbe,  anche  in  questo 
caso,  ammettere  che,  le  correnti  indotte  dalla  calamita  in  metal- 
li di  natura  diversa^  sono  indipendenti  dalla  varia  natura  istessa. 

£  evidente  che  in  tale  esperienza  non  bisogna  confondere 
la  intensità  della  corrente  indotta  ^  sviluppata  in  un  metallo 
dalla  calamita,  dal  magnetismo  sviluppato  dal  metallo  stesso. 

Il  genere  di  questi  ultimi  fatti  e  tale  che,  prima  di  essere 
ammessi  nella  scienza  nel  loro  più  assoluto  enunciato,  devono 
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DDcora  subire  dagraltri  fisici  delle  riprove  esperimentali.  Frat- 
lanlo  credo  di  avere  bastanti  ragioni  di  fiducia  circa  al  metodo 
espcrimentale  da  me  seguito;  perchè  esso  è  indipendente  1.*"  da 
una  variazione  qualunque  che ,  durante  Tesperienza  potesse  av- 
venire nella  pila;  2.^  dagl'errori  che  inevitabilmente  hanno  luogo 
nelle  valutazioni  delle  correnti,  graduando  il  galvanometro;  3."* 
dalle  influenze  delle  lunghezze  ridotte  del  filo  di  cui  fa  parte  il 
circuito  indotto;  4.^  da  una  variazione  di  sensibilità  dell'  ago 
del  galvanometro.  E  si  dovrà  a  tutto  questo  aggiungere  •  che 
tal  metodo  dà  un  modo  esattissimo  per  misurare  la  forza  delle 
correnti  inducenti. 

A  chi  vorrà  occuparsi  della  verificazione  esperimentale  de* 
fatti  che  esposi  saranno,  per  risparmio  di  tempo,  ed  a  scanso 
di  noia^  utili  i  seguenti  generali  avvertimenti. 

Si  dovrà  fare  uso  di  un  galvanometro  a  sistema  molto  asta- 
tico, di  poca  resistenza^  ma  composto  almeno  da  trenta  giri  di 
filo. 

Nel  caso  di  circuiti  rientranti  in  loro  stessi,  sarà  utile  ser- 
virsi di  fili  fasciati  di  seta;  e  di  neutral-izzarne  le  azioni  este- 
riori ai  circuiti^  unendoli  assieme  nel  loro  tragitto  al  galvano- 
metro,  od  alla  pila. 

Non  bisognerà  far  troppi  giri  di  filo  sullo  stesso  circuito, 
onde  non  dar  luogo  all'extracorrente,  nel  circuito  indotto. 

Converrà  guardarsi  dall'influenza  di  correnti  termo-elettri- 
che, che  possono  nascere  nella  confiricazione  dei  metalli. 

Non  sarà  mai  utile  scegliere,  per  farne  dei  commutatori, 
delle  ruolo  a  denti;  ma  bensi  delle  ruote  a  circonferenze  ben 
liscie;  parte  di  metallo  e  parte  di  una  sostanza  non  condut- 
trice. 
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SOLUZIONE  DI  UlN  PROBLEMA  DI  GEOMETRIA 

A  TRE  COORDINATE. 

DESCRIVERE  UNA  SFERA  IN  MODO  CHE  INTERSECHI 

QUATTRO   ALTKE    SFERE  AD  ANGOLI  DATI 

NOTA 

01  Q.  BATTAGLIIVl 

Siano 

(r',j,',.',r'),  {x'\y",z",r"),  ^^",  y'",  .'", r"'),  (x'^ y\ -J^  r'^) 

le  coordinate  dei  centri  e',  e",  e'",  c'^,  e  i  raggi  delle  sfere 
dale  ;  (x,  y,  Zy  r)  le  quantità  analoghe  per  la  sfera  cercata  ; 
?'»  ?"'  9"^  ?'^  S''^  angoli  secondo  i  quali  questa  sfera  deve  in- 
tcrsegare  le  altre  quattro:  si  avrà  evidentemente: 

(x— xy -H  (y— yy  H-  (5-5^—-^"  -*•  r'^— 2r/cos'/=Jl'% 

[x^xy^  (y—y'T  "+-  (5— -'T=  r'-f-r"'— 2rr"cos?"^R"\ 
S)i: 

(a;_.r'v)^H-/y-«yv)»^(._.^')2=^^^/v=^_2rr'Vcosy'^=R^ 

L'equazioni  (S)  tra  le  coordinate  variabili  x  ^  y  ,  z  dinutano 
delle  sfere  che  hanno  rispettivamente  per  centri  c\c\  c",c^ 
e  per  raggi  R',  R",  R'",  R'^.  Potremo  combinare  queste  sfere 
in  tult*i  modi  a  tre  a  tre^  ed  avremo  così  quattro  sistemi  di 
equazioni  che  indicheremo  con  Si  ,  S^  ,  S3  ,  S/^  .  Consideria- 
mo da  principio  il  primo  sistema  Si  ,  o  sia 

,  (x—xy  ^  (y-~y'T  -H  (^-^y  =  r^-hr"^  —  2rr"cosc)", 
(S.)      (x—x"y-^-(.j—y'y  -\-(z—s"y  =r*-{-r"''  —  2rr"'cos  9'" , 

sì  avrà  coiubinando  queste  cquazioiù  a  due  a  due»  col  soUrarrc 
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Tana  dall'altra,  e  ponendo 

=(r"'cos9"'— /v  cosji'v)r, 

(/>.)  1  (*'^  -  ^'V -4-  (y'*  -  j")y  -I-  («'^  -  A'  -^  t'"  -  /'v' 

=  (r*'  co8?'>'  —  r"  cosy")r, 

(a;''_x'>  -+-  (y"  —  y"')y  4-  (V'  -  z'")z  H-  T'-/'^' 

b=  (r'vcosy'v  _  r"cos9":r. 

Eliminiamo  r,  col  moltiplicare   Tequazioai  (pi)  rispeiUrameiiU 
per 

rWy",  r'^'cos?'"  ,  r'vcosy'v, 

e  sommarle,  verrà  : 

X(x"'— a:'v)r"cos9"4.(x'v_a:")r'"cos9'"-Kar"— x'"y V  cosy'^  ]ar 

|-|.[(y'''_y'v)yJ'cosp''^-(y'v_y'')r"W?'''-f.(y''— y''')r'vcos?'^]j 

(PO'. 

.[(z'"— 2'Vcosy"-+-{5'v— 5'V'cos/'H-(«"-«'"K'^cos7/n^ 


_(^m2_^,v-y/eosy"-h(^'"^-/"^)r'"cos^?'"-f-(^^''--r"'*)r'^cosy'\ 

e  (P|).  dinoterà  un  piano  sul  quale  deve  trovarsi  il  centro 
della  sfera  cercata.  Ora  è  facile  vedere  che  1*  equazioni  (fi) 
rappresentano  i  piani  seganfi  comuni,  reali  o  ideali*  delle  sfe- 
re S,  considerate  a  due  a  due.  Questi  piani  passeranno  per 
una  stessa  retta  {(  segante  comune  delle  tre  sfere,  per  essere 
ciascuna  equazione  {pi)  conseguenza  delle  altre  due;  e  sarà  li 
perpendicolare  al  piano  dei  tre  centri  delle  sfere  ,  a  motivo 
che  i  piani  pi  sono  perpendicolari  alle  linee  stesse  dei  centri. 
Segue  da  ciò  che  l'equazione  (P,),  risultato  deirelimìnazione  di 
r  tra  l'equazioni  (pi),  dinoterà  il  luogo  geometrico  delie  infi- 
nite rette  h  seganti  comuni  delle  sfere  S|  variando  r,  e  sarà 
un  piano  perpendicolare  a  quello  dei  centri. 

Allo  stesso  modo  considerando   gli   altri   sistemi  di  sfero 
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Sa  9  ^3  f  §4  si  avranno  analogamente  a  pi  ,  {|  ,  e  P|  altri  piani 
P2  9  Pi  9  J'4  s^^ganti  comuni  delie  sfere  S  combinate  a  due  a  due, 
altre  r^lte  l^^  {3,  Z4  seganti  comuni  delle  stesse  sfere  combinate  a 
tre  a  tre,  ed  altri  piani  Pa»  P3»  P4  sui  quali  dovrà  trovarsi  il 
centro  della  sfera  cercata.  Però  le  combinazioni  indipendenti  dell' 
equazioni  (S)  a  due  a  due,  tra  le  sei,  essendo  solamente  tre^  e  lo 
combinazioni  a  tre  a  tre,  tra  le  quattro^  soltanto  due;  i  sei  piani 
^,  e  Le  (juattro  rette  l  passeranno  per  uno  stesso  punto,  ed  i 
quattro  piani  P  per  una  stessa  retta  X,  luogo  geometrico  de' 
punti  di  concorso  dei  piani  /?,  e  delle  rette  7,  e  su  tale  retta 
X  dovrà  trovarsi  il  centro  della  sfera  cercata. 

Vi  è  suMa  retta  X  un  punto  notevole  O,  punto  di  concorso 
dei  piani  p  corrispondenti  ad  r=0,  o  sia  dei  piani  seganti 
.comuni  delle  sfero  date,  giacché  in  tale  ipotesi  R',  R'',  R'",  R'^ 
sono  eguali  rispettivamente  ad  r^,  r^\  r'",  r'^.  Supporremo  da 
ora  in  avanti  preso  questo  punto  per  origine  delle  coordinate. 
Allora  r^quaz^oni  (/»),  supposto  r=0,  dovranno  essere  verificate 
jponendo 

fciò  copdjice  9 

aI2  _^  .in  __.  fUn  jj^_  ft\2 

laondfB  posto  ' 

si  avrà  chiaramente,  a  motivo  dell'equazioni  (T),  che  le  tan- 
jgenti  tirate  da  0  alle  sfere  date  saranno  eguali  tra  loro ,  ed 
eguali  a  ;,  e  quindi  la  sfera  Z  di  centro  0  e  raggio  t  iuter- 
scgherà  le  sfere  date  normalmente.  Si  può  osservare  ancora 
che  sulla  retta  X  i  punti  di  concorso  dei  piani  p  corrispon- 
denti a  valori  eguali  e  di  segno  contrario  di  r,  sono  ad  eguali 
distanze  da  O,  rimanendo  Tequaziooi  (p)  invariate  col  cambiare 
fiello  stesso  tempo  i  segni  ad  or,  y,  z  ed  r. 

Ritorniamo  ora  air<!quazioni  (Si),  e  combinandole  a  due  a 
49ie,  eliminiamo  ira  esse  r,  e  non  r^  :  si  avrà  ponendo  : 
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(  „  _x"'  r"'cosy'"— j:"V'v  cosy'v       „   _  y'v  r"'cosip"'— y"y ^cos^'v 
l  ^  *  "~    r"'  cosy'"  —  r'v  cosy'v      '  ^  *  ~     r"'cosg)"'  —  r'^'  cosy'^  ' 

J  ^„  __g'^r'"cosy"— g'Vvcosy'^ 

i  '  "~     r"'cos9"'~=r7'^^'v~  ' 


a:'  -+-  y'  -f-  5'  —  2x",  X  —  2i,".  y  —  2j",  z  -4- 1»  =  r"  ; 

,„_a;Vv  cosy'v  —  x'^r"  casti"         ,„_  y'Vv  cosy'v-t/'^r"coso" 
,"^'   "~      r'v  cosy'v  _  r"  cos  ©"      '  y'  "    r'^cosy'^  —  r"cosp"    ' 

(S,)  (  _  ,„_■;"/ V  cosy'v  —  g'Vf" cosp" 

"'    —     r'v  cosc'v  _  r"cos9^'~  ' 

a?*  +  y*  -+-  i»  —  2x,"'  X  —  2y/"  y  —  2z/"  z-^C  =r'; 


,^__x|^r''^s9'^-xV'cosf'''         ,^_  v'"  r"  cosa"  —  y"  r'"cos?"' 
^'    ~     r"'casa"  ~-~r"'7^"'~  '  ^^  ^"  ,.«««>"  _  i-'"  «nW     ' 


,„     ij"'r"coso"— a"r"'coso"' 

*#4         _— 


x" 


L'equazioni  (S,)  dinotano  delle  sfere  che  banno  i  loro  cen- 
tri Ci'  ,  C|'"  ,  c/v  ,  determinati  rispettivamente  dalle  coordi- 
nate (X'\  ,   3,".  ,   /'O  ,     (X'",  ,   t/"\  ,  .^'\),     (X'V,   ,   y'V.  ,     ;.'V^)  ^ 

sulle  rette  e"'  c'^  ,  c'^  e"  ,  e"  e"'  ,  in  modo  che  le  loro  distanze 
da  e'"  ec'v,  c'^  e  e"  ,  e"  e  e*"  sono  proporzionali  ad  r'"cosy"', 
r'v  cosy'v  ;  r'v  coS(p'v  ^  /'  ^os©"  ;•  r'^cosy"  ,  r"'  cosy"'.  ì  raggi 
sono  ipotcnuse  di  triangoli  rettangoli  in  cui  un  lato  dell'angolo 
retto  è  eguale  ad  r  ,  e  i*altro  lato  e  eguale  alla  tangente  con- 
dotta dal  centro  della  sfera  che  si  considera  alla  sfera  Z.  Que- 
ste sfere  Si  hanno  per  piano  segante  comune,  variando  comun- 
que r,il  piano  Pi  ;  infatti  eliminando  r^  tra  l'equazioni  (S^) 
combinate  comunque  a  due  a  due ,  si  ottiene  precisamente 
l'equazione  (P|)  ,  la  quale  si  riduce ,  ponendo  : 
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ad  (P,)  .  .  .  ai  X  -h  òi  y  ^  Ci  z  =0, 

a  motivo  dellorigine  attuale  deUe  coordinate.  Si  ha  poi  facil- 
mente 

«'i  ^1        *'i  jfi   —  *'i  -^i         Ci  yi    —  VI  ^'i         ^i  ifi    j 
onde 

y»  T^«    y»  -^yi    _y,  —  yi    _.^ 

M^  I     ~"    J>|  J7|      Xg  Xg    ■•"""  j!«|  U| 


*l  Zj  Zi        A*|  


X." 

«.  "' 

Xg 

X."- 

— 

X, 

/// 

*." 

^I 

//f 

*." 

— 

3l 

1 

v."'-y.'^      y.'"-y."  ~y."-y."'      *.  ' 

e  ciò  dimostra  che  i  centri  e/' ,  e/"  ,  c/^  delle  sfere  S,  so- 
no in  una  retta  Li  perpendicolare  al  piano  Pi  .  Considerando 
gli  altri  sistemi  di  equazioni  S2  9  S3 ,  S4  si  avranno  analoga- 
mente ad  Si  ,  altre  sfere  Sa  ,  S3  ,  S4  ed  altre  rette  L^  ,  L3  , 
L4  rispettivamente  perpendicolari  ai  piani  P, ,  P3  ,  P^  :  que- 
ste quattro  rette  L, ,  L^  9L39  L4  staranno  in  uno  stesso  pia- 
no TT  perpendicolare  alla  retta  ).,  comune  intersezione  dei  quat- 
tro piani  P, ,  P^i ,  P3 ,  P4 .  Finalmente  prendiamo  per  asse  delie 
z  la  retta  X  :  sarà  per  le  coordinate  del  centro  della  sfera 
cercata  x  =  0  ,  y  =0 ,  onde  indicando  con  7  la  distanza  dcl- 
Torigine  delle  coordinate  dal  piano  n  dei  centri  delle  d^ere  S, 
piano  perpendicolare  alPasse  delle  js,  Tequazioni  (S)  daranno 

(1)  z^  ^2'jz.-\-t^  =r'. 

Jnnali  di  Scienze   Wa/.  e  Fis.  T.  li.  agosto  18S1.  24 


(  378  ) 
InoUre  i  piani  p^  seganti  comuni  delle  sfere  S  ,    dovendo  in- 
cenlrare  Tasse  delle  z  in  uno  stesso  punto  C^  per   an   valore 
qualunque  di  rs=r^^  chiamando  ?„  la  disianza  di  tal   punto 
dalPorigine,  Tequazioni  (p)  daranno 

(2)  -Ì=-^. 

z         r  ' 

o  o 

L  equaaÌQne  (1)  fa  conoscere  che  la  sfera  cercata 

\(j)  X=-*- Y'-+.(Z  — 5r  =  r% 

e  la  sfera 

normale  alle  sfere  date,  hanno  per  piano  segante  comune  il 
piano  Z  =  7 ,  o  sia  il  piano  rr  ;  e  T  equazione  (2)  indica  che 
Gy  e  la  sfera  a^  di  centro  G^ ,  e  raggio  r^  hani|o  un9  superi- 
eie  conica  To  9  tangente  comune,  la  quale  ha  \\  vertice  in  0. 
La  sfera  cercata  <j  si  potrà  quindi  facilmente  determinare  , 
poiché  un  piano  qualunque  II  condotto  per  X  segherà  ;;,  e  la 
superficie  conica  7^  rispettivamente  in  una  retta  ,  e  in  due 
rette,  l'una  segante  comune,  e  le  altre  tangenti  comuni  ai  cir- 
coli massimi  prodotti  dallo  stesso  piano  segante  in  (7o  e  in  a; 
onde  quest'ultimo  circolo  massimo  sarà  detcrminato  dalla  con- 
dizione di  passare  per  due  punti  dati,  e  di  toccare  una  retta 
data:  potremo  perciò  dare  la  seguente  composizione  del  pro- 
blema. 

Bi  ponga  nei  valori  dei  raggi  (B)  rs=:i;, ,  e  con  i  centri 
delle  sfere  date  e'  ,  e" ,  e'"  ,  c'v ,  ed  i  raggi  »',  R",  R"',  R'v, 
che  si  costruiscono  facilmente  per  le  relazioni  tra  i  lati  di  un 
triangolo,  si  descrivano  delle  sfere  S.  I  sei  piani />,  seganti  co- 
muni di  queste  sfere  cornhinate  a  due  a  due,  e  le  quattro  rette 
l  seganti  comuni  delle  stesse  sfere  prese  a  tre  a  tre  passeranno 
per  uno  stesso  punto  C^.  Si  ripetino  le  stesso  eostruzioni  sup- 
ponendo r  = —  r^,  ;  si  avrà  un  altro  punto  C„.  La  retta  CoC„, 
o  sia  X  ^  passerà  pel  centro  della  sfera  cercata.  Il  punto  di 
mezzo  O  di  C„  C„  sarà  il  punto  di  concorso  dei  piani  seganti 
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comuni,  e  delle  seganti  comuni  corrispondenti  alle  sfere  date  , 
e  sarà  il  centro  della  sfera  Z  normale  ad  esse.  Si  determinino 
sui  lati  della  piramide  e'  e"  e"'  c'^  dei  punti  e  tali  che   le  loro 
distanze  dai  vertici  c\  c'\  c"\  c"^  siano  rispettivamente  propor- 
zionali ad  r'cosy' ,  r"cosy" ,  r"'cosy'"  ,  r'^cos^'^^  si  avranno  cosi 
su  ciascun  lato  due  punti:  tutti  questi  punti  combinati  conve- 
nientemente, e  può  farsi  in  più  modi,  considerandone  uno  solo 
per  ciascun  lato,  si  troveranno  su  ciascuna  faccia  Fi  ,  F, ,  F3  , 
F4  della  piramide,  a  tre  a  tre  per  dritto,  sopra  alcune  rette 
L(  ^  L2  ,  L3 ,  L4  ,  e  queste  quattro  rette  saranno  in  uno  stesso 
piano  n.  Questa  molti plicità  di  punti  e    di  combinazioni  tiene 
alle  varie  soluzioni  che  ammette  il  problema  proposto,  poten- 
dosi in  (R)  in  vece  degli  angoli  f/ ,  o"  ^  <p"' ,  f'^    considerare 
i  supplementi  di  tutti,  o  di  alcuni  di  essi.  Avverrà  però  che 
per  ciascuna  ipotesi  particolare  sui  detti  angoli  il  piano  n   ri- 
sulterà perpendicolare  alla  retta  X  ,  e  quindi  Lt ,  L, ,  L3 ,  L4 
saranno  rispettivamente  perpendicolari  alle  proiezioni  di  X  sulle 
facce  Fi  ,  F^  ,  F3  ,  F4  fatte  con  piani  P,  ,  P^  ,  P3,  P4    nor- 
mali alle  dette  facce  ;  così  sparirà  ogni  ambiguità.  Ciò  posto  la 
sfera  cercata  or,  e  la  sfera  a^  di  centro  C^  e  raggio  r^  ,  o  l'al- 
tra (7o  dello  stesso  raggio  e  di  centro  G^ .  avranno    per    piano 
segante  comune  ?r,  ed  una  superficie  conica  r^  tangente  comu- 
ne, che  ha  il  vertice  in  O.  Si  conduca  per  X  un  piano  qualun- 
que n  ;  si  descriva  un  cerchio  che  tocchi  le  rette  prodotte  da 
n  in  Tq  ,  ed  abbia  per  segante  comune  col  circolo  massimo, 
comune  intersezione  di  JI  e  (?.„  la  retta    prodotta  da  IT  in  n: 
si  avranno  due  soluzioni,  che  saranno  i  circoli  massimi  di  due 
sfere  che  risolvono  il  problema.    Tutte  le  soluzioni    del    pro- 
blema sono  sedici  generalmente,  e  senza  molta  difficoltà  si  po- 
trebbero trovare  delle  relazioni    osservabili    circa  le  posizioni 
dei  centri  di  tutte  queste  sfere ,  e  i  valori  dei  raggi.    Se  gli 
angoli  9' ,  cp" ,  <p"'  ,  f'^  fossero  eguali  a  zero  o  a  due  retti,  la 
sfera  cercata  toccherebbe  le  sfere  date.  Considerando  due  sole 
dimensioni  deirestensione  si  otterrebbe  un  cerchio  che   inter- 
seghi  altri  tre  cerchi  ad  angoli  dati;  o  pure  li  tocchi;  e  final- 
mente ,  per  le  proprietà  della  proiezione    stereografica  si  pò- 
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(rebbc  similmente  descrivere  sopra  una  sfera  un  cerchio    che 
interseghi  ad  angoli  dati,  o  pur  tocchi    altri  tre    cerchi  trac- 
ciati sulla  stessa  superficie. 


SUL  PROBLEMA  D'ISCRIVER^  IN  UNA  CURVA  DI    SECONDO 
GRADO  UN  POLIGONO  IN  MODO  CHE  1  LATI  PASSINO 

PER  PUNTI  DATI. 

NOTA 
PP  G,  HATTAGLIJIfl 

Nella  pag.  35  o  seg.del  fascicolo  di  gennaio  di  quest*an- 
no  si  ò  dedotta  la  soluzione  di  questo  problema  dal  problema 
analogo  relativo  ad  una  superficie  di  secondo  grado;  ma  se- 
guendo un  altro  metodo  si  può  procedere  più  semplicemente 
nel  seguente  modo. 

Consideriamo  da  principio  un  cerchio 

Sia  O  il  centro^  origine  delle  coordinate.  S'iscriva  il  poligono 
A(  M' M" .  . .  Mv*')  in  modo  che  i  iati  passino  rispettivamente 
per  i  punti  dati  M'^  ,  M"^  .  .  .  Mo^"*^.  Siano  l'angolo 

Te  coordinate  di  M»  ,  ar(/*)  ,  y»;  quelle  di  MJy\  a?J^),  y^r^ 
si  avrà  evidentemente 

/  r  cos(9'  —  y)  =  r'„  cos(9'  -f-  9  -  9'J  , 
(1)  ]  r  cos(f  -  9')  =  r"„  cos(9"  -H  9'  -  9",) . ,  . 

r  cos  [  9''")  —  9'/"-»)  ]  =  r,,l'")  eos  [  pi'")  -Hy^'""'^  — fj"'^  3j 
onde 

{ (r  H-  X  J  tan  9'lan  9  —  y\  (lan  9^  H-  lan  9)  -4-  r  —  ^\,=0  ... 


(2)  {{r-hz^J  tan9'  tanj'— y"«  (tan9"  -Htanp') -I-  r— x"^=0  
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Apparisce  dalla  forma  di  queste  equazioni  che  eliminando  tra 
esse  successivamente  9',  ©"  .  .  .  yV»-») ,  all'equazione  finale  in 
(f  e  9'/")  potrà  darsi  la  forma 

(3)  (r-i-a)lany'.;")  langy— (/3-v-l)  taopW— (j3— l)taiiy-f-r— «=0. 

Ciò  posto:  aflìnchè  il  poligono  iscritto  M  M'  M'| . . .  ÌAW  risolva 
il  problema  bisogna  che  sia  chiuso ,  onde  tan  ^C")  =  tan  9  ^ 
quindi  si  avrà 

(r  -^  a)tan^9  —  26  lan^  -i-  r  —  a  =  0  , 
o  sia 

oc  cos  2y  4-  /S  sen  2f  =  r ,    ax  -4-  /3y  =  r^. 
Si  ponga 

=  <«  >      -;r  =  *> 


le  due  equazioni 

(4)  :r^H.y^  =  r%       ^  ^  == 'l 

faranno  conoscere  il  primo  vertice  del  poligono  cercato.  Gon^ 
viene  però  determinare  a  e  b.  A  tale  oggetto  suppoaghiamo 
che  a  9  =  0  corrisponda 

.     (p{'"ì  =  (p^{^) ,     e  a     ©W=y,  9=9i    ; 

l'equazione  (3)  darà 

(j3  -h l)^tan  9iM  =  r  —  a ,    (r  -f-  a)taa  ?i  =i3  H- 1 , 

onde 

(r  -I-  a)  tan  p,!"*)  tan  9,  :=  ra  , 

« 

e  per  conseguenza 

(r  -+-  a)tan  9,H  tan  91  +  r  —  a  =  0  - 

Questa  equazione  essendo  simile  alle  (2),  dimostra ,  in  modo 
analogo  ad  esse,  che  il  punto  dell'  asse  delle  x  ,  che  ha  per 
ascissa  a,  o  sia  il  punto  d'incontro  di  quesl'^asse  con  la  retta 

a  0 
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ed  i  punti  della  circonfcrcaza  del  cerchio  j;'-Hy^  =  r'  de- 
terminati dagli  angoli  2^^  j  e  2^1  H  sono  per  dritto.  Da  ciò 
che  precede  si  ricava  quindi  la  seguente  costruzione  del  pro- 
blema: Si  tiri  nel  cerchio  un  diametro  qualunque  Mi  Mai'") . 
S'iscrivano  :  il  poligono  M|  M\  M",  ,  .  . .  MfC^,  in  modo  che  i 
Iati  passino  rispettivamente  per  i  punti  dati  M'^^  M"^ ...  MJ^^^ 
ed  il  poligono  ÌIJ^'")  M^i"*^^)  .  . .  Ms  tale  che  i  lati  passino  per 
MJ<'")  ,  MJ^'^'^)  , . .  M'^  .  Sia  A  il  punto  d' incontro  del  diame- 
tro Mi  MJ^*^)  con  la  retta  Mil'")  M^  .  Considerando  il  diametro 
perpendicolare  ad  Mi  M^H  j  o  più  generalmente  un  altro  dia- 
metro qualunque  ,  con  costruzioni  del  tutto  simili  alle  prece- 
denti su  questo  nuovo  diametro  si  otterrà  un  altro  panto  B. 
La  retta  AB  intersegherà  il  cerchio  in  due  punti  M^  ed  m , 
i  quali  presi  per  primi  yertici  dei  poligoni  da  iscriversi,  da- 
ranno due  poligoni  che  risolveranno  il  problema. 

Identiche  costruzioni  valgono  se  invece  di  un  cerchio  si  con- 
sideri una  curva  conica  qualunque,  il  che  risulta  evidentemente 
dalle  proprietà  della  proiezioqe  polare.  Si  possono  anche  in 
Hece  dei  diametri  considerare  le  corde  della  curva  di  secondo 
grado,  e  se  esse  diverranno  tangenti  si  ricadrà  nella  soluzione 
data  nel  citato  fascicolo,  cui  ò  del  tatto  analoga  quella  rela- 
tiva alla  superficie  di  secondo  grado,  solo  che  si  sostituiscano 
alle  tangenti  della  curva  i  piani  tangenti  della  superficie. 
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SOPRA  ALCUNE  OSSERVAZIONI  FATTE  NELL'OSSERVATORIO 
DEL  COLLEGIO  ROMANO  DURANTE  L'  ECLISSE 

DEL  28  LUGLIO  1851 

NOTA 

DEIi  P.  A.  SECCHI 

Direltore  ileirOsservatorio  del  Coltelo  Roaiano. 

11  Icmpo  era  ser|fiissimo,  o  Tatmosfera  tran^ifilla,  é  solo 
spirava  il  solito  venHceilo  di  S.  O.,  ma  meno  forte  di  foello 
che  suole  negli  altri  giorni  alla  stess'  ora.  Qoesfa  ll*ant)UfH)tà 
d^n*atmosf<irà  él  periàhe  ài  vedere  il  lembo  dei  sole  nettissi- 
mo e  seitzsl  diidulaziimi  di  sorla.  Il  caimoccliiaie  dt  Caueboix 
a  cai  io  osscrrfsli^tf,  e  V  altro  del  teodolite  a  cui  sCafva  it  mio 
assisleitte,  il  F.  Resav  erano  ambedue  forniti  di  offascafnti  tur- 
chini,  la  cm  eccellénita  sopra  tutti  gli  altri  ó  oggidì  riconosci  ut  a 
per  la  iMttézza  6òn  cui  famio  vedere  gli  orli  del  Sòte'.  L  oflu- 
scairfe  dei  telescopio*  di  Gaochotx  è  un  eccellente  prisma  fatto 
da  Lerebours  ad  oscurità  variabile  $  il  quale  permette  dì  la- 
sciale ai  raggi  q^ueflci  intensità  che  è  più  comoda  airoccbio  e 
alla  precisione  delle  immagini.  Il  sig.  Angelo  Vescovali  ^  e  it 
sig.  Ignazio  Cagnoni  attendevano  al  cronometro  di-  Dent,  giac- 
ché i  rumori-  della  sottoposta  strada  non  permettevano  agli  os- 
servatori che  sia^vano  ai  cannocchiali  dì  contare  il  teihpo  da  se. 

Il  primo  contatto-  dei  due  lembi  fa  veduto  da  me  precisa- 
mente nel  sito  ove  teneva  fisso  lo  sguardo,  e  circa  me^zo  se- 
condò dopo  fu  osservato  dal  P.  Rosa  al  teodolite.  L'istante  del 
principio  fu  a  3*  24"'  32'.  7  e  quello  del  fme  a  5''  25"^  7'.  2 
Tempo-  medio-  di  Roma.  I^a  Luna  entrò  ed  usci  dal  Sole  per 
una  parte  assai  scabra,  e  specialmente  al  finire  una  protube*- 
ranza  montagnosa  corrispondeva  esattamente  al  punto  del  di- 
stacco, ed  essa  avrà  tardato  un  buon  secondo  e  mezzo' di  tetn- 
po  ad  uscire  tutta  quanta  dopo  che  le  parti  depres^'  erano' 
sensibilmente  fuori  dell'  orlo  solare.  Questa  circostanzaf  ci  fah 
vedere  a  quali  errori  possano  esser  soggette  ie  detormtaazioni 
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del  tempo  in  questi  fenomeni,  e  conseguentemente  anche  nelle 
occultazioni  delle  stelle  Gsse,  giacché  il  tempo  sarà  ditTerenle 
secondo  il  punto  rilevato  o  depresso  dietro  cui  si  nasconde  la 
stella,  ed  esso  potrà  variare  oltre  ad  un  secondo.  Nò  a  tale 
inconveniente  è  facile  Tovviare  o  indicarlo,  perchè  nelle  occul- 
tazioni  che  accadono  dal  lato  oscuro  della  luna  (che  pur  sono 
le  più  pregiate  )  il  lembo  non  si  vede. 

Sembrami  pure  con  ciò  provato  che  le  irregolarità  del  lem- 
bo lunare  sono  altresì  la  causa  di  quella  specie  di  punti  lu- 
minosi staccati,  che  sono  stati  veduti  alt^jp  volte  al  principio  e 
al  fine  delle  Eclissi  totali,  e  sono  stale  descritti  da  Baily  sotto 
il  nome  di  coroncine  (Beads). 

11  Sole  era  quasi  senza  macchie  affatto,  non  avendone  che 
un  gruppetto  di  alcune  assai  piccole  presso  il  punto  d'ingresso 
ed  una  pure  assai  piccola  presso  quello  di  egresso  :  numero- 
sissime erano  le  facole,  che  osservar  si  potevano  molto  bene 
proiettando  secondo  il  &olito  sopra  un'ampia  carta  bianca  l'im- 
magine del  Sole  ingrandita  con  un  telescopio.  Con  questo 
mezzo  diminuendosi  mollo  la  luce  solare  restano  assai  bene 
distinti  i  suoi  punti  più  chiari,  e  così  pure  col  medesimo  ar- 
tifizio gli  orli  veggonsi  molto  meno  illuminati  delle  parti  cen- 
trali del  disco. 

Per  moltiplicare  le  osservazioni  astronomiche  quanto  più 
fosse  possibile^  furono  prese  parecchie  distanze  dei  lembi  del 
sole  e  della  luna,  e  delle  cuspidi  della  fase  notando  i  tempi 
in  cui  essi  arrivavano  ad  una  stessa  altezza  o  ad  uno  stesso 
azimut.  Queste  osservazioni  troveranno  luogo  più  opportuno 
negli  atti  dell'  Osservatorio  :  frattanto  darò  un  breve  sunto 
delle  aHre  osservazioni  fisiche, 

Queste  furono  distribuite  tra  varie  persone  a  fine  di  non 
avere  confusione.  Il  sig.  Angelo  Vescovali,  e  il  sig.  Augusto 
della  Porta  si  presero  cura  del  termomoltiplicatore  di  Melloni. 
11  P.  della  Rovere  e  il  sig.  Anatolio  Vescovali  delle  operazioni 
fotografiche,  e  due  altri  assistenti  deirosservatorio  ebbero  cura 
dc'termometri  o  delle  altre  osservazioni  meteorologiche. 

Il  metodo  tenuto  nelle  osservazioni  del  termomoltiplicatore 
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Tu  il  scgaontc.  Sai  parapetto  del  terrazzo  fleirojscrvatorio  in 
sito  .aperto  e  libero  fu  collocata  la  pila  termoelettrica  fornita 
dei  5uoi  lubi  prismatici  e  diaframmi;  essa  si  disponeva  in  ma* 
do  che  i  raggi  solari  ne  potessero  illuminare  tutta  la  sua  fac- 
cia perpendicolarmente.  Cinque  minuti  erano  sufficienti  per  una 
.osservazione  completa,  cioè  per  avere  la  deviazione  stazionaria 
dell'ago  durante  la  radiazione^  e,  impedita  questa ,  il  ritorno 
dell'ago  al  punto  di  partenza. 

Esponendo  la  pila  al  raggiamento  in  questo  modo,  si  ha 
realmente  Tindicazione  di  un  effetto  composto  della  forza  di- 
retta dei  raggi  solari,  e  del  raggiamento  di  tutte  le  parti  del- 
r  atmosfera  circonvicine  al  Sole  ,  e  visibili  dalla  faccia  della 
pila,  onde  essa  resta  veramente  sottoposta  alTazione  della  ra- 
diazione eguale  a  quella  che  agisce  sugli  oggetti  terrestri.  Chi 
volesse  esplorare  direttamente  il  raggio  solare  dovrebbe  ope- 
rare in  altro  modo,  e  fare  in  guisa  da  impedire  ogni  altra  ra- 
diazione dipendente  dalfatmosfera.  Nelle  ricerche  actinomctri- 
che  finora  istituite  queste  due  specie  di  radiazioni  del  sole  e 
dell'atmosfera  illuminata  sono  state  confuse  ,  ma  meritano  di 
essere  ben  distinte,  altrimenti  non  mai  potrà  definirsi  con  esat- 
tezza la  proporzione  di  caler  solare  assorbita  dall'  atmosfera. 
A  questa  innavvertenza  non  meno  che  alle  molte  difficoltà 
inerenti  a  questo  problema  devono  certamente  attribuirsi  le 
grandi  discordanze,  dei  fisici  su  questo  soggetto. 

Le  osservazioni  del  termomoltiplicatore  si  fecero  di  5  in  5 
minati  durante  l'eclisse  ^  e  si  continuarono  di  tanto  in  tanto 
fino  al  tramonto  del  Sole.  Il  giorno  appresso  si  ripeterono  le 
osservazioni  medesime  per  avere  un  termine  di  confronto  ,  e 
per  conoscere  direttamente  qual  potesse  essere  l'influenza  dell' 
altezza  del  sole,  e  spessezza  dell'atmosfera  sul  suo  raggiamen- 
to. I  risultati  di  queste-  osservazioni  si  hanno  nella  tavola  L 
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TAVOLA  I. 


Tempo 

3*"2Ó" 
30 
35 
40 
45 
50 
55 

4      0 
5 

10 
15 
20 
25 
30 
35 
40 
45 
50 


Giorno  2^  l^uglio 


Deviazione 


Deviazione 


29  Luglio 


Tempo 

3*"25* 
35. 
50 

4  0 
15 
30 
40 
50 

5  5 
15 
30 
45 

6  0 
20 
35 
50 

7  0 
fO 


Deviazione 

33% 

34, 

33, 

32, 

33, 

33, 

32, 

32, 

30, 

29, 

2r, 

25, 
23, 

2a, 

19, 
11, 

7, 
0, 


Da  questa  tavola  sì  ricava  : 

1.^  Che  il  raggiafnento  era  diminuito  notabilmente  amebe 
prima  cbe  X  EcFrsse  comparisse  visibile  ,  e  ciò  evidentemente 
per  la  diminuita  temperatura  delle  parti  più  elevate  e  lontane 
detl*a(mosfera.  Infatti  con  alcune  osservazioni  fatte  poco  prima 
del  me2zoggiorno,  essa  trovossi  essere  di  29  in  39** ,  e  poco 
prima  iti  principio  delCEclisse  non  era  che  25^. 

2.^  II  minimo  deH'  Eclisse  è  marcato  tanto  evidentemente 
dal  termomoltiplicatore  quanto  dall'orologio,  e  la  intensità  deVag- 
gi  trovasi  ridotta  a  soli  S.''  Se  osserviamo  che  i  gradi  superiori 
equivalgono  sempre  a  maggiori  forze  ,  troveremo  cbe  il  rag- 
giamento  è  ridotto  a  meno  di  un  quarto.  Si  vede  ancora  cbe 
alla  massima  fase  esso  era  quale  suol  essere  20  minuti  circa 
prima  del  tramonto  del  sole. 

3.°  II  raggiamento  aumenta  al  ricrescere  della  fase  solare, 
e  arriva  presto  a  un  massimo,  il  quale  è  inferiore  notabilmente 
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a  qaello  che  avca  avuto  luogo  prima  dell'  Eclisse.  Questo  ha 

orìgine  da  due  cagioni  :  prinK)  dalla  diiniauila  altezza  del  so- 
le^ e  dalla  cresciuta  spessezza  dello  strato  atmosferico  che  at- 
traversano i  raggi  solari  ^  e  in  secondo  luogo  da  un  poco  di 
opacità  prodotta  nell'atmosfera  dal  freddo  sopravvenuto  du- 
rante r  Eclisse.  Questa  opacità  non  era  molto  visibile  dalla 
parte  del  Sole  perchè  Taria  era  molto  da  esso  illuminata,  ma 
bene  scorgcvasi  dapertutto  nelle  altre  parti  dell*  orizzonte  in 
forma  di  nebbia  leggierissima. 

4.''  I  numeri  della  tavola  I  costruiti  graficamente  sotto- 
pongono agli  occhi  queste  conclusioni  :  la  curva  del  giorno  29 
fa  vedere  che  l'influenza  della  variazione  d'altezza  non  è  mol- 
to grande  prima  delle  5^  ma  che  da  questo  punto  in  poi  la 
forza  radiante  decresce  rapidissimamente. 

5.^  Siccome  la  superficie  raggiante  anche  nella  massima 
fase  era  maggiore  di  'I4  del  disco  solare  essendo  stata  la  quan* 
tità  la  quantità  dell'Eclisse  poco  più  di  9  digiti,  e  la  sua  forza 
radiante  era  diminuita  oltre  ^[4  ,  perciò  apparisce  provato  che 
la  forza  de'  raggi  é  minore  agli  orli  che  al  centro  del  disco 
solare. 

Una  misura  comparabile  delle  radiazioni  può  aversi  anche 
dalle  osservazioni  de'terraometri  anneriti  esposti  al  Sole.  Il  me- 
todo che  parmi  più  esatto  in  queste  osservazioni  è  quello  di 
esporre  il  termometro  liberamente  all'aria  e  difenderlo  dal  rag- 
giamento  diretto  del  Sole  con  piccolo  ostacolo.  Così  esso  par- 
tecipa di  tutte  le  irradiazioni  circostanti,  le  quali  si  conservano 
le  medesime  anche  quando  sopra  di  esso  agisce  il  Sole.  II 
chiudere  i  termometri  in  recipienti  di  cristallo^  0  in  cassette 
per  difenderli  dall'aria,  rende  la  questione  assai  complicala,  e 
se  pure  le  osservazioni  sono  comparabili  qualora  siano  fatte 
con  uno  stesso  strumento  ,  non  io  sono  quasi  mai  colle  altre 
Catte  eoo  altri  apparati,  benché  della  stessa  specie. 

I  termometri  da  me  usati  sono  due  piccoli  termometri  ge^ 
melli,  inglesi  di  costruzione,  e  a  scala  di  Farenheit  :  uno  era 
a  perllft  annerita.  Si  proteggevano  dai  raggi  diretti  con  un  dia- 
framma di  latta  sufficiente  a  coprirli,  il  quale  era  collocato  a 
distanza  di  un  metro  e  mezzo  circa  ;  mentre  erano  coperti  si 
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leggevano  le  loro  indicazioni^  e  scopertili  si  osservava  quanto 
salivano  in  cinque  minati  poi  copertili  si  osservava  di  quanto 
scendevano  in  quello  stesso  tempo.  Questo  intervallo  è  certa- 
mente troppo  lungo,  ed  era  realmente  stata  mia  ordinazione  che 
i  termometri  si  leggessero  di  minuto  in  minuto  durante  il  tempo 
che  restavano  scoperti  e  coperti  :  ma  il  regolamento  fu  traìn- 
teso ,  e  non  si  rimediò  ali*  inconveniente  che  dopo  passato  il 
massimo  deireclisse.  Siccome  5^"  sono  il  tempo  che  d*ordinario 
impiegano  i  termometri  predetti  per  arrivare  al  loro  massimo, 
quando  sono  esposti  al  Sole  diretto,  cosi  i  numeri  ottenuti  non 
saranno  senza  utilità.  Eccone  alcuni 

Al  principio     Medio  Fine 

Term.  nero  coperto     ....  86^0  F      83%5  F      84%9  F 
5"'  dopo  scoperto  .     •     .     .  92,  9  84,  0        90,  9 

Differenza 6,9  0,5  6,0 

Termometro  Reaumur  allombra  22,7  2t,2  22,  3 

Le  molte  altre  osservazioni  troveranno  posto  altrove.  Frattanto 
apparisce  la  grande  diminuzione  di  forza  riscaldante  che  han- 
no subito  i  raggi  solari;  ed  è  assai  importante  il  vedere  come 
ad  onta  di  cotanta  diminuzione  pochissimo  siasi  abbassata  la 
temperatura  delTaria,  evidentemente  per  non  aver  avuto  tem- 
po di  raffreddarsi,  prima  che  la  causa  riscaldante  ricominciasse 
ad  agire. 

La  tavola  seguente  dà  Tandamcnto  degli  ordinarli  strumenti 
meteorologici  durante  l'eclisse.  Si  vede  in  essa  manifestamen- 
te che  Tumidità  ebbe  luogo  dopo  passato  il  mezzo  dell*eclis- 
^^  {*)'  Questo  aumento  di  umidità  fu  manifesto  per  un  leg- 
gier  velo  di  vapore  che  apparve  come  abbiamo  detto  altro- 
ve ,  nelle  parti  più  basse  dell'  atmosfera  ,  ed  anche  era  visi- 
bile il  suo  effetto  nel  cannocchiale  pel  traballamento  che  pro- 
duceva degli  orli  dell*  immagine  solare.  Al  finire  però  delfc- 


(*}  L'Igrometro  qui  osservato  segna  0<*  al  secco  e  100<>  alfumi- 
do  ,  ma  esso  può  servire  solo  come  igroscopio  non  corrtspoDdendo 
esaltamente  i  predetti  termini  ai  punti  debiti  dei  tisici  :  per  ciò  abbia- 
mo dato  anche  il  psicrometro. 


(  389  ) 
disse  esso  era  in  gran  parie  svanito,  e  il  lembo  del  Sole  era 
senza  ondulazione  alcuna  y  onde  si    potè    osservare  lo  slacca- 
roento  degli  astri  con  somma  precisione. 
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Parecchie  allre  osservazioni  già  preparate,  per  alcane  cir- 
costanze impreviste  e  per  la  brevità  del  tempo  non  si  poterono 
fare;  assai  bene  però  successero  quelle  di  fotografia. 

Il  soie  fu  preso  due  volte  consecutivamente  in  Dagherro- 
tipo col  cannochiale  di  Gauchoix  al  cui  oculare  era  stata  ap- 
plicata una  camera  oscura^  e  lobìcttivo  ridotto  a  59  mill.  di 
apertura.  Fu  ciò  eseguito  dal  P.  della  Rovere  presso  ristante 
della  massima,  fase  e  l'impressione  fu  ottenuta  in  una  frazione 
di  secondo  di  appena  0',  2.  Eppure  questo  tempo  fu  alquanto 
troppo  perchè  le  parti  centrali  del  Sole  sono  turchinicce  L'im- 
magine ingrandita  dall'oculare  ha  sulla  lamina  un  diametro  di 
75  millim.  Un  poco  di  vento  agitando  il  cannocchiale  ha  pro- 
dotto qualche  sfumatura  ai  contorni,  ma  non  tale  da  nuocere 
alla  precisione  dell'immagine,  talché  si  veggono   nell'  orlo  in- 
temo della  falce  le  scabrezze  del  corpo  lunare  proiettate  sul 
discp  del  Sole.  Non  è  a  mia  cognizione  che  siasi  finora  appli- 
cato il  dagherotipo  ad  osservazioni-  astronomiche  in  tempo  di 
Eclisse  ,  ma  parmi  che  potrebbe  trarsene  notabile   vantaggio. 
L'immagine  proiettata  su  la  lamina    può    ingrandirsi   notabil- 
mente senza  cessare  di  esser  precisa  ;  essa  si  ottiene  in  una 
frazione  tanto  minima  di  secondo,  che  appena  ha  tempo  il  moto 
diurno  di  esser  sensibile ,  e  molto  meno  il  relativo    dei    due 
astri.  Se  si  assuma,  come  noto  il  diametro  solare  si  potranno, 
mediante  le  misure  prese  sulla  lamina,  determinare  in  parti  di 
esso  le  distanze  delle  cuspidi  della  fase^  e  dei  due  lembi  usan- 
do micrometri  di  quella  stessa  precisione  con  cui  si  misurano 
le  immagini  al  foco  degli  obiettivi ,  ma  senza  l'incomodo  del 
moto  degli  astri,  e  col  vantaggio'  di  avere  da  misurare  un  og- 
getto di  un  diametro  10  o  20  volte  maggiore,    e   ciò   senza 
fretta  o  ansia,  e  a  quel  tempo  che  tornerà  più  comodo  per  V  a- 
stronomo.  Mancando  noi  di  una  conveniente   macchinetta   per 
queste  misure  non  possiamo  pel  momento  darne  i  risultati,  che 
faremo  npti  quanto  prima  l'avremo  fatta  costruire. 

Frattanto  osserveremo  che  da  queste  impressioni  daghcr* 
riane  risulta,  la  luce  nelle  parti  centrali  essere  più  forte  assai 
che  presso  gli  orli.  Cinque  altri  dagherrotipi  del  Sole  fatti  dal 
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sig.  Anatolio  Vescovali  a  varie  fasi,  e  con  un  cannocchiale  di 
minore  forxa,  il  cui  obiettivo  erasi  ridotto  mediante  un  dia- 
framma a  3  mill.  di  apertura  hanno  dato  impresse  nettissima- 
mente le  parti  centrali,  e  perfettamente  terminato  Torlo  della 
Lana,  mentre  V  orlo  del  Sole  è  cosi  sfumato  ,  che  male  può 
dirsi  ove  esso  finisca.  Le  prove  fatte  in  questa  circostanza  , 
persuadono  anche  ài  più  difficili,  che  le  parti  centrali  hanno 
più  forza  chimica,  e  la  precisione  delforlo  lunare  fa  conoscere 
che  ciò  non  ò  dovuto  all'  essere  stato  lo  strumento  fuori  del 
foco,o  ad  altra  imperfezione  di  operazione:  laonde  restano  con- 
fermati i  risultati  già  altra  volta  ottenuti  dal  sig.  Fizeau. 

Il  medesimo  sig.  Anatolio  Vescovali  fece  una  serie  di  os- 
servazioni su  alcune  carte  fotogeniche  preparate  col  cloruro 
d'argento.  Le  carte  erano  chiuse  in  appositi  telàrini ,  e  veni-^ 
vano  esposte  alla  luce  solare  tenendole  orizzontalmente.  Apren- 
do successivamente  varie  porzioni  di  ciascun  telarino  si  faceva 
che  una  lista  del  foglio  preparato  restasse  esposta  varii  tempi, 
onda  si  formava  così  una  scala  cromatica  di  varia  intensità,  e 
paragonando  le  tinte  eguali  ottenute  in  diversi  tempi  di  espo- 
sizione, si  può  ricavare  l'intensità  chimica  de'raggi.  Ho  prefe- 
rito queste  scale  perché  esse  possono  conservarsi,  e  anche  fis-^ 
sarsi,  e  cosi  fare  i  confronti  con  ogni  agevolezza.  Dal  confronto 
di  queste  risulta,  che  prendendo  per  unità  la  tinta  prodotta 
dal  Sole  poco  prima  del  principio  deirEclisse  in  15''  di  espo- 
sizione, si  hanno  i  risultati  seguenti  : 


Tempi  deir 
osservazione 

3*  10» 

3  36 

4  8 
4    24 

4  45 

5  24 

UuraU  dell' 

esposizione 
per  arrivare  ai- 
Io  Uewo  colore 

OSSERVAZIONI 

Unità  di  tinta 
pochissimo  minore  della 

precedente 
più  debole  alquanto  dell' 

unità 
fine  deirEclisse 

15  secondi 

15 

45 

60 

50 

60 
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Si  vede  da  questo  che  al  medio  dell'  Eclisse  alle  4*  e  24'"  V 
intensità  chimica  era  minore  di  ''j^  di  quella  al  principio  ,  e 
che  poscia  crebbe  alquanto  alle  4^  45'",  finche  accostandosi 
troppo  il  sole  all'orizzonte,  e  inclinali  di  più  i  raggi  su  le  carte, 
la  forza  s'indebolì  con  molta  rapidità;  come  è  ben  noto  ai  pra- 
tici delle  operazioni  fotografiche.  Il  tempo  d'esposizione  as- 
sunto per  base  è  forse  stato  troppo  Mungo,  e  alquanto  corto 
quello  dì  60'  pel  massimo  della  fase  ;  sono  persuaso  dalTan- 
damento  delle  tinte  che  per  arrivare  al  n.°  l  perfettamente  nel 
momento  della  massima  fase  si  sarebbero  richiesti  70"  o  75'  : 
la  diminuzione  di  efiìcacia  neVaggi,  può  esser  dovuta  in  parte 
alla  cresciuta  obliquità  loro  ,  giacché  alla  fine  dell'  Eclisse  il 
sole  era  più  basso,  e  conseguentemente  più  grosso  era  dive- 
nuto lo  strato  atmosferico  che  tanto  assorbe  di  raggi  azzurri 
che  sono  i  più  efficaci ,  mentre  lascia  passare  i  rossi  che  io 
sono  tanto  di  meno:  ma  anche  ad  onta  di  lutto  questo,  l'azio- 
ne si  vede  diminuita  più  che  la  superficie  raggiante;  e  si  ma- 
nifesta anche  qui  quello  che  ha  osservato  il  P.  Serpieri  nella 
sua  bella  lettera  che  Iroverassi  qui  unita,  che  cioè  prima  che  si 
coprano  le  parti  centrali  del  Sole,  lentissimamente  procede  la 
diminuzione  di  forza  chimica,  ma  assai  rapidamente  progredi- 
sce al  loro  coprirsi. 

Intorno  alla  intensità  della  luce  poco  potè  giudicarsi  se 
non  che  la  tinta  degli  oggetti  apparve  alquanto  singolare,  ma 
non  molto  diversa  in  intensità  da  quella  di  mczz'  ora  prima 
\lcl  tramonto  del  sole.  La  luce  però  essendo  più  bianca  e  non 
rossastra  quale  si  ha  d'ordinario  verso  sera,  produce  certa  sen- 
sazione particolare,  la  quale  a  me  non  parve  molto  diversa  da 
quella  che  si  ha  all'appressarsi  di  un  temporale. 

I  fenomeni  fisiologici  negli  animali  potevano  essere  poco 
considerabili  per  la  molta  luce  residua;  tuttavia  molli  passeri 
ed  altri  piccoli  uccelli  furono  veduti  rifugiarsi  sotto  i  tetti , 
certamente  per  la  impressione  dell'oscurità  soppravvcnuta  che 
essendo  analoga  come  si  è  detto  a  quella  di  una  vicina  bur- 
rasca atmosferica  poteva  far  loro  temere  qualche  disastro  di 
tal  genere,  e  così  spingerli  a  cercare  qualche  ricovero. 


(  393  ) 
P.  S.  —  li  chiarissimo  Sig.  Prof.  D.  Ignazio  Gatandrclli 
avendomi  comunicate  alcune  sue  osservazioni  termometriche 
fatte  all'osservatorio  di  Campidoglio,  di  cui  egli  è  direttore  , 
credo  cosa  importante  il  qui  riferirle  ,  colla  descrizione  dei 
termometri  da  esso  impiegati. 


fc  Termometri  di  Reaumur  di  egual  dimensione  fissi  sulla  me- 
desima tavola  N  ...  nero  ,  V  ...  vUreo ,  B  ...  bianco. 

L'ostacolo  si  toglieva  due  minuti  prima  della  osservazione. 
Collocato  nuovamente  l'ostacolo^  dopo  eguale  intervallo  di  tem- 
po si  facevano  le  osservazioni  nei  medesimi  termometri  ripa- 
rati. 


Tempo  med. 
0*.  12' 

• 

Termom.  e^sti 

27.  OV 
24.  0  B 

2empo  med. 
0*.   15' 

Termom.  riparati 

'"28^Ó^N 
26.  0  V 
24.  0  B 

3*.  2-.  IO* 

29.  2 
27.  1 
25.  3 

3*.  4".  25' 

28.  0 
26.  2 
25.  0 

3.  35.  0 

29.  U 
27.  0 
27.  1 

3.  37.  30 

26.  3     . 

25.  2 

26.  0 

3.  53.  25 

28.  U 

26.  2 

27.  0 

3.  56.  40 

26.  0 
25.  0 
25.  3 

4.  24.  0 

24.  0 

23.  2    . 

24.  0 

4.  26..  15 

23.  2 
23.  1 
23.  1 

4.  58.  25 

25.  0 

23.  4 

24.  0 

5.     fc    5 

24.  0 

23.  1 

24.  0 

5.  30.  25 

26.  3 

24.  3 

25.  2 

5.  32.  30 

26.  0 
24.  2 
24.  2 
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SULL'  ECLISSE  DEL  ^8  LUGLIO 

LETTERA 

DI   A.  SERPIEBl 

Direttore  dcll*0«tervatorio  di  Urbtoo 

AL  W.  A.  SECCHI 


G^ntmo  e  Bmo  Sig.  Profassore 

Osservat.''  meteorol.''  di  Urbino  29  taglio  1851. 

• 
Mi  ^ffreUo  a  darle  conto  di  alcune  poche  osservaiìom  (er 

nometriclie  e  fotografiche,  che  feci  jeri  nel  tempo  dell'  eclisae 
solare,  nnitamente  a  qaesto  Sig.  Prof.  Pietro  Gamici,  nella 
apianata  di  questa  fortezza,  luogo  più  alto  della  città  -e  libe- 
riooimo  da  egni  rifloooo.  L*  «ittosfaca  si  era  £atta  {lurissima  , 
dopo  i  molti  e  grossi  cumulus  che  l'avevano  occupata  inlortu 
41  mezzogiorno,  e  solo  all'orizzonte  da  S  a  NU  era  ingombra 
41  pochi  cumulus-stratns  ,  e  neifa  marma  da  KNE  a  ENK  di 
«na  zona  caliginosa  e*  biancastra.  Il  vento  soflBava  piulloslo 
gagliardo  da  NE. 

Con  un  eccellente  cannocchiale  di  Fraunhofer,  di  76  mil- 
limetri di  apertura,  favoritomi  da  questo  Sig.  Canonico  C.  DeHa 
fri  if filli  a,  ho  notato 

il  principio  dell'  eclisse  a  3""*.  IV.  36''  tempo  vero 
e  la  fine    .    ,     .     .    .      5.    16.  55 

Questi  tempi  potranno  farle  conoscere  prossimamente  Terrore 
dell'orologio. 

TJn  buon  termometro  R  in  tavoletta  di  osso  biaiioe  hioida, 
esposto  a  S60  e  tenuto  costantemente  al  Sole,  e  altro  termo- 
«aetro  all'ombra  in  tavoletta  di  ottone  esposto  a  NNO,  ambe- 
due sensibilissimi  e  uniformi,  hanno  date  le  indicazioni  se- 
guenti : 
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Ore      <3.00' 

ÌM' 

or 

3.45' 

or 

3.51 

or 

3.55' 

or 

4.  2' 

or 

4.13' 

or 

4.23' 

27,0 

24,85 

24,3 

23,9 

22, 4 

21,2 

20,55 

lena.    ).2/)  9 
all'ombra  )^'  ^ 

19,8 

19,35 

19,0 

18,7 

18,25 

.M 

Ore      <4.30' 


Terna, 
al   sole 


Terni, 
airombra 


20,5 


17,95 


or 


4.37 


11 


21,15 


17,95 


or 


4.45' 


21,05 


17,8 


or 

4.52' 


•r 


4.58' 


22, 1  23, 2 


18,0 


18,2 


or 

5.  7' 


23,5 


or 


or 


5.19'  5.24' 


23,8 


19,7 


24,45 


19,7 


Abbiamo  eseguile  le  osservaziooi  fotografiche  eoa  carte  pre« 
parate  col  dororo  di  argento,  come  ^ila  saggerìva.  E  tenendo 
il  metodi  usato  ?arìe  volte  dal  celebre  Malaguti ,  ci  siamo 
prima  preparata  una  cart;^  a  cplore  fisso;. e  via  via  sotto  le 
diverse  fasi  delf  ec^sse,  e  anche  prima  e  dopo,  abbiamo  no- 
tato in  quanti  siecondi  le  carte  esposte  raggiungevano  il  tono 
di  quella  tinta*  Queste  carte  appartenevano  tutte  a  un  mede- 
simo foglio  preparato  uniformemente;  e  ciascuna  ,  per  mezzo 
di  un  semplice  artifizio,  riceveva  perpendicolamente  i  raggi 
solari.  Ora  le  dirò  dell'  impressione  che  provammo  nell'  atto 
stesso  di  sperimentare  ,  e  f{u  di  rimanere  sorpresi  della  pre- 
stezza non  molto  diversa  cqn  cui  le  cfirte  da  principio  sì  co- 
lorivano, non  ostante  che  un  largp  lembo  di  Sole  fosse  ormai 
riparato  :  Uonde  ci  pareva  già  di  pofer  cQnclu4cre  che  dai 
bordi  del  Sol^  iumi  viene  che  un'  azione  chimica   debolissima, 
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tenendo  pure  cbe  la  quantità  dei   raggi  ejncssi    obliquamente 
dalla  superficie  solare  sia  eguale  a  quella  cbe  sarebbe  emessa 
normalmente  dalla  sua  proiezione,  conformemente  alla  nota  leg- 
ge del  calore  detta  de'coseni. 

AI  vedere  poi  cbe,  dopo  eclissate  le  parti  centrali,  i  tempi 
richiesti  pel  coloramento  delle  carte  crescevano  grandemente  al 
di  sopra  di  ogni  proporzione,  si  aggiungeva  alfargomento  una 
probabilità  sempre  maggiore.  Egli  é  vero  peraltro  che  queste 
osservazioni  dovean  essere  necessariamente  complicate  da  molte 
varie  influenze,  specialmente  igrometriche ,  e  calorìfiche  ,  sia 
dell'atmosfera  terrestre,  sia  delle  carte  stesse.  Neir  atmosfera 
si  sono  viste  apparire  delle  masse  piuttosto  scure  di  vapori, 
che  parevano  convergere  a  NO  ,  molto  somiglianti  agli  archi 
ombrosi  detti  raggi  crepuscolari  ,  che  soglion  vedersi  dopo  il 
tramonto.  Pu^  essere  che  queste  masse  vaporose  si  siano  rese 
distinte,  e  visibili  per  la  diminuzione  della  luce;  ma  è  par 
certo  che  la  diminuzione  del  calore  deve  aver  variate  le  con- 
dizioni igrometriche  dell'  aria.  Gli  esperimenti  fatti  prima  e 
dopo  dell'  eclisse  potranno  fornire  qualche  dato  per  valutare 
prossiniaqnente  questi  effetti,  e  l'influenza  della  maggiore  esten- 
sione di  atmosfera  terrestre  che  i  raggi  dovean  successivamen- 
te transitare.  Ecco  i  risultati  numerici  dei  nostri  esperimenti  : 
le  carte  esposte  hanno  raggiunta  la  tinta  presa  per  campione  a 


Ore 

or 

3 

or 

3.  r 

or 

3.22' 

3T3O' 

or 

3.40' 

or 

3.41' 

or 

4.  0' 

in 

14" 

12" 

14" 

15" 

17" 

20" 

28" 

Ore 
io 

or 

4.11' 

or 

4.20' 

45" 

or 

4.52 

25" 

or 

4.56' 
35" 

«r 

5.  8' 
30" 

0r 

5.22' 
36" 

42" 
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Ho  voluto  trascriverle  fedelmente  questi  numeri,  non  ostante 
qualche  apparente,  ma  non  grande  irregolarità  che  presentano, 
specialmente  nella  fine.  La  difficoltà  di  nna  vera  precisione  nell' 
esperienza,  e  le  ragioni  sopraindicate  mi  fanno  persuaso  che 
delle  irregolarità  doveano  necessariamente  risultare.  E  d'altron* 
de  pure  non  possiamo  negare  una  certa  fiducia  a  queste  no* 
stre  osservazioni,  pensando  che  le  carte  correvano  assai  velo* 
cernente  pei  varj  tuoni  delle  tinte,  e  che  gli  esperimenti  prò-* 
cedevano  con  tutte  le  possibili  precauzioni.  Desidero  però  che 
Ella,  appoggiandosi  al  calcolo  astronomico  almeno  approssimato 
della  grandezza  delle  falci  solari  nelle  ore  indicate ,  giudichi 
più  esattamente  del  valore  che  possono  avere  i  nostri  risulta- 
menti,  i  quali  potrà  pubblicare  liberamente,  se  fossero  di  qual- 
che importanza.  Sono  poi  ansiosissimo  di  conoscere  le  osser- 
vazioni fatte  da  lei. 

Voglio  infine  accennare  che  non  sembrami  difficile  di  spe- 
rimentare anche  artificialmente  ,  senza  aspettare  un  eclisse  , 
l'azione  chimica  e  calorifica  delle  diverse  parti  del  disco  so- 
lare; perchè  in  varj  modi  si  possono  ricevere  successivamente 
e  distintamente  i  raggi  provenienti  da  varj  punti  del  Inedesi- 
mo.  E  cosi  si  potrebbero  ripetere,  senza  il  disturbo  di  svariate 
influenze,  e  con  ogni  commodità,  molte  belle  esperienze  di  W. 
Herschel,  di  Malaguti  e  di  Melloni ,  applicandole  allo  studio 
sia  della  colorazione  chimica,  sia  della  termocrosi  dell'atmo- 
sfera solare. 
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SE  NEL  RAPPORTO  DELLE  TEMPERATURE  MEDIE 
UNA  STAGIONE  INFLUISCA  SULL'ANDAMENTO 
DELLA   SUCCESSIVA  ' 

NOTA 
01  VRASrCEftCO   PISTOLCM 


Per  rispóndere  al  suddetto  quesito  abbiano  compilato  l'ap- 
presso 




QUADRO  dette  temperùtufe  medie  delle  siagiani  ricórse  in 

Ginevra  tiel  Decennio  1836-1845;  destnue  daUe  medie 

delle  ore  omonime  9  di  cia$cun  giorno. 

TEMPERATURE  MEDIE 

1 

ii^^*Vl^^^.                                  -     ^ 

Medie 

Anni 

dei 

delle 

delle 

degli 

Annuali 

1836 

Verni 

Primavere 

Sute 

Autunni 

2%  18 

11%  73 

17%  35 

5%  19 

9%  il 

1837 

0%  92 

12%  02 

17%  13 

4%  28 

8%  58 

Ì838 

-0%  28 

11%  83 

17%  37 

5%  07 

8%  49 

1839 

1%  33 

12%  35 

16%  48 

7%  28 

9%  36 

1840 

0*,  93 

13%  63 

15%  97 

9%  95 

10",  12 

1841 

1%  44 

13%  09 

16%  46 

6%  97 

9%  49 

1842 

-0%  11 

13%  81 

16%  91 
16%  75 

3%  53 

8%  52 

1843 

3%  07 

11%  68 

3%  04 

8%  63 

1844 

1°,  54 

13%  «6 

16%  16 

4%  68 

9%  01 

1845 

0%  40 

12%  61 

16%  38 

6%  41 

8%  95 

Dal  Quadro  si  rileva  che  : 
al  verno  il  più  mite  3"",  07  succede  la  primavera  .  . 

al  più  rigido  — 0**,  28 

alla  primavera  la  più  alla  13'',  81  succede  la  state  . 

alla  più  bassa  11"",  68 


11%  68 
11%  83 
16%  91 

16%  75 
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alla  dtate  la  prù  calda  17'',  37  saccede  rautonoo  .  .       5*"^  07 

alla  più  fresca  15,**  97 9%  95 

all'autanno  il  più  alto  9,''  95  Sttccede  li  verno    .     .      l"",  44 

di  pi&  basco  3MM 1%  54 

I  sadddUi  appuDli  porUno  a  c&ftcluden  cbe  li  tempera- 
tara  media  di  una  stagione  non  ioflaisce  sairandamento  della 
temperatura  media  della  stagione  successiva. 

Indicammo  in  altro  luogo  (  Serie  di  verni  rigidi  e  di  verni 
miti,  come  di  state  calde  straordinariamente  e  di  state  fresche^  in- 
serita nel  Giornale  U  Cimento,  settembre,  e  ottobre  1846)  cbe 
ninna  influenza  hanno  i  verni  rigidi  e  i  miti  sulle  sopravve- 
nienti estate,  e  queste  sa  quelli,  giacché  alle  state  calde  non 
isolale  precedette  o  seguitò  un  egaal  numero  di  verni  rigidi, 
siccome  i  verni  miti  son  isolati  sono  stati  precedati  o  segui* 
tati  da  egual  nomerò  di  state  calde. 

Questi  fenomeni  di  temperatura  si  anormali  sono  intera* 
mente  dovuti  alPinflasso  delie  vicende  «Imosferiebe,  ed  ogna- 
BO  si  renderà  facilmente  ragione  dei  seguenti  gradi  dì  oseiU 
lariooe  che  nel  sammealovato  decennio  s'incontrano  Cra  la 
media  massima  e  la  media  minima  di  ciascuna  stagione  ^  sic- 
come delle  annate  intere. 

Oscillazione  fra  le  estate  •  ...  1^,  40 

fra  le  primavere  .  .  2°,  13 

fra  i  verni 3**,  35 

fra  gii  atitnoni  .  .  .  G*",  91 

fra  gili  anni 1%  63 

Le  state  dunque  sono  fra  loro  le  stagioni  più  somiglianli, 
indi  vengono  le  primavere:  le  differenze  Ira  i  verni  derivano 
dalle  varie  copie  delle  nevi  e  dei  ghiacci  ;  e  se  gli  autanni 
sono  fra  loro  ì  più  dissimili  ,  ciò  deve  aAtribuirsì  alle  varia- 
bili quantità  delle  cosi  dette  pioggie  autunnali,  le  quali,  |>tù 
delle  nevi  e  dei  diacci,  vagliono  a  modificare  la  iemperatllra 
della  terra  e  degli  attigui  strali  atmosferici.  Finalmente  Tesi- 
gaa  differenza  fra  le  temperature  uaedie  delle  amiate  accenna 
tutta  Tentità  della  periodica  snOueuza  termica  del  sarie. 
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OSSERVAZIONI 
DEL  PROV.  «ALLO 
E  0E1  DOTTORI  RIGHETTI    E    B.  BIA9OLETT0 

NELL'  ECLISSE  SOLARE    DEL  28  LUGLIO  18»1 

LETTERA 
AL    COMPILATORE 


Gbiarìssimo  Sìg.  Professore 

Trieste  3  agosto  1851. 

Per  contribuire,  nei  miglior  modo  che  per  me  si  poteva  , 
alla  risoluzione  della  questione  promossa  dal  Ghiariss.  Sig.  A. 
Secchi,  direttor  di  cotesta  Specola^  nel  fascicolo  di  giugno  di 
questi  Annali,  pag.  306,  cioè  quella  di  valersi  dei  brevi  mo- 
menti dell'  eclisse  solare  del  28  luglio,  onde  indagare  se  il  So- 
le abbia  o  no  una  atmosfera,  che  assorba  parte  dei  raggi  che 
emanano  dal  nucleo  infiammato  ,  mi  sono  associato  agli  abili 
fisici  dottor  Giovanni  Righetti  e  dottor  B.  Amadeo  Biasoletto, 
e,  approfittando  delle  circostanze  fa?orevolissime  sotto  le  quali 
appar?e  qui  in  Trieste  l'aspettato  fenomeno  ,  raccolsi  la  serie 
di  osservazioni  che,  unitamente  alle  carte  fotogeniche  esposte 
durante  Fedisse  ,  con  la  presento  le  accompagno. 

Pare  a  noi,  che  siffatte  osservazioni  dimostrino  : 

1.°  Ghe  l'eclisse  cominciò  a  3*  23*"  5'.  8  del  tempo  me- 
dio di  Trieste,  raggiunse  il  suo  massimo ,  di  10  digiti ,  a  4^ 
27'«  1%  3,  e  terminò  a  5*  24^^,  43',  3; 

2.^  Ghe  le  strìe  orizzontali  e  verticali  dello  spettro  solare 
scemarono  d'intensità  col  progredire  dell'  eclisse ,  e  presenta- 
rono nel  massimo  oscuramento  il  singoiar  fenomeno  di  una  sen-^* 
sibilo  ondulazione  obbliqua  dal  color  rosso  al  giallo  e  dal  verde 
al  violetto; 

3.^  Ghe  le  intensità  chimiche  dei  raggi  solari  sono  in  ra-» 
gione  diretta  deiroccultamento,  o  inversa  dei  tempi  ; 

4.''  Ghe  la  marcia  dei  termometri  bianco  ed  annerito  prò- 
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gredi  coi^  tale  ana  legge,  che,  paragonata  con  le  aree  Incide 
del  Sole,  porta  alla  conseguenza,  che  le  parti  centrali  di  que- 
st'astro hanno  maggior  forza    calorifica  di  quelle   vicine   agli 
orli. 

Lo  circostanze  proprie  nelle  quali  codeste  indagini  furono 
institaite,  l'eccellenza  degli  apparati  che  servirono  alle  mede- 
sime, e  le  diligenze  da  me  adoperate  nella  verificazione  degli 
strumenti  prima  e  dopo  dell'eclisse,  onde  sottrarre  le  osserva- 
zioni all'influenza  di  cause  estranee  al  fenomeno ,  sono  altret- 
tanti motivi  che  mi  fanno  sperar  di  aver  fatto  qualche  cosa 
di  utile  per  la  scienza. 

Aggradisca,  illustre  Sig.  Professore  ,  le  assicurazioni  della 
stima  con  la  quale  <lio  l'onore  di  protestarmi 
Di  lei 

Devmo  obbmo  servo 

PnOF.    DOTT.    V.    GALLC 

I. 

Osservazioni  astronomiche  e  termometriche. 


Tempo  medio 
di  Trieste 


3*  23"  5'.  8 
26  0.  8 
29  41.  8 
32  50.  3 
35  25.  8 
40  48.  8 
50  36.  8 
56  38.  8 

55. 

14. 


3 

8 


3 
12 
15  39.  8 
20  41.  8 
27  1.  3 


Digiti 

di 
occulta- 
zione 


0 
i 
1 

li 
2 
3 
5 
6 
7 
8 
9 


10 


Tempo  medio 
di  Trieste 


4*  38'"47'.  8 
42  10.  8 
48  11.  8 
53  11.  8 
58  41.  8 

<  4  15.  8 
10  5.  8 
14  21.  3 
16  27.  3 
19  10.  8 
22  15.  3 
24  43.  3 


9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
li 


1 
0 


L 
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TKRMOMEtRI   OTTANTIGAARI 

Differenza  fra 

Tempo  medio 

^ 

a  Term.  2**% 

di 

1." 

2." 

3."    e    4" 

e  la  media 

Trieste 

Term. 

Term. 

Term. 

dei  Termom. 

2*  53- 

normale 
27».  00 

bianco 
25.»  00 

anneriti 
29*.  12  media 

Z"  e  4'* 

4».  12 

3    20 

26.  75 

24.  75 

29.  29     » 

4.  54 

30 

28.  23 

25.  75 

31.  00     » 

5.  25 

40 

27.  50 

25.  .33 

29.  87    » 

4.  54 

50 

26.  50 

24.  50 

28.  37    » 

3.  87 

4      0 

25.  00 

23.  50 

27.  00    » 

3.  50 

10 

24.  00 

23.  25 

25.  00    » 

1.  75 

20 

22.  50 

21.  50 

23.  00    » 

1.  50 

30 

21.  75 

21.  00 

22.  00    » 

1.  00 

40 

22.  00 

21.  33 

23.  00    » 

1.  67 

50 

24.  00 

22.  00 

25.  41     » 

3.  41 

5      0 

26.  00 

23.  33 

27.  25     » 

3.  92 

10 

27.  00 

23.  75 

27.  75     » 

4.  00 

20 

27.  00 

24.  50 

29.  12    » 

4.  62 

5    44 

26.  00 

22.  00 

26.  66    » 

4.  66 

Le  osservazioni  furono  fatte  col  cronometro  n.*  1548  di 
Charles  Frodschan  re|[olato  sul  tempo  medio  di  Greenwich.  — 
Stato  assolato  del  cronontetro  h-  2**,  marcia  diurna -H  2',  ^|,„. 

Il  cronometrò  fu  regolato  il  giorno  24  luglio,  e  per  conse- 
guenza la  sua  marcia  deve  esser  contala  per  4  soli  giorni. 

Il  barometro  durante  1'  eclisse  si  mantenne  all'  altezza  di 
28^.  1'. 

I  teitnometri  furono  esposti  al  Sole  un'  ora  prima  dell'  e- 
clìssci  isolati  e  intonacati. 

Le  temperature  sono  corrette  dell'errore  relativo  degli  stru- 
menti, puragonafi  col  termometro  normale  >  e  fra  lofo  prima 
dell'eclisee. 
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li. 

Esperienze  fotografiche  del  Dottor  B.  A.  Biatoletto. 


j  V   .»  a  \  .  i. 


lì^M 


Preparazione 


A  M 


lÉm 


Carta  fotogenica  di 
CansoDyla  gialla  pre- 
parata con  una  solil- 
«ione  satura  di  bi- 
cromato di  potassa) 
la  lilla  mediante  il 
cloruro  d' argento  , 
formato  da  una  so- 
luzione di  sale  iha- 
rìno  (7|  gradi  in 
un'  oncia  di  acqua 
distillata  )  e  da  oua 
di  nitrato  d'argento 
(30  grani  di  ultimato 
d'argetito  fusi  in  uti 
oncia  di  acqua  di- 
stillata). 


ca 

0 


o 

a 
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lÉi^ÉÉÉÉ 


Cd 

d 

ce  0 

-g 
s  o 

4)  'V 


SS 

a 


I 


II 


III 


Tempo  medio 
di  Trieste 


) 

f 


2*  8"  15' 
13  30 
20  45 


) 


3*  56»  38* 

58  10 

59  35 


é^t^àamm 


I 


IV  \ 


. 


4*  14'"  30* 
il  0 
20  45 


4*  28"  40* 


1 

2 
3 


1 
3 


1 

2 
3 


15* 
30* 
45' 


15' 
30* 
45' 


d^ 


15' 
30' 
45' 


45" 


^^a 


III. 

Osservazioni  suUe  strie  delio  spettro  solare 
fiUtt  dal  Dottor  Giotfanni  Righetti. 

Ié  tifaa  caaiera  oscura  della  fbrtlià  e  dimensioni  riportate 
velia  6g.  1  disposi  In  ef  una  lafcnina  di  dàgu^rotipo  con  fes- 
sura tougitttiiHalé  lérga  'I3  di  millimetrò,  alta  5  centimetri  , 
<é  iflédiahtié  nti  élt^lstàtn  s  inàhtettni  costantetneiite  su  di  essa 
la  Itiéi^  diì^Ottà  d^l  Sdé.  Itéfi^nsi  il  raggio  Incido,  che  entrata 


(  40^  ) 
nella  camera  oscura  mediante  l'angolo  ottuso  di  un  prisma  len- 
ticolare;  e  nei  fuoco  di  questo  prisma,  rappresentato  da  un  cir- 
coletto luminoso  leggermente  tinto  al  margine,  collocai  verti- 
calmente un  secondo  prisma  lenticolare  kj  eguale  al  primo,  in 
modo  che  il  raggio  lucido  cadeva  sulla  sua  faccia  convessa,  e 
usciva  refratto  per  la  faccia  piana  maggiore.  Raccolta  la  luce 
sopra  un  piano  bianco  verticale  ,  mi  presentò  costantemente 
bellissimo  lo  spettro  solare  con  numerose  strie  orizzontali  vi- 
sibilissime, e  bene  distinte. 

Le  principali  strie  orizzontali  rilevate  a  3^  i"*  del  tempo 
medio  di  Trieste,  a  3^  42^"  ed  a  4^  S'^  mi  somministrarono  le 
apparenze  riportate  nelle  figure  3'^,  4'^,  5'^. 

Al  diminuire  della  luce  solare,  le  strie  diminuirono  d' in- 
tensità e  di  precisione,  cosicché  a  6  digiti  di  occultazione  quel- 
le che  prima  deircclisse  formavano  un  fascio  ben  distinto  ap- 
parvero sotto  la  forma  di  macchie  sfumate,  le  nere  ed  isolate 
divennero  più  deboli  e  quasi  di  mezza  tinta. 

A  8  digiti  lo  spettro  si  indeboli,  e  le  strie  si  fecero  appe- 
na percettibili;  e  si  mantennero  di  questa  apparenza  fino  al 
ritorno  degli  8  digiti.  A  sei  digiti  rinvigorirono  ,  e  poi  rapi- 
damente riacquistarono  lo  stato  di  naturale  loro  precisione. 

Finché  Toccultazione  fu  maggiore  di  6  digiti,  vale  a  dire 
finché  le  strie  apparvero  deboli,  osservai  una  leggiera  ondu- 
lazione nei  colori  dello  spettro,  constatata  dalle  osservazioni 
del  Prof.  Gallo  e  del  Dottor  Biasoletto,  senza  che  per  questo 
né  i  margini  dello  spettro  né  le  strie  si  muovessero.  La  quale 
ondulazione,  sensibilissima  nel  confine  del  verde  col  blu,  pareva 
dipartirsi  da  un  punto  e  propagarsi  sullo  spettro,  attraversan- 
dolo diagonalmente  con  intermittenze. 

Facendo  refrangere  la  luce  per  Tangolo  retto  0  (fig.  2)  del 
prisma  A,  e  tenendo  costanti  le  altre  condizioni ,  applicai  alla 
faccia  piana  di  quest'angolo  una  lente  di  8  centimetri  di  di- 
stanza focale  ,  e  con  questo  artificio  ottenni  sopra  un  piaao 
bianco  verticale  l  (fig.  1)  le  strie  verticali,  le  quali  presenta- 
rono a  me,  al  Prof.  Gallo,  ed  al  Dottor  Biasoletto  fenomeni 
identici  a  quelli  che  si  sono  osservati  sulle  strie^  orizzontali. 
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SULL'ECLISSE  DEL  28  LUGLIO  1851 

LETTERA 

DEL  r.  «AETANO   AIVGELOIVl 

delle  Scuole  Pie 
AL    COiaPILATORE 


Stimatissimo  Sig.  Professore 

Siena  lO  Agosto  185L 

Le  invio  i  risultamenti  delle  osservazioni  e  delle  esperienze 
fatte  in  questo  collegio  nel  tempo  delTecIisse.  Per  le  osserva- 
zioni termometriche  mi  sono  servito  del  termometro  differen- 
ziale a  palla  annerita,  di  un  termometro  a  mercurio  e  di  una 
pila  termo-elettrica.  Le  esperienze  sulla  luce  sono  state  insti- 
tuite  con  le  carte  fotografiche  tenendole  esposte  ai  raggi  so- 
lari per  diversi  tempi,  cioè  per  2"^  4"  e  per  5",  lU",  15"  e 
così  fino  a  50''.  Dal  confronto  delle  tinte  ottenute  da  più  di 
250  carte  ho  dedotto  V  intensità  della  luce ,  avendo  ammesso 
che  le  intensità  stiano  inversamente  ai  tempi  necessarii  per  ot- 
tenere tinte  eguali.  Ho  cercato  di  far  tutto  con  la  massima 
precisione  possibile  ,  ciò  non  ostante  i  risultamenti  mostrano 
che  i  raggi  calorifici  e  luminosi  sono  sottoposti  a  delle  modi- 
ficazioni per  lo  stato  diverso  deiratmosfera,  sebbene  in  appa- 
renza chiara  e  limpida. 

In  questo  lavoro  sono  stato  coadiuvato  dal  mio  collega  P. 
Everardo  Micheli,  e  da  tre  dei  mici  scolari  marchese  Camillo 
Laurenti  di  Grottamare,  Eugenio  Cocchetti  di  Brescia,  e  Cano- 
nico Eugenio  Cinughi  di  Siena. 
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PROSPETTO  DELLE  OSSERVAZIONI 


•2 


a. 


S"-  0' 
3"'  10' 

3»' 30* 

8-  40' 

S'-^SO' 

4»'^  C 
4<.rio' 

4«r  20' 
4-  30' 
4»'40' 
4-  50' 
5-"^  0' 
5-"- 10' 
5"  20' 


1^ 

S  §  s: 

w    S    9» 


34 

31,5 

29,5 

27 

24,5 

20 

18 

16 

16 

19 

20,5 

26 

30,5 

28 

31 


1 


•« 


42 

40 

38 

37 

35,5 

32 

30 

28 

28 

29 

30,5 

32 

33 

32 

32,5 


I 
II 

n 


72 
71 

68 
67 
64 
50 
35 
30 
32 
48 
50 
65 
63 
60 
61 


1,00 
0,92 
1,02 
1,00 
0,81 

0,54 
0,38 
0,21 
0,22 
0,36 
0,55 
0,60 
0,67 
0,59 
0,53 


Stato  dell'atmosfera 


Alle  ore  3  in  basso 
spirava  un  leggero  tra- 
montaiio  greco,  andò 
crescendo,  ma  di  pooo 
insioo  alle  3'''^  9  30^ 
quindi  scemò  insipo 
dopo  le  4;  alle  4  e  10 
il  vento  si  fece  assai 
sensìbile,  .e  darò  per 
latto  il  tempo    dellf 

(osservazioni.  Il  cielo 
era  sereno,  e  solo  ap- 
parvero alcuni  navo- 
letti  nell'orizzonte  dal- 
la parte  di  pooeate^ 
quali  girarono  a  poco 
a  poco  verso  levante  , 
lasciando  sempre  puro 
il  cielo  ove  era  il  Sole. 
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■i    X     .r  13: 


NOTIZIE  ASTRONOMiGH£ 


BìamfUi  dd  fianeta  IreiMy  scoperto  da  Si^,  Hind  «219  moggio 
e  dal  Stg,  De  Gasparù  U  24  dello  tteseo  meee. 

Gli  elementi  seguenti  sono  del  sìg.  R.  C.  Garrington  astro- 
nomo a  Dorham;  sono  calcolati  col  metodo  di  Gauss  fino  alla 
seconda  approssimazione  di  P  e  Q. 

1851.  Giugno  1.0^  long,  media  M  =  227"  43'  36'\66  jEquin. 
Lmgtndine  del  perielio  d^  =  l&O  42  49.  74  (medio 
Long,  del  nodo  ascend.  N=   87     2  39.  04  'Gen.  0 

Inclinazione I  =     9    0  18.  20 

Angolo  di  Eccentricità    7  =     9  28  10.  80 
Moto  medio  diurno  .  .  jx  =  858",  1956 

ConfrofUo  dd  calcolo  coWotservazione 

Errori  residui  :       Calcolo  —  Osservazione 
AB.    —  0'.  55  ^.  0-.  55        -H  0-.  43 

D.  P.  N.  -h  1".  17  +  1".  05        -f-  0"-  92 

Coordinate  eliocentriche  (u  =  anom,  eccentrica) 

X  =  [0.4055744J  sen(u  -4-  270**  40'  3",98)-h  0.4185795 
y  =  [0.3670459]  sen(ti  -4-  184  42  30,  08)  h-  0.0314439 
z  =  [0.0390821]  sen(u  -f-  161      1  46,  50)  —  0.0585202 

Elementi  della  cometa  di  D'Arbest^  scoperta  nel  28  Giugno 
a  Lipsia  nella  costellazione  de'Pesei, 

La  debolezza  di  questa  cometa  ha  permesso  poche  osser- 
Tazioni:  i  seguenti  sono  i  suoi  elementi  parabolici  calcolati 
dal  suo  scopritore. 

Passaggio  al  perielio  1851  luglio  6^  35816 

Tempo  medio  di  Berlino 

Longit  del  perielio  .  .  .  324""  55'  59'^8  )  .Equinozio 
Longit.  del  nodo  ascend.  152    41  33.  2  >  apparente 

Inclinazione 14    43  38.  8 

Log.  q.  .... 0.  0897427 

Moto  diretto 
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Essa  va  alloatanandosi  dalla  terra  coiìtiouamentc^  e  la  sua  lu- 
ce sempre  più  indebolendosi. 

Altro  nuovo  Pianeta,  —  Il  Sig.,  De  Gasparis  ba  scoperto 
nella  costellazione  del  Sagittario  un  nuovo  pianeta  il  giorno 
29  p.  p.  luglio,  e  questo  è  il  quinto  da  esso  trovato.  Nel  te- 
lescopio di  Gauchoix  ba  Tapparenza  di. una  stella  di  9*^  gran- 
dezza alquanto  nebbiosa.  Eccone  alcune  osservazioni  fatte  air 
osservatorio  del  Coli.  Romano. 


1851 
Agosto 

T.  m.  ai 
Roma 

AR.  app. 

Deci.  app. 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

9*12-16',  5 

7  53,  4 

3  31,  9 

8  59  12,  4 

54  54,  2 

50  37,  9, 

46  23,  4 

18*  11"  21',  34 

10  54,  05 

10  28,  38 

10   4,  70 

9  42,  37 

9  21,  94 

9   3,  23 

—  25"  28' 58",  4 
24  32,  1 
20  4,  5 
15  39,  7 
11  14,  2 

6  56,  1  ? 

2  33,  .1 

Altra  nuova  cometa.  —  Nella  notte  del  1  agosto  il  Sig.  Bror- 
sen  ha  scoperto  nella  costellazione  dei  Levrieri  una  piccola  co- 
meta telescopica,  di  cui  ecco  le  posizioni: 

l.«  Osserv.  Brorsen  1  agosto  1851 
Tempo  medio  di  Senftenberg 

Tm.  13*9-2^.4.  AR.Com.=13'^54'«58'43  Decl.Com.=3r27'r.3 

2.^  Osserv.  Riimker  4  agosto  T.  m.  di  Amburgo 

Tm.    Iin6'"12'  AR.Com.=13*59«58'.56  Deci.  Com.=r32M8'20"3 

3.^  Osserv.  Coli.  Romano  Tempo  medio  di  Roma. 

15  Ag.'  8M9'"16'  AR.Com.=14*59'"58'.56  Decl.Com.=3T^'14".3 
17  Ag."  8  43  32  14  25  54.  97  -+-38  49  56.  2 

Queste  ultime  sere  la  cometa  era  abbastanza  viva,  e  avea  un 
punto  più  lucido  del  resto  a  cui  si  collimò  nelle  osservazioni. 

Osservat.  Coli.  Rom.  18  agosto  1851. 

A.S. 
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SULLA  DEVL\ZI01NE  DEL  PENDOLO 

ARTICOLO 

DEL  COiiinEND.  FR.  LODOVICO  CICCOLINt^ 

già  Professore,  e  Direttore 
del  PoDtifiGÌo  Osservatorio  Astronomico  di  Bologna 

INDIRIZZATO 
AL    COMPILATORE 

Fra  i  problemi  che  l'esperimento  Foucault  presenta  da  ri- 
solvere, qaelto  principalmente  di  trovare  il  tempo  impiegato 
dal  piano  di  oscillazione  del  pendolo  per  descrivere  an  angolo 
azimuttale  qualunque  per  qualsivoglia  latitudine  ,  fu  rorigine 
di  questo  breve  scritto,  il  quale  divìderò  in  due  paragrafi,  nel 
primo  tratterò  dei  due  seguenti  problemi,  cioè 

1.®  Determinare  la  quantità  delPangoIo  azimuttale  dal  pia- 
no di  oscillazione  descritto  in  24  ore  di  tempo  sidereo  per 
qualsivoglia  latitudine. 

2.^  Determinare  quanto  tempo  sidereo  si  ricbiegga  perché 
il  piano  suddetto  percorra  lo  intero  giro  deirorizzonte. 

Nel  secondo  paragrafo  parlerò  sulla  deviazione  del  pendolo. 

11  Chiariss.  Padre  Secchi  astronomo  del  Collegio  Romano, 
nel  ragguaglio  che  pubblicò  dcircsperimento  da  lui  fatto  nella 
bella  chiesa  di  S.  Ignazio  (*)  dette  già  per  Roma  la  soluzione 
del  detto  secondo  problema,  ed  alla  pagina  239  degli  Annali 
delle  scienze  matematiche  (^*)  compilati  dal  Signor  Professore 
D.  Rarnaba  Tortolini  confrontò  le  sue  osservazioni  coi  risulta^ 
menti  del  calcolo,  e  ne  dedusse  essere  regolare  ,  e  prossima- 
mente corrispondente  l'apparente  deviazione  del  pendolo  cogli 
intervalli  di  tempo  tra  diverse  sue  osservazioni. 

(*)  Dietro  cortese  invito  da  lui  fattomi  mi  recai  a  vedere  questo 
esperimento  eseguito  il  7  maggio  passato,  che  riuscì  perfettamente  ,  e 
taoto  erasi  da  aspettare  dal  valente  astronomo^  che  lo  diresse  in  ogni 
sua  parte  colla  massima  intelligenza. 

(**]  Fascicolo  di  maggio  1851. 

annali  di  Scienze  Mai.  e  Fis.  T.  II.  agosto  1851.   .  24 
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Mi  è  sembrato  pertanto  che  due  tavole  contenenti  separa- 
tamente  per  ogni  latitudine  la  soluzione  di  questi  due  proble- 
mi, potessero  essere  di  qualche  utilità  sia  per  confronti ,  che 
occorresse  di  fare  colle  osservazioni ,  sia  per  soddisfare  alla 
mera  curiosità  di  chiunque  desiderasse  conoscere  il  tempo  si- 
dereo impiegato  dal  pendolo  per  deviare ,  e  descrivere  la  in- 
tera circonferenza  deirofiizonte. 

Per  la  qnal  cosa  ne  ho  io  intrapreso,  e  fatto  il  calcolo,  nel 
quale  prevengo  il  lettore  ,che  le  latitudini  le  quali  alle  tavole 
servono  di  argomento  sono  geografiche.  Chi  volesse  però  fare 

UM  delle  geocentriche  dovrà  dimiùairle  della  quantità  — ^tang.L 

nella  quale  espressione  a,  b,  sono  Tasse  maggiore,  e  l'asse  mi- 
nore dello  sferoide  terrestre,  ed  L  latitudine  geografica. 

Per  il  yalore  della  velocità  V  ho  impiegato  24  ore  sideree 
come  i  due  miei  problemi  richiedevano. 

Per  calcolare  le  due  tavole  mi  sono  valuto  delle  due  for- 
mole  seguenti,  nelle  quali  la  lettera  a  è  il  logaritmo  del  va- 
lore  del  tempo  sidereo  dal  calcolo  ottenuto  per  la  soluzione 
del  primo  problema,  ed  A  quello  del  secondo  problema. 

Pormoia  1.^  log.  a=  log.  24  +  log.  sen.  lat. 

Formola  2.«  log.  A  =  2  log.  24  —  log.  a  . 
Delie  quali  la  prima  é  la  già  conosciuta,  ed  espressa  da 

V  seb.  lat  tszìi , 
e  l'altra  non  ò  che  la  conseguenza  di  lei,  essendo 

24or 

a  :  24^'^:  :  24'''^  : =  A. 

a 

Sé  non  che  mi  sono  valuto  calcolando  dei  logaritmi.  Ho  sti* 
malo  sufficiente  pei  valori  ottenuti  dalle  formole  di  esprimerli 
nelle  tavole  in  ore,  e  centesimi  di  ore,  risto  che  Terrore  sia 
in  più  sia  in  meno  non  poteva  mai  superare  18",  tenendo  conto 
delle  millesime  si  sarebbe  esso  errdre  ridotto  ad  1",8  :  ma  i 
confronti  occorrenti  da  farsi  colle  osservazioni  non  dimanda- 
vano certamente  tanta  esattezza. 

Alle  due  tavole  ne  ho  agginnta  una  terza  per  convertire  a 
vista  le  dette  centesime  in  minuti,  e  secondi. 
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SOPRA  L'ECLISSE  DEL  SOLE  OSSERVATO  A  MODENA 

il  dì  28  Luglio  del  1851. 

NOTA 

DEL  6I€^.   PROF.  GIUSEPPE  BlAlìlCHI 

Un  oscnramento  del  maggior  laminare,  quantunque  non  to- 
tale né  anulare  ,  però  di  notevoi  grandezza  ,  e  che    avvenga 
iu  un  limpido  ciclo  ad  alto  e  pieno  giorno,  é  pur  sempre  uno 
spettacolo  il  più  magnifico  ed  imponente  !  Ma  per  provarne  le 
sublimi  emozioni   e  goderne  le  visibili  specialità  ed  apparenze 
è  d'  uopo  che  lo  spettatore   filosofo  sia  collocato  in   aperta  e 
spaziosa  campagna,  o  sopra  una  torre  o  in  elevalo  suolo»  don- 
de aprasi  allo  sguardo  un'ampio  orizzonte,  e  si  domini  I  atmo- 
sfera da  ogni  lato.  Per  chi  trovisi  rinchiuso  in  una  stanza  o 
fra  le  case  ed  altri  oggetti  non  lontani  di  pubblica  via  ,  allo 
scemare  della  luce  diurna  ,  sensibilmente  si  ma  non  in  grado 
estremo,  Tattcnzione  quasi  non  è  colpita  e  il  fenomeno  potreb- 
be passar  eziandio  per  taluno  inosservato,  avvezzi  come  siamo 
alle  vicenda  e  mutazioni  continue   della  solare  illuminazione 
per  sopravvenienza  di  nubi  o  per  altre  accidentalità,  e  ristretta 
in  vista  in  angusta  scena  di  oggetti  circostanti.  Non   così  è  a 
dire  per  chi  si  vede  spiegalo  innanzi  in  tutta  la  sua  ampiezza 
il  teatro  della  Natura,  e  in  questo  reffetto  di  un  bello  e  gran- 
de eclisse  del  Sole  riesce  in  guisa  variato  dall'ordinario  aspet- 
to delle  cose  che  è  forza  sentirsene    compresi    di   una  specie 
parlicoìare  dì  maraviglia  e  piacere    inusitato.    Tale  é   riuscito 
per  me  Peclisse  parziale   del  Sole  ;  avveratosi  il  28  delio  spi- 
rato luglio,  che   osservai  dall'alto  della  specola,  e  sul  quale  in- 
tendo di  trattenermi  ,  esponendone  da  prima  le  avvertite  più 
esteriori  apparenze  ,  dipoi  riferendone   le  fisiche   osservazioni 
che  ho  potuto  raccogliere,  e  infine  presentando  le  quantità  os- 
servate e  misurate  dal  fenomeno  celeste. 

Nel  detto  giorno  deireclisse  il  cielo  fu  costantemente  se* 
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reno  e  purissimo  fino  ali'oruzonle^  e  al  segno  di  ben  òssecTar- 
«e  coi  cannocchiali  i^  stalle  meridiano  diurne,  e  la  miniala  ai'«' 
teeia  di  «  cocchiere  nel  suo  passaggio  meridiano  inferiore.  €or 
minciato  di  poco  V  eclisse  e  avaneandosi  rapidameole  per  noi 
la  penombra  lunare^  scorgetesi  la  luce  riflessa  dell'ampia  sot- 
toposta pianura  gredo  grado  illanguidire ,  e  sembrar  iripta  iti 
un  modo  ehe  non  saprei  a  qoal  altro  assomigliare,  se  non  fosse 
a  quello  che  mi  avvenne  di  rimarcare  in  un  seivaggio  vallone 
d«gli  Appennini  al  primo  spuntarvi  dell'alba ,  e  ai  discendere 
che  io  Aiceva  dalia  seminila  del  Gimone.  Qnest*eflÌBtlo  di  nna 
pallida  luce  solare  sui  generis  è  notevolissimo  in  un  vasto  qua- 
dro e  sopra  grandi  mastri  di  oggetti  differenti  che  la  riflettono, 
quali  sono  la  difesa  dei  tetti  agglomerati  della  sottoposta  cit- 
tà, le  praterie  del  suburbio  ,  i  campi  che  successivamente  se 
ne  allargano  ed  allontanano,  i  gruppi  delle  varie  piante  a  bo- 
schi  o  a  giardini,  le  sparse  case,  e  i  paesi,  ed  i  monti  in  mag- 
giore o  minore  distanza.  Della  quale  straordiniiria  sensazione 
laminosa  io  mi  renderei  ragione  eoH'avvertire  appunto  l'impres- 
sione che  deve  produrre  il  rapido  passaggio  e  confronto  dalla 
piena  e  lieta  luce  del  sole  alla  residua  e  morta  parte  di  essa 
continuamente  diminuita  sopra  una  moltitudine  di  oggetti  che 
variamente  la  ripercuotono  e  a  vicenda  fra  loro  se  la  riman- 
dano. Evvi  in  fatto  diversità  dall'  ombra  diurna  di  un  eorpo 
opaco,  picciolo  vicino  e  interposto  fra  noi  e  il  soie  ,  cjhe  non 
impedisce  menomamente  1*  irradiazioue  ,  e  i  riflessi  degli  altri 
corpi  ciroostanli,  e  la  simil  penombra  di  un  corpo ,  grande  e 
lontano  qual  é  la  luna,  che  interponendosi  fra  il  Sole  e  noi  si 
projetta  pressoodié  istantapearacnte  sopra  tutto  il  nostro  oriz- 
zonte, e  ne  scema  i  riverberi  da  ogni  punto.  Pere  movendosi 
tale  penombra  ceieremente  dalloccaso  verso  roricn(e  io  notava 
in  realità  una  sensibile  diSerenza  dainiiominazione  pia  debole 
e  fosca  delia  parte  occidentale  deil'  prizrante  rispetto  i|lta  si- 
nMiltanea  della  parte  orientale.  M«i  i|n  cotal  fanomeno  di  vi- 
sione reiidevasi  anche  più  cospicuo ,  ed  è  staio  avvertilo  da 
faanti  divfdovan  meoo  l'osservazipue,  gnardando  inUnroo  all*atr 
Biosfera  che  totdtmcftte  serena ,  dal  s^io  l>el    colore   cilestro , 
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chiaro  e  (raspacente  innanzi  l'eclisse,  avanzandosi  loscurazione 
divenne  di  un  blea  cupo  e  quasi  nero,  soprallullo  in  allo  verso 
il  Nord-Ovest  come  se  quivi  fossero  addensate  grosse  nabi, 
mentre  neppur  v'era  lieve  nebbia;  indizio  dei  riflessi  laminosi 
ivi  maggiormente  diminuiti ,  e  del  passaggio  in  quella  plaga 
della,  più  forte  penombra  lunare.  A  qoal  proposito  mi  risov- 
viene il  simile  e  più  stupendo  fenomeno  che  vidi  nel  famoso 
eclisse  deirS  luglio  1842,  e  fu  dell'ombra  totale  che  attraver- 
sando ritalia  più  alta  o  settentrionale,  e  a  me  quindi  non  lon- 
tana, mi  apparve  discorrere  qual  fosco  e  rapido  nembo  l'at- 
mosfera verso  borea.  Questa  volta  però  l'eclisse  non  avendoci 
tolto  al  massimo  che  due  terzi  circa  della  superficie  radiante, 
ossia  del  disco  solare^  il  maggiore  infoscamenlo  dell'aria  non 
ci  ha  permesso  di  veder  brillare  alcuna  stella  né  Giove,  nò 
Venere  ad  occhio  disarmato,  e  solo  avendo  io  osservato  al  can> 
nocchiale  del  circolo  la  polare  che  passava  pel  meridiano  in- 
feriore poco  dopo  la  massima  oscurazione,  giudicai  che  la  stella 
vi  risplendeva  come  al  tramonto  del  sole,  o  in  su  l'imbrunire 
primo  della  sera. 

Certo  che  un  eclisse,  anche  parziale  ma  considerevoi  di  sole 
desta  un  senso  o  istinto  di  dubbiezza  e  timore  nella  natura 
animata»  Il  popol  minuto  degli  uccelli,  come  le  passere,  al  for- 
marsi e  crescere  dell'  oscurità  ^  dall'  aria  aperta  ricoveraronsi 
sotto  i  tetti  o  tra'l  folto  de'rami  ne'boschetti,  quasi  come  all'ap- 
pressar della  notte,  e  ne  movevano  il  consueto  loro  cicaleccio. 
Da  perecchie  persone  sono  stati  osservati  gli  uccelli  di  rapi- 
na, ed  io  medesimo  ne  ho  veduto  due  o  tre,  falchi  e  gufi,  sbu- 
care dai  loro  covigli,  e  fuggir  irrequieti  e  spaventati,  sospet- 
tosi per  avventura  di  loro  eccidio  al  mancar  insolilo  della  lu- 
ce. Tanto  questi  voraci  animali,  il  falco  comune  ,  che  Icvansi 
ad  alte  regioni,  e  vi  si  liberan  lottando  col  turbine  e  la  bufe- 
ra, trepidi  si  mostrano  e  paurosi  a  un  eclisse  di  Sole.  Gonvien 
dire,  che  all'inatteso  deliquio  del  grande  astro  l'istinto  animale 
se  ne  tema  sorpreso  e  raggiunto  dal  suo  momento  supremo.  E 
in  generale  alla  minaccia  di  perdere  il  suo  monarca  pare  che 
la  fisica  natura  se  ne  agiti  paventando  tenebre,  caos  e  morte. 
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Ora  dirò  di  alcooc  sperienze  fisiche  dorante  Indisse.  Ali* 
uopo  di  conoscere. le  temperatare  dell'aria  successivamente  pe- 
netrata e  percorsa  dalla  penombra  lunare,  e  somministrarne  i 
dati  per  risolverne  importanti  e  curiose  questioni  recentemen- 
te promosse  dall'astronomo  di  Parigi  Sig.  Faye  in  una  sua  Me- 
moria letta  all'Accademia  delle  Scienze,  ho  profittato  di  un  ec- 
cellente termometro  campione  di  M.  Faslrè,  costrutto  a  Parigi 
e  venutoci  colla  superba  collezione   di  macchine  e  tipi   inser- 
vienti al  sistema  metrico  dei  pesi  e  delle  misure.  Tale  termo- 
metro a  mercurio,  divìso  immediatamente  sul  vetro  del  tubo 
alla  macchina  con  divisione  o  scala  arbitraria,  e  fornito  di  un 
lungo  e  capace  bulbo  cilìndrico  ripieno  del  liquido  metallo,  e 
che  io  feci  in  questa  occasione  ricoprir  o  inverniciar  estema- 
mente  con  nero  di  fumo  per  meglio  raccoglierne  il  calore  dei 
raggi  solari,  a  cui  l'esposi  direttamente,  e  normalmente  per  1' 
asse  di  lunghezza  del  tubo,  libero  da  ogni  custodia  ,  sospen- 
dendob  inclinato  per  tre  fili  affissi  ne' muri.  Li  termini  della 
sua  scala  al  ghiaccio  che  si  fonde,  e  all'ebullizione  dell'acqua 
sotto  la  pressione  atmosferica  di  0''*,  76  erano  stati  da  me  ve- 
rificati, e  trovati,  il  primo  a  parli  57,6,  e  il  secondo  a  parti 
591,  8  :  cosicché  1^  grado  del  termometro  centigrado  equivale 
a  parti  5,  342  del  nostro.  Altro  termometro  a  scala  ottantigra- 
da,  comparato  e  concorde  pienamente  con  quello  di  Fastrè,  fu 
da  me  posto  all'ombra  nella  corrente  d'aria  della  stanza  d'os- 
servazione sopra  una  finestra  orientale.  Ecco   pertanto  le  indi- 
cazioni dei  due  termometri  da  me  notate  nell'intervallo  fra  il 
principio  e  termine  dell'eclisse,   e  confermate  dalla  lettura  di 
un  nostro  meccanico  ingegnoso,  che  le  raccolse  pure  in   mag- 
gior numero;  ma  bastano  queste  mie  poche,  ridotte  in  ambi  i 
tcrmomelrì  alla  scala  centigrada. 


t^mpo  vero  a  Modena 
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venne  prosfiimamente  a  3*.  5'  di  tem- 
po vero,  il  fine  a  5*,  9' ,  e  la  massima  oscnrazione  a  4*.  7'  . 
FaUa  considerazione  che  la  massima  lem  pcratura  diurna  snol 
accadere  appunto  verso  le  (re  ore  pomeridiane,  qui  riteYiamo 
inollre  che  dalle  3  alle  5,  cioè  a  Sole  totalmente  chiaro,  men- 
tre il  termometro  all'ombra  si  abbassò  appena  di  mezzo  grado, 
laltro  esposto  ai  raggi  solari  e  annerito  si  abbassò  di  4",  49.  E 
così  pure  proporzionatamente  dove  il  primo  di  essi,  durante  la 
prima  metà  dell'eclisse,  discese  di  l'',  12  il  secondo  centempa- 
raoeamenle  discese  di  9",  172.  Egli  è  poi  manifesto  e  assai  sen* 
sibile  dallo  indicazioni  del  termometro  Fastrè  che  airayanzarsi 
e  crescere  per  noi  la  penobra  lunare  la  temperatura  di  easa  nei- 
lalmo^fera  terrestre  andava  scemando  molto  più  di  quello  ce* 
era  dovuto  alla  semplice  diminuzione  diurna  per  V  abbassarsi 
progresavo  del  Sole;  ed  è  rimarchévole  altresì  che  la  discesa 
del  termometro  nella  prima  riuscì  più  rapida,  che  Ilnnalzamcnto 
di  esso  nella  seconda  metà  dell'eclisse,  come  doveva  essere  co- 
spirando nel  senso  medesimo  le  due  cause  di  variazione  in  un 
caso  e  opponendosi  fra  loro  nciraltro.  Qualche  irregolarità  che 
apparisce,  può  spiegarsi  colle  momentanee  influenze  termome- 
triche del  vento  che  spirava;  ma  in  fondo  questo  osservazioni 
confermano  che  il  cono  dell'ombra  lunare  induce  un'alterazio- 
ne progressiva  dì  temperatura  nell'aria  che  attraversa. 
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Per  rinttfra  durata  dell'eclisse  il  barometro,  noediocremenle 
aito,  e  in  un  discender  lento  e  continuo ,  non  presentò  alcun 
movimento  singolare;  un  terzo  termometro  ali*  ombra  verso  il 
Nord,  e  in  aria  non  circolante  rimase  stazionario;  V  igrometro 
centigrado  montò  di  Ire  gradi  nella  massima  oscurazione  ,  e 
calò  in  appresso  di  cinque;  e  il  vento  spirò  costante  da  Nord- 
Est,  direzione  in  quest'anno  la  più  frequente. 

io  non  bo  apparecchi  e  strumenti  per  esplorare  e  notomiz-» 
zare  i  fenomeni  della  luce.  Per  an'ovvia  sperienza  io  appressai 
un  foglio  di  carta  bianca  da  lato  e  lunghesso  il  tubo  vitreo  del 
termometro  esposto  al  sole,  e  innanzi  fedisse  avendo  osservato 
che  i  raggi  solari,  rìfratti  nel  tubo  dipingevano  sul  detto  fo- 
glio una  moltitudine  di  lunghe  strisce  parallele,  e  vaghe  dei 
vivissimi  colori  del  prisma ,  ripetuta  la  prova  nel  colmo  dell' 
osservazione  rilevai  sussistere  ancora  le  strìsce,  e  i  colori,  ma 
questi  molto  sbiaditi. 

Al  museo  fisico  delia  nostra  università  il  cav.  Marinnini  rac- 
cogliendo la  luce  solare  durante  Teciisse  al  foco  di  uno  spec- 
chio ustòrio  trovò  che  nella  massima  oscurazione  la  luce  stessa 
ftra  tuttora  valevole  ad  eccitar  la  combustione  in  un  legno  a 
metà  combusto  e  annerito,  ma  non  bastava  a  produrla  in  un 
legno  arido  e  bianco.  In  quei  momenti  di  maggior  deliquio  del 
Sole,  egli  ne  osservò  ancora  la  luce  polarizzata  per  la  doppia 
rifrazione  collo  spato  d'islanda,  e  fattala  opportunamente  pas- 
sare nella  camera  oscura  per  un  pezzo  di  cristallo  di  monte  ne 
rimarcò  su  l'opposta  parete  le  quattro  immagini  solari,  a  figura 
di  lunule,  e  vivacemente  colorate  due  in  rosso  e  due  in  verde. 
Mancando  però  di  polarimetro,  egli  si  limitò  a  questa  semplice 
ispezione. 

Resta  che  io  qui  esponga  le  mie  osservazioni  astronomiche. 
E  dirò  che  guardato  il  Sole  alcune  ore  innanzi  Teclisse,  io  pure 
vidi  il  suo  disco  propriamente  gremito,  specialmente  ai  lembi  di 
una  quantità  di  punti  più  lucidi  o  fiammelle;  mentre  all'  opposto 
di  macchie  non  ^i  apparivano  se  non  un  picciol  groppo  di  sei  o 
sette  neri  punti  assai  tenui  e  prossimi  al  lembo  occidentale  ,  e 
altra  stretta  falda  oscura  poc'anzi  uscita  nel  lembo  orientale. 
Cominciato  appena  l'eclisse  la  luna  ricopriva  successivamente  i 
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primi  punti,  di  tre  de'quali  più  distinti  a,  b,  e  io  notai  gristanlt 
della  immersione,  come  altresì  notai  quello  deiremersione  dalia 
luna  della  striscia  oscura  o  macchia  e/,  avvenuta  rapidamente  al 
terminar  dell'eclisse.  A  ben  giudicare  il  preciso  istante  del  prin- 
cìpio e  (ine,  ossia  del  contatto  dei  lembi,  il  solare  sfolgorante,  e 
invisibile  il  lunare,  mi  valsi  come  altre  volle  di  un  eccellente 
cannocchiale  di  Fraunhofer,  dotato  di  una  singolare  chiarezza 
o  distinzione  d'immagini,  ma  usandovi  a  bella  posta  nell'oculare 
il  minore  de'suoi  ingrandimenti,  e  ciò  per  la  ragione  che  sem- 
brami più  facile  a  riconoscere  il  contatto  e  la  prima  sovrappo- 
sizione di  due  cercbj,  prossimamente  d'egual  raggio,  quanto  è 
minore  il  raggio  stesso,  e  più  forte  o  meno  larga  e  airocchio 
rettilinea  la  curvatura  delle  circonferenze  (*).  Un  mio  nipote  , 
allievo  della  specola,  e  il  summentovato  abii  meccanico  Sig.  Ce- 
sare Zoboli  osservando  con  altri  buoni  cannocchiali  stimarono 
il  principio  dell'eclisse  alcuni  secondi  più  tardi ,  e  mi  preven- 
nero di  1'',  5  nel  giudìzio  del  fine;  ma  io  ebbi  fiducia  di  non 
aver  sensibilmente  errato  nella  mia  stima,  contribuendovi  anche 
ia  più  lunga  esperienza.  Applicato  poi  il  micrometro  d' Amici  a 
separazione  d'immagini,  fornito  di  scala  estesa  per  un  arco  di 
presso  a  19',  applicato,  diceva,  tal  micrometro  ad  un  cannoc* 
chiale  di  Dollond,  misurai  con  esso  alcune  larghezze  della  falce 
solare  fin  presso  alla  minima,  indi  le  crescenti,  e  infine  due  di- 
stanze delle  cuspidi,  ossia  due  corde  luni-solari;  dalle  quali  mi- 
sure, combinandole  due  a  due^  come  dall'osservazione  del  prin- 
cipio e  del  fine,  si  trae  la  correzione  delle  tavole  lunari  in  lon- 
gitudine e  in  latitudine.  Però  quelle  misure  sono  alquanto  ma- 
lagevoli a  ben  prendersi,  comeccbò  il  micrometro  adoperalo  sia 
il  più  idoneo  all'  uopo  nella  momentanea  coincidenza  degli  op- 
posti estremi  delle  immagini  separate  ;  difficoltà  prodotta  dal 
cangiamento  rapido  e  continuo  di  posizione  della  luna  rispetto 
al  sole  :  laonde  nelle  misure  stesse  rimane  pur  sempre  qualche 
piccola  incertezza  riferibile  ai  tempi  o  istanti  corrispondente- 
mente notati. 


(*)  Si  ha  pnre  il  vantaggio  col  piccolo  ingrandimeDto  di  non  er- 
rar col  rocchio  troppo  lontano  dal  punto  del  disco  solare  ove  comin- 
cia l'ecUse. 
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Avvertirò  infine  che  il  lempo  astronomico  è  stato  da  me  dc^ 
terminato  sopra  un*orologio  di  noto  e  costante  andaménto,  e  ^c* 
somendolo  dai  soli  passaggi  meridiani  consecativi  di  a  Cocchie- 
re; sebbene  io  non  abbia  mancato  in  quei  giorno  di  osservar 
altre  stelle  nel  meridiano  che  ove  fosso  duopo^  servirebbero  a 
stabilirne  viammeglio  le  usate  deviazioni  dello  strumento  e  cor- 
reggerne Tequazione  siderale  dell*  orologio  stesso  di  Molyncux; 
ma  questo  è  cosi  regolare  da  qualche  anno  e  le  rettificazioni  del 
cannocchiale  meridiano  del  circolo  sono  in  modo  riconoscinio 
che  io  avvisai  di  risparmiarmene  per  ora  un  più  lungo  processo. 
Pertanto  ecco  le  mie  osservazioni  e  misure  deireclise. 
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Vd  eclisse  favorito  da  così  bel  tempo  in  tutta   per  avventura 
TEuropa  ha  riscosso  generalmente  Tammirazion  pubblica  ,  ti  è 
stalo  il  caso  di  ripetere  coll'epico  Ferrarese 
E  chi  a  finestre,  e  chi  fuor  nella  via 
Tener  levati  al  ciel  gli  occhi  e  le  ciglia 
Come  Teclisse  o  la  cometa  sia. 
*  Soprattutto  però  è  invidiabii   la  sorte  di  chi  ha  potuto  fruir  lo 
spettacolo  dell'  eclisse  totale,  e  la  scienza  ne  avrà  senza  dubbio 
raccolto,  come  le  più  importanti  e  segnalate  osservazioni  ,  cosi 
il  frutto  più  dovizioso  di  utili  risultameuti. 

Nel  susseguente  giorno  29  luglio  Teffemeride  di  Berlino  po- 
neva l'occultamento  di  Mercurio  dalla  luna  ;  annunzio  che  non 
trovasi  dato  né  dal  Nautical-AImanac  di  Londra,  né  dalla  Con- 
naissance  dés  terops  di  Parigi,  né  dalF  effemeride  di  Milano. 
Stanco  del  giorno  innanzi,  e  fortemente  dubbioso  di  poter  di- 
scernere in  tanta  vicinanza  del  Sole  il  pianeta  e  la  nuova  luna 
io  non  volli  tentare  la  verificazion  dell'annunzio  berlinese;  ma 
sarei  curioso  di  sapere  se  ad  alcuno  sia  riuscito  di  osservar  il 
fenomeno.  Intanto  a  migliore  compenso  e  a  coronar  quasi  l'e- 
clisse nel  di  seguente,  l'infaticabil  solerzia  e  vigilanza  del  sig. 
De  Gasparis  faceva  dono  all'estronomia  di  un  pianeta  novello  , 
probabilmente  il  decimo  quinto  degli  asteroidi,  e  finora  che  io 
mi  sappia  innominato. 
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FORMULE  PEL  CANGIAMENTO,  CHE  INELLE  DIMENSIONI 
MATERIALI  AVVIENE,  CANGIANDO  LA  TEMPERATURA; 
ED  APPLICAZIONI    DELLE  MEDESIME. 

NOTA  (*) 

DEL    PnOF.  PAOLO   VOLPICELLl 

Ha  per  oggello  questa  nota,  procarare  maggiore  uni  formi' 
1à^  generalità,  ed  estensione  alle  formule  per  le  ricerche  sul  can- 
giamento del  volume  apparente  dei  corpi,  variando  la  tempera- 
tura dei  medesimi;  ed  alle  applicazioni  loro. 

Dicesi  coefficiente  della  dilatazione,  quel  valore  numerico, 
assegnato  e  condizionato  dalla  sperienza,  pel  quale  deve  mol- 
liplicarsi  la  unità  della  estensione  materiale,  qualunque  ^iasi , 
«Ila  temperatura  di  OX^  per  conoscere  quanto  varia  V  unità 
stessa,  col  variare  di  l.X   Tindicata   sua  temperatura. 

Sieno 

le  lunghezze,  le  superficie,  i  volumi  di  un  solido,  Ci)nsiderato 
in  due  diverse  temperature,  cioè  una  di  0",  T  altra  di  t";  e 
sia  P  il  coefficiente  della  sua  dilatazione  lineare.  Insegna  la 
esperienza  che  jS  dipende  dalia  natura  del  solido,  e  che  sensi- 
bilmente riesce  costante  per  le  temperature  ,  non  maggiori  di 
100"G,  ed  in  alcuni  casi   anche  di  ISO^'G  .  Avremo  pertanto 

e  supponendo  l!  >>  ^,  avremo  più  generalmente  le 

■ 

i    w        ,/*^-/3''\  /*-^/3^'  /l-t-/3«\' 

{*)  Questa  nota  è  un  eslratto  della  memoria^  che  sotto  lo  stesso  ti- 
tolo, si  è  dalPautore  medesimo  pubblicala,  negli  atti  dell'  Accademia 
Pontificia  de^nuovi  Lincei;  sessione  V*.  del  6  aprile  i85i. 


(  ♦24  ) 
e  quindi 


1.      1-1  /S(<'  -~  ')  [2/3  -V /5»(t'-+-f)]  t'-t) 

''^^'-''TTiT'  •'■-''='' (rrsn^ 


[3/3  ^-  3/3'(t'  H- 1)  -4-  /3^'<"  -h  <'*-f-  !')](<'  — i) 

laonde  per  mezzo  delle  (ai)  sarà 


(«3) 

I  secondi  membri  delle  (03)  rappresentano  rispetlivamente  i  coef- 
ficienti delle  dilatazioni  lineari,  superficiali,  e  cubiche,  dati  ognu- 
no in  funzione  del  coefficiente  della  dilatazione  lineare;  e  leg- 
gendo i  primi  membri  delle  stesse '(03),  si  avrà  una  definizio- 
ne più  concreta,  e  più  generale  dei  coefficienti  ora  nominati. 
Nelle  (03)  ponendo  /'  =1^,  t  =0,  avremo 


l  ^—  lo  s  o  —  s^ 


• 


K) 


— -=^,     -^- =  2i3-t-/S*=^', 

'=3^-+-3/S«-+-iS-^  =  /5"; 


^o 


i  secondi  membri  delie  quali,  rappresentano  rispettivameute  i 
coefficienti  delle  dilatazioni,  lineari,  superficiali,  e  cubiche,  nel 
caso  in  cui  la  dimensione,  qualunque  sia,  del  solido,  passi  da 
0"C  ad  1"G  :  questi  coefficienti  possono,  senza  tema  di  errore  sen- 
sibile ,  riguardarsi  acconci  per  qualunque  altra  variazione  di 
temperatura  non  maggiore  di  ISO'^C  ;  e  ciò  essendo  (ì  frazio- 
ne piccolissima,  come  la  sperienza  insegna.  Inoltre  potendosi  , 
per  questa  medesima  ragione,  trascurare  le  potenze  di  /3  su- 
periori alla  prima  ,  dalle  (03)  avremo  eziandio,  con  plausibile 
approssimazione,  le 
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I  secondi  membri  delle  (05)  rappreseolano  i  coelficienli  per  le 
dilatazioni,  usati  nelle  ricerche  di  fisica;  quindi  concludiamo 
dalle  stesse  (05)9  che  prossimamente  in  ogni  solido  il  coefficien- 
te della  dilatazione  superficiale  uguaglia  il  doppio,  e  della  cu- 
bica il  triplo  del  coefficiente  ,  che  appartiene  alla  dilatazione 
lineare  del  solido  medesimo. 

Dopo  ciò  é  chiaro,  che  le. (ai)  si  ridurranno  alle   seguenti 

(«e)  h  «=  «o(l  -H  i3^)  >  s.  =  ^o(l  -^  2^0  >  ^t  =  ^o(l  H-  3/30  • 
e  le  (aj  si  ridurranno  a  queste  altre 

^    .  '  /l-+-i8<\,  /l4-2/3^\  /l-+3^\ 

alle  quali  può  darsi  anche  la  forma  seguente 


V,.  =  v,\ 


1  ,  w-t)l 


Le  {a^)j  (aj)  sono  quelle  che  soddisfanno  a  tutte  le  ricerche 
più  comuni,  sul  cangiamento  delle  dimensioni  dei  solidi,  pel  va- 
riare della  temperatura  dei  medesimi.  Moltiplicando  e  divi- 
dendo il  secondo  membro  delle  (a^)  rispettivamente  pei  binomi 

1-/3^        1  — 2]3r,        1  — 3/3r, 

e  trascurando  i  termini,  che  da  siffatta  moltiplicazione  risul- 
tano, affetti  dalla  seconda  potenza  di  /3,  si  avranno  le 

il,,  =  l,ll^  ^{i  —  0  ]  ,    s,=s,l\^  2^(/  -03, 

M  < 

che  sono  più  comode  delle  [a-j)  ad  essere  calcolate;  però  meno 
di  esse  riescono  esalte. 

Nei  liquidi  e  nei  fluido-elastici,  a  differenza  dei  solidi,  non 

Jnnali  di  Scienze  Mai.  e  Fis.  T.  II.  settemhrs  18tfl.  27 
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mancano  modi  sperimentali  per  assegnare  direltamenie  il  coef- 
ficiciiicX  della  dilatazione  loro  cobica  :  quindi  avremo  le 

.     (ag)         •  V,  ±=  v^(ì  ^  \t)  ,    'V,f  =  ^^  ^^^  jv,  . 

MolHpliednUo'  e  dividendo  il  seeondo  membro  delta  (og)  per 
4 — )l^^  s^rvom^tcremo  in  questa  molUptìcazione  i  termini  af- 
féUiddl  quadrato  di  A,  perchè  troppo  tenni,  coinè  dalla  s'pe- 
rienza  è  noto,  avremo  la 

fòrmula  che,  per  la  sua  maggiore  semplicità,  può  preferirsi  al- 
la seconda  (ag),  se  nei  Irisuliamenti  non  abbisogni  *molta  esat- 
tezza. 

Nelle  foìftuiule  che  abbiamo  stabilite  dovrà  cangiarsi  i  in 
—  i  y  quando  la  temperatura  corrisponda  sotto  lo  zero  della 
scala  termometrica.  « 

S-  II. 

I  coefficienti  'della  dilatazione,  trovati  per  qualunque  siasi 
corpo,  ri ferisiC0OS.i  |id  l.^^G;  così  per  calcolare  le  formule  tutte 
che  precedono  ,  ^  icl^e  sicigoono,  dovranno  i  valori  di  i  venir 
espressi,  per  la  scaU  del  termometro  centigrado;  e  quando  non 
lo  siano  .potranno  ridurvisii  mediante  le  formule  a  ciò  destina- 
te (*).  Volendo  però  usare  scaje  diverse ,  dovrà  il  coefficiente 
dèlia  dilatazione  riferirsi  al  grado  della  scala  che  si  vuole  ado- 
perare. A  questo  fine,  rapp^eseptiamo  con 


*c  '        ^k'        "f'         "d^ 


i  coefficicnfti  della  dilatazione,  sia  lineare-,  sia  superficiale,  sia 
cubica,  di  qualunque  materiale  sostanza,  ed  in  qualunque  stato 


(*)  VeJaHÌ  perciò  una  mia  noia  ititiiolala  —  Determinasiope  tanto 
dei  rapporti  fra  i  gradi  delle  varie   scale  termometriche  ,    compresavi 
quella  d«l  pirometro  di  Wedg^ood ,  quanto  delle    formule  per  la  ri- 
duzione di  quabiasi  temperatura  da   una  scala  iu  qualunque  altra.   — 
'iVacdòlta  «cienjLifìca.  —  Roma  1648,  anno  IV^  n.  II. 
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di  agigregaztone  costitaita,  relalivi  al  grado  delle  4{oattro  eò- 
noscìute  scale  lermomelriche,  cioè  di  Celsius,  ^i  Réaumur,  di 
Fahrenheit,  e  di  Delisìe.  Esprimano 

e  ,    r ,    f,    d 

i  numeri  dei  gradi ,  che  ad  ana  medesima  temperatura ,  nei 
diversi  quattro  termomeiri  appartcqgono  ;  cosicché  chiamando 
E  la  estensione  materiale  ^considerata,  le 

Etf ,    E^ ,    E/  9    Erf 

rappresenteranno  la  medesima  estensione^  di  cui  la  temperatura 
unica  si  esprime  coi  diversi  numeri  di  gradi,  corrispondenti 
alle  quattro  indicate  scale  termometriche.  Pertanto,  mediante 
una  qualunque  delle  [a^),  avremo 

led  eguagliando  la  prima  con  una  qualunque  delle  tre  altre , 
avremo 

^    E    (1  4-3^c)=:E     (1-4.J    r), 

oc}  e    '  OR  ^  K    '^  ' 


(«m)  \    EJl  +  d^c)=.E^^(l-4.«^/-), 


00^  e    '  QD^  D     ' 

Inoltre,  per  le  relazioni  fra  i  pumeri  dei  gradi  delle  diverse 
sca4e  termometriche,  relativi  alla  medesima  temperatura  (*)  , 
sappiamo  essere 

E.==E     ,   E  ^=E    A— A.32  J  Ve    =E    (l-hl005  ), 

ÙK  OC  '        OF  0C\*  9   •  "^  "e/       OD  0C>  c" 

c=^^r,    c  =  A(/--32),      c=:|(150-rf); 


0  Nota  ciUta. 
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mediante  queste  relazioni^  eliminando  nelle  (a,i)  le  quantità 

e.      fy     f,       (/,      E     ,    E     ,   E     ,   E     , 

*  >        /'  >  oc  '         OR  *        OF  '        OD  ' 


avremo  le 

5  *c  ^c 

(at.)5^  =  -j-  $^,  *p=^i  8-325     '^D  =  "^  1,5+ 1509   ' 

Per  una  conferma  delle  (ffia)   chiamiamo    V^^^,  \f^  dne 

Yolumi^  uno  alla  temperatura  espressa  con  d  gradi  del  termo- 
metro  di  Delisici  l'altro  a|la  temperatura  espressa  con /Sgradì 
4el  termoipetro  di  Fahrenheit^  e  poniamo 

/'=212—  Arf; 

poiché  d  gradi  del  termometro  di  Delisle,  e  212 ^  d  gra- 

di  del  termometro  di  Fahrenheit  |  corrispoqdono  alla  niedesi- 
ma  temperatura,  perciò  avremo    - 

5 

Per  altra  parte,  valendoci  dei  coefficienti  della  dilatazione 
pra  trovali  S^  ,  J    ,  sarà 

D  F 

V        =V    (1  —  — . ^ ì 

d.D  od\  1,5-*- 1505     /' 

V  a       =s  V    fi  -t-  ^p- — Ì——(2Ì2  —  I-  d)\. 

(2  2  — —  d)p  ofL  1,8  —  32  5    \  5     /J 

'  Ma  sappiamo  allresi  che  le  temperature  corrispondenti  a   od  , 
ed  a  2'12f    sono  fra  loro  cgqali,  dunque 


%m 


V      =  V 

PD  212  F 


oA  1,8-32$  •/' 
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perciò  sarà 

\d  ^  ^ofV  '^  l,8-32d^  A*  ~  1,5-Hl505,  ) 


e  '  e 

V  A       ==  V    Pi  -f-  ' f212  —  —  dS] 

(2i2-±d)r         ofL  1,8 -32d^  V  5      /J' 

Ma  facilmente  i  secondi  membri  di  queste  formale  si  ricono- 
scono tra  loro  identici,  dunqae  lo  saranno  anche  i  primi;  cioò 
mediante  i  coefficienti  '  i  *  ^p  abbiamo  di  iviioyo  raggiun- 
to la  {b)  y  perciò  i  coefficienti  medesimi  si  trovano  giiìstàmen^ 
te  assegnati.  Fatto 

$  =  0, 00375  , 
e 

quale  appunto  é,  secondo  Gay-Lussac^  il  coefiiciente  della  di-* 
latazione  cubica  dei  gas,  avremo 

«^  =0,0046875  ,    5p  =^  0,0022321 ,     «^  =^  —  0,0018182  . 

§.  IIL 

Sieno  due  verghe  diversamente  difatabili  una  sulfaltra,  in 
guisa  disposte,  che  da  una  parte  gli  estremi  di  esse  rimangana 
invariabilmente  coincidenti;  essendo  liberi  dall'altra,  e,  per  mag-^ 
giore  generalità,  senza  coincidere  fra  loro. 

Dicansi  L, ,  It  le  lunghezze  delle  verghe  alla  temperatura 
f ,  la  prima  più  lunga,  la  seconda  più  breve;  e  sieno  j3 ,  d  i 
coefficienti  delle  rispettive  dilatazioni  lineari  di  esse.  Passan- 
do le  verghe  alla  temperatura  t'  ;>^,  sieno  L^r ,  2^r  le  lunghez- 
ze loro:  dalla  prima  delle  (a^)  avrema 

L,  —  h  — (L,.  —  h,)  =  (U  ^—l,,9)t  —  (L,  /3  —  h^t'. 

Il  primo  membro  di  questa  equazione  rappresenta  la  differen- 
za fra  le  differenze  delle  lunghezze  delle  verghe,  alle  due  tem- 
perature f  ^i^  ;  cioè  il  viaggio  relativo  fatto  dall'  estremo  li- 
bero della  verga  più  breve  e  più  dilatabile^  verso  K  estremo 
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pure  libero  delia  verga  più  lunga,  e  meno  dilatabile.  Poniamo' 

(ai3)  ht  —  It  —  (L^  —Ir)  =  ndj 

sarà 

Ber  servirsi  delfindicato  congegno,  come  uno  dei  termometri 
solidi^  poniamo  nella  (014)  ^  =  0,  avremo  le 

donde 

(«15)  ^=v"»*^ 

fi 

i 

nella  quale  —p  è  un'  coefficiente  costante^  assegnato  dalla  spe- 

u 

rìenza,  mentre  t  denota  il  numero  dei  gradi,  corrispondente  al 
numero  n,  delle  divisioni  percorse  dall'estremo  libero  della  ver- 
ga più  «breve  e  più  dilatabile,  tracciate  sulla  parte  sporgente 
della  verga  più  lunga,  e  meno  dilatabile. 

Dalla  (»i4)  abbiamo,  per  determinare  /3,  ovvero  d,  le 

Se  le  verghe,  alla  temperatura  iniziale  ty  si  verranno  eguali' 
fra  loro  in  lunghezza,  sarà 

Lf  =lt  %        ed        L/'  =  tff  'y 

perciò  le  (ots)  ,  (11)4)  si  ridurramio  alle 
(«17)  —  (?/'  —  Z,r)  =  nrf  =  D  , 

(a.s)  W  -  /3)  «  D  H-  Hh'  «  -  «V  i3)  ; 

e  le  (oie)  alle 

Feoendo.  pei  maggior  semplicilà  t=30;  nelle  (o,^),  (^t^)v  (oig), 
er9oppri«iend0'  gli  aoocali  shI  i^^  avreno^rispettìvameote^  le' 


(43t  ) 

rappresenta'  D  la  differenza  fra  le  lunghezze  delle  duQ  verghe, 
alla  teqiperalara  t°. 

.     Se  nelle  (a.a),  (0,4),  («le)  sì  ponga  f=0,.  avremo,  soppfK 
mdndo  gli  accenti,  le 

Kt)\a         lj9—nd  nd-t-Ktp 

p  =  — lt~»  ^=  — rr^  • 

Perle  temperature  f",  t'%rapprescQtiarno  copiai.»  a^f  lat  al- 
te^^e  del  mercurio  nel  barometro,  date  per  aiozza/dedA'^si^ 
scala  alla  temperatura  t"  :  rappreseotiaoiO'  poi  CQOr.aV  rallefzft 
medesima  alla  temperatura/''',  data  per^  dalla  soa^  aoakis  es^a 
pure  alla  temperatura /"*.  Saranno  bùt  ,  ba^t  i  vqlumi  d^lk  co**. 
loBoe  di  mercurio  alle  temperature  medesime»  la  acaifi*«as^iido. 
alla  temperatura  L  Indicando  con  X  il  coelficienle  dfl|la.«dilArr. 
tallone  cubica  del  mercurio^  se  nella  {q^)  porremo 

avremo  la 

Dicasi  /3  i) coefficiente  della  dilata^iolle, lineasse  per  la  malaria 
di  cui  la  scala  del  barometro  é  foriaata;.  esprima  h^i  il  numero 
d^Ila  divisioni  comprese  neiraltszza  osservata  Or ,  supposta  la 
scala  alla  temperatura  t'.  Polche  le. ltiogb<»2z»' di  ogoi  divisto- 
mi'della  scala,  alle  temperature  t%,  l"^,  spno  t^^yi^  ^\ 
presa,  per  unità  uua  delle  medesiioe  alla  teqopprMura  0^  ^  cosè 
avremo 
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perciò  dalla  (aaa)  si  avranno  facilmente  le 

^^'^^  ""==(rTxrXr^>"  '*«'=Vi-:rx7r'- 

La  prima  di  queste  riduce  generalmenle  alla  tempcratara  i  la 
riduzione  delfaltezza  barometrica  osservata  a,  ^  mentre  la  se- 
conda riduce  alla  temperatura  0""  Taltezza  medesima;  supposta 
però  in  ambo  i  casi  la  scala  del  barometro  alla  stessa  tempe- 
ratura delfaltezza  ridotta.  Trascurando  i  termini  affetti  e  dai 
prodotti  dei  coefficienti  ^,  X,  e  dalle  potenze  dei  medesimi  su- 
periori alla  prima,  le  (a^s)  si  ridurranno  alle 

%.  V. 

Tn  un  liquido  la  dilatazione,  od  il  ristringimento  apparen- 
te 9  consiste  nella  variazione  di  volume,  da  esso  mostrata,  co^ 
variare  del  suo  lirello  net  vase  dilatabile  che  lo  contiene,  cor- 
rispondente al  cangiamento  di  temperatura.  Cresca  la  tempe- 
ratura da  f  a  t"':  se  il  vase,  come  ordinariamente  avviene,  si 
dilati  meno  del  liquido  in  esso  contenuto ,  la  dilatazione  ap- 
parente di  questo  sarà  positiva  ;  cioè  ascenderà  il  Nvello  del 
medesimo.  Se  il  vase  avesse  una  dilatazione  uguale  a  quella 
del  liquido  ,  la  dilatazione  apparente  del  medesimo  sarebbe 
nulla}  cioè  il  suo  livello  sarebbe  stazionario.  Se  poi  succedes- 
se che  il  vase  più  del  contenuto  liquido  si  dilatasse,  la  dila- 
tazione apparente  sarebbe  negativa  ;  cioè  discenderebbe  il  li- 
vello di  esso.  Pel  contrario,  abbassandosi  la  temperatura  da 
t^^  a  ff  nel  primo  caso  il  ristringimento  apparente  sarebbe  po- 
sitivo; nel  secondo  nullo;  nel  terzo  negativo.  Sempre  poi  la  va- 
riazione di  volume  apparente  di  un  liquido  ,  uguaglia  la  cor- 
rispondente sua  variazione  assoluta,  diminuita  di  quella  del  suo 
recipiente.  Perciò  la  variazione  apparente  del  volume  di  un  li- 
quido medesimo,  varia  eolla  natura  della  sostanza  del  suo  re- 
cipiente. 

Essendo  la  prima  delle  {a^j  sarà 
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la  dilatazione  assolata  di  un  liquido  per  raumcnto  di  tempe- 
ratura t'  —  t  :  sarà  poi  pel  medesimo 

U)t>  —  w?,  =  t?  j(l'  —  0 
l'aumento  di  capacità  del  suo  recipiente  :  quindi 

Esprimendo  con  A  il  coefficiente  della  dilatazione  apparente  de! 
liquido,  sarà 

relazione  assai  semplice  ed  utile,  dalla  quale,  cogniti  due  qua- 
lunque dei  tre  coefficienti  che  la  compongono,  conosceremo  i( 
terzo. 

§.  VI. 

Sieno  pt  ,  Pi*  le  perdite  di  peso  di  un  globo  in  un  liquido 
alle  temperature  t""  ,  ^''',  essendo  G/ ,  G^f  le  gravità  specifiche 
del  medesimo  ;  avremo 

p,  =  t?,G  =  tJ,(l-f-70G, , 
p,,  =  t?,r  G,»  =  v^  (1  -f-yO  Gr  . 

Essendo  X  il  coefficiente  della  dilatazione  assoluta  del  liquido, 
dicasi  v\  il  volume  di  un  dato  peso  qualunque  dello  stesso  li- 
quido, alla  temperatura  O"";  sarà 

donde 

Supposto  1  =  0,6  togliendo  gli  accenti,  sarà 

(«27)  A  = r . 

La  formula  per  determinare  il  coefficiente  della  dilatazione  as« 
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soluta  di  un  liquido,  secoodo  il  metodo  immaginato  daBojle,  e 
perfezionato  dai  fisici  Dulong,  e  Petit,  basato  sopra  un  principio 
idrostatico,  si  ottiene  a  questo  modo.  Si  versi  un  liquido  in  un 
tubo  composto  di  due  verticali,  ed  uno  orizzontale;  questo  di 
assai  minore,  diametro,  affioehè  non  abbia  luogo  la  mescolonza 
fra  loro,  delie  masse  liquide  a  temperature  diverse.  Sia  I  la 
temperatura  del  sistema;  e  V  altezza  delle  colonne  liquide  ver- 
ticali si  esprima  con  a^ .  Ora  una  delle  coionne  medesime  si 
faccia  passare  alia  temperatura  t^'^t  ;  TaUezza  di  questa  co- 
lonna sarà  a£r>>  a^  .  Si  dicano  d  ,  d'  le  densità  delle  due  co- 
lonne liquide  Verticali  corrispondenti  alle  teinperafture  t"* ,  t*"*; 
avremo 

Ut  :atf=:  d^  id  . 

Rappresentando  m,  m'  le  masse  eoo  v^ ,  d^^  i  volumi  delle  co- 
lonne liquide,  ambedue  alla  temperatura  i ,  sia  tft'  il  volume 
della  massa  m!  alla  temperatura  t';  avremo 

.        nt       nt  ,  ITI       tu 

donde 


e  perciò  il  eoeflScienie   della    dilatazione  assoluta  del  liquido 
sarà 

o  più  semplicemente 

(Sarà  cofUinuaUif.) 
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SUL  NUMERO  DELLE  TANGENTI  DOPPIE 

MI  C.  Q.  M.  JIACOBI 

Èstraifa  dal  tomo  XL  del  Giornale  di  Matematica  di  Creile, 
e  tradotta  da  R.  Rumni  di  Napoli. 

La  teorica  delle  curve  polari  reciproche  presenta  un  pa- 
radosso, la  cui  spiegazione  va  annessa  ad  importanti  problemi 
della  teoria  delle  curve  algebriche.  Una  curva  (A)  del  grado 
n.""*  ha,  io  generale,  Una  polare  (B)  del  grado  (n*  —  n)'"'*  ,  e 
la  polare  di  ipiesV  ultima  è  sempre  del  grado  n'"^ ,  cioò  la 
la  stessa  curva  originaria  (A)  ,  mentre  in  generale  la  polare 
d  una  curva  del  grado  (n^-^n)'"'*  ascende  al  grado 

(n^^nY  —  ifi"—  n). 

E  dunque  necessario  che  le  curve  del  grado  (n*  —  n)*"* ,  che 
sono  le  polari  d'  una  curva  dell'  n.'^^  grado ,  sicno  di  natura 
tale  da  potersi  il  grado  delle  loro  polari  diminuire  di  tante 
imita  per  quante  ne  sono  contenute  nella  formola 

(n*  _  n)"  —  (n'  —n)  —  n=  n^n  —  2) . 

Il  Sig.  Pimcdet  riconobbe  star  l'origine  d'  un  cosi  grande 
abbassamento  di  grado  di  che  è  capace  la  curva  polare  della 
(B),  nelle  tangenti  doppUy  e  ne'punii  di  fleiso  della  curva  (A). 
Ciascuna  tangente  doppia  di  (A)  corrisponde  ad  un  punto  dcp^ 
pio  di  (B)»  e  ciascun  punto  di  flesso  di  (A)  corrisponde  ad  un 
punto  di  regresso  di  (B).  Inoltre  ciascun  punto  doppio  produce 
un  abbassamento  di  grado  di  due  unità,  nella  sua  curva  pò* 
lare  ,  ed  o^i  punto  di  regresso  ne  produce  un  altro  di  tre 
unità.  Se  dunque  le  curve  dell'  ordine  n.'^''  (A)  hanno  in  ge« 
nerale  a  tangenti  doppie  e  j3  punti  di  flesso  ,  le  loro  polari 
(B),  in  generale  ancora,  avranno  ce  punti  doppii,  e  /3  punti  di 
«egresso,  laonde  le  polari  di  (B)  devono  ammettere  nel  loro 
grado  un  abbassamento  di  %oc  H*-  3jS  unità>  Pertauto^  la  que* 
stione  si  riduce  a  dimostrare  che,  in  generale, 
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2a-l-3/3=n>  — 2), 

dinotando  il  secondo  membro  di  questa  eguaglianza  il  numero 
di  unità  delle  quali  deve  diminuirsi  il  grado  delle  polari  di 
B,  come  sopra  si  è  veduto. 

Poiché  parecchi  particolari  teoremi  menavano  a  supporre , 
che  le  curve  del  grado  n.'""  ammettessero  in  generale ,  3n(n — 3) 
punti  di  flesso,  cosi  il  prof.  Plucher  nel  12^"^  volume  di  que- 
sto giornale  soddisfece  la  precedente  eguaglianza  con  i  valori 

dì 

a==  i  »(n  — 2)(n'— 9),    j8  =  3n(n  — 2), 

ed  in  seguito  dimostrò  la  legittimità  de*  valori  di  ]3  per  qua- 
lunque sia  il  numero  n;  non  che  la  legittimità  de*  valori  di 
a  per  n  =:  4.  In  ciò  che  segue  io  supplirò  al  difetto  della 
dimostrazione  per  la  generalità  de* valori  di  oc  }  ovvero  dimo- 
strerò)  che  le  curve  delVordine  n.'"''  ammettono,  in  generale 

i  n{n  —  2)(n*  —  9) 

tangenti  doppie,  quale  che  siasi  il  valore  del  numero  intero  n. 

Questa  dimostrazione,  neirordine  onde  io  voglio  esporla,  ab- 
bisogna di  taluni  teoremi  ausiliarii,  de*quali  altri  si  riferiscono 
all'abbassamento  di  grado  che  talvolta  può  comportare  una 
funzione  razionale  ed  intera  di  più  variabili,  mercè  una  data 
equazione  tra  le  medesime  grandezze  >  ed  altri  si  riferiscono 
alla  natura  dell'equazione  di  condizione,  che  deve  aver  luogo 
tra  i  coefficienti  d'un'equazione  data  ,  perché  questa  ammetta 
due  radici  uguali.  Quantunque  tali  teoremi  sieno  già  noti,  pure 
io  non  ne  ommettcrò  qui  la  dimostrazione,  affinchè  non  si  tro- 
vi, in  alcun  luogo,  oscurità  veruna,  e  tutte  le  considerazioni, 
competenti  alla  presente  discussione^  si  possano  più  o  meno 
facilmente  rivedere.  Dopo  la  preliminare  esposizione  di  questi 
teoremi  sì  potrà,  mercè  una  semplice  trasformazione,  risolvere 
il  proposto  problema  sulla  determinazione  del  numero  delle 
tangenti  doppie  d*una  curva  del  grado  n.' 


mo 
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Steno  f(Xy  y)  e  y(a:,  y)  funzioni  razionali  ed  ùUeredi  x  edy; 
se  il  grado  di  y^  f(r,  y)  si  possa  abbassare  di  9  unità j  mercè  la 
equazione  f(Xy  y)  =  0  ,  anche  il  grado  di  (p(xj  y)  si  potrà  abbas- 
sare di  0  unitd^  mercé  la  slessa  equazione  /Ix,  y)  =  0,  supposto 
che  i  termini  della  più  alta  dimensione  in  f[xy  y)  non  sien  tutti 
divisibili  per  y. 

Una  faozione  razionale  ed  intera  di  a;  ed  y  ,  {p{xy  y)j  non 
può  soffrire  alterazione  veruna,  mercè  l'equazione  f{x,  y)=0 , 
quando  le  si  aggiunga  il  prodotto  di  f[Xf  y)  per  un'altra  fun- 
zione razionale  ed  intera  di  x  ed  y,  presa  a  piacere.  In  cotal 
modo  tutte  quelle  funzioni  razionali  ed  intere  di  x  ed  y  9  le 
quali,  mediante  l'equazione  f(x,  y)  =;  0  ^  sono  equivalenti  alla 
funzione  ù{xy  y),  vengon  comprese  dalla  formola 

ove  A  rappresenta  una  funzione  razionale  ed  intera  di  x  ed  y. 
Perché  sia  possibile  che  questa  espressione  acquisti  un  grado 
inferiore  a  quello  di  ip(x,  y)  sono  necessarie  delle  condizioni , 
che  nel  modo  seguente  si  ottengono. 

Osservo  dapprima ,  che  il  grado  di  A  é  determinato ,  do- 
vendo essere  A  f  precisamente  dello  stesso  grado  di  tp.  Imper- 
ciocché se  fosse  A  f  d'un  grado  superiore  a  quello  di  tpj  anche 
Y+  (p  dovrebb'essere  di  grado  superiore  a  quello  di  ip,  men- 
tre all'opposto  deve  diventare  d*  un  grado  inferiore  -^  e  se  h  f 
fosse  di  grado  inferiore  a  quello  di  (//,  allora  il  grado  di  (^+A/* 
sarebbe  quello  stesso  di  (^  ,  ed  in  tal  caso  le  più  alte  dimen- 
sioni in  {pj  con  l'aggiungere  di  A/*,  non  potrebbero  più  distrug- 
gersi. 

Rappresenti  U  una  funzione  razionale  ed  intera  di  due  o 
più  variabili  del  grado  p  ;  dinoterò  con  U/  l'aggregato  di  tutti 
quei  termini  di  U  ,  i  quali,  rispetto  a  quelle  variabili  ,  sono 
omogenei  e  della  {p  —  t)'"^  dimensione.  Ordinando  la  funzione 
U  secondo  le  dimensioni  discendènti  de'suoi  termini  sarà 


(«)^ 
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e  se  si  abbia  Tequazione  identica  U  =sV ,   sarà  pure  identica 
l'equazione  U/  ==  V,-. 

Seguendo  questa  notazione,  si  ponga 

^  =  ^o  -^-  «pi  **-  ^2  *+-  ec. 

/*  =  /ò:  -»-  A  -^  A  -H  ce- 
A  :^  A^  -4-  A,  -4-  Aa  H-  ec. 

e  se  (f  +  A/*  si  rappresenti  con  r,  sarà 

(p  H-  hf=  t?  i=  v^  -4-  t?i  -+-  «i  -f-  ec. 

— ^o  -^-^«  -^^3  -f- ...  -^(Ao  -♦-  A.  -^^a  -4- ...)  (/;  H-A  H-  /;  -K...), 

Quando  hf  e  ó  sono  dello  slesso  grado ,  allora ,  dal  paragone 
dei  termini  della  stessa  dimensione,  si  ottiene 

«a  =  ^a  H-  Ao  A  •+•  *i  A  -+•  Aa  fo  »    ^C. 

Se,  in  (p-h  hf  ovvero  t?,  tutti  i  termini  elevati  alle  9  più  aite 
dimensipui  (rìceodevolmeate  si  distruggono  anche  v^  ,  t>i  , ...  v„^2 
spariscono,  «  quindi  si  avranno  le  seguenti  equazioni 

0  =  ^u -^ Ao /:>      0  =  (^, H-  A^/;  -+-  A,/; . . . . 

0  =  ips^  -f-  Ao  ^*|  -♦-  A,  /i-a  -4-  .  .  .  -+-  Afl«,  Ao  > 

le  quali  devoffo  riuscire  identiche.  La  prima  di  esse  ci  mostra 
che  (J/o  dev'esscAré  divisibile  per  ^  9  ed  il  quoziente  della  di- 
viskMie  vien  rappresentato  4a  —  A^  ;  la  seconda  mostra  pari- 
mente che  (//,  *^  A^/\  debb'  esser  divisibile  per  ^  *  ®d  il  quo- 
ziente e  rappresentato  da  —  A|  ;  la  terza  ci  h  vedere  ancora 
che  ip2  -4-  A^A  -H  A,  fi  ,  deve  pur  essa  esser  divisibile  per/j,, 
ed  il  quoziente  dev'essere  rappresentato  da  — A,,  e  così  di 
seguito.  lu  questo  modo  si  ottengono  successivamente  6  fun- 
rioni  omogenee ,  le  quali  tutte  devono  essere  divisibili  senza 
ItfSib'pefr  la  medesima  funzione  omogenea  f^  tutte  le  volte  che 
sia  pds^ibite  abbassare  di  9  unità  il  gradò  di  (p,  mercè  T  equa- 
zione /*s=^  0,  ed  i  quozienti  delle  diverse  divisioni  saranno  le  e- 
spressrioni  rappresentate  da  — -A^ ,  — A, ,  — Aa ,  ec.  Al  contrario 
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si  vede  che  se  le  addotte  condizioni  sono  adempite  ,  si  pnò 
sempre  trovare  una  funzione  razionale  ed  intera  h ,  tale  che 
con  faggiunzione  di  df  in  tp  spariscano  i  termini  delle  9  più 
alte  dimensioni.  E  quando  le  funzioni  omogenee  h^  ,  hi ...  A^.j 
si  sieno  determinate  al  modo  indicato,  sarà 

A=  Ao  -f- A|  -♦-  A^  -4- •  •  •  -4-  Ag-i  -f-Ag  -4-  A^^i  -f- .  . . , 

dove  per  A^ ,  A^^.! ,  ec.  sì  potranno  prendere  delle  fanziooi 
omogenee  razionali  ed  intere,  a  piacere^  ma  che  non  raggiun- 
gono le  0  più  alte  dimensioni  in  A. 

Sia  ora  la  funzione  tp(oPj  y)  divisibile  per  j/*,  in  modo  che 
ponendo 

anche  <p{x,  y)  sarà  una  funzione  razionale  ed  intera  di  x  ed  y. 
Si  ordini  parimente  quest*  ultima  funzione  secondo  le  dimen- 
sioni discendenti  de'suoì  termini,  e  sia 

?o  -*-  ?i  -♦-  f  a  -+•  ce.  ,  .  ,  =  y(x,  y)  ; 
sarà  cosi 

In  questo  caso,  in  cui  tutte  le  funzioni  ((/^ ,  (pi , .  .  .  (l'^.i , 
che  entrano  nelle  precedenti  equazioni,  sono  divisibili  per  y*, 
si  può  dimostrare  che  ,  se  f^  non  è  divisibile  per  y  >  anche 
tutte  le  fqnzioni  omogenee  A^,  Aj  ^  .  ,  ,he^i  devono  esser  divi- 
sibili per  y*  . 

Per  dimostrar  ciò ,  si  faccia  capo  dal  teorema^  che  se  una 
funzione  razionale  ed  intera  A  é  il  prodotto  di  due  altre  fun- 
;EÌoni  9  e  G  ,  parimente  razionali  ed  intere^  ogni  funzione  ra- 
zionale ed  intera^  la  quale  dHvida  A,  e  non  abbia  alcun  divi" 
sore  comune  coti  B,  deve  necessariamente  dividere  l'altro  fat- 
loi«  Cf  Questo  teorema  si  applica  al  caso  attuale  d*  una  fnn- 
;BÌ6|ie •  omogenea  di  due  variabili,  quando  si  riflette,  che  essa 
si  $e#Bip«oe  sempre  in  fattori  lineari  in  un  sol  modo;  ed  ha 
pjDre  luogo  per  le  funzioni  di  più  variabili  ,  quando  esse  si 
cMisiderano  come  funzioni  di  una  sola  variabile  per  volta.  Or 
se  nelle  (a)  si  ponga  y^^,-  in  luogo  di  (pi ,  si  avranno  le  equa- 
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zioDÌ  scgacnli  : 

dalla  prima  delle  quali  si  dednce  che  ,  se  f^  non  è  divisibile 
per  y»  ^o  ^^  pe^  fattore  y*  ,  dalla  seconda  si  deduce  ancora 
che  A|  ha  per  fattore  y^,  dalla  terza  che  h^  ha  per  fatture  y*, 
ed  in  conclusione  che  tutte  le  funzioni  A^ ,  A|  .  .  .  Aa-i  hanno 
per  fattore  ^^.  Pongasi  dunque 

*o=y*/^o»   Ai  =  y*  i^i  y   A2  =  y*/Aa-  •  •  a^-i  =  y* fx^i , 

dove  /Aq  9  /Jif  9  fXa9  ...Ua-t  sono  funzioni  razionali  ed  intere 
di  a;  ed  y.  La  sostituzione  dì  queste  espressioni  nello  equa- 
zioni precedenti,  e  quindi  la  divisione  per  y^  ,  dà 

0  =  93  -4-  fx„  /;  H-  fz.  /;  H-  y.^  /; , 

Queste  equazioni  mostrano  che  tutti  i  termini  delle  0  più  alle 
dimensioni  neirespressiono 

9o  +  ?i  •+■  y,  -4- -+-9fl-i 

-V-(/JL„  -4-  fXi  -4-  /taH-  ...f^e-i)  (/ò  -H/*i  -HA  H-  .  .  .  /a-i) 

si  distruggono,  ovvero  che  il  grado  di 

y-+-(fJio-hfXi4- fJt^H-  ..  .-hjuia-i)/* 

e  di  d  unità  inferiore  al  grado  di  (f.  Allorché  dunque  il  gra- 
do di  y'9  ,  mercè  Tequazione  /*=0  del  grado  n.'^^  nella  qua- 
le non  manchi  il  termine  x**^  ,  può  essere  abbassato  di  0  uni- 
tà, anche  il  grado  di  9  potrà  essere  ridotto  dello  stesso  nu- 
mero di  unità,  e  mercé  la  stessa  equazione  fz=:0. 
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Yedesi,  senza  difficoltà  alcuna,  che  si  può  prendere  per  y* 
qualunque  funzione  omogenea,  che  non  abbia  divisor  coniune 
con  fo.  .  . 

TSOBSaCA     ZI. 


ino 


Rappresenti  h  la  radice  ^un  equazione  del  grado  m.' 

0  =  a„  -H  «i  A  -+-  «a  À""  H-  .  . .  -*-  «^  A"* , 

t  cui  coefficienti  sono  funzioni  razionali  ed  intere  delle  due  va- 
riabili X  ed  yj  e  siano  Bo  ,  Bj ,  B3  .  . .  .  B^  t  gradi  rispettivi  di 
queste  funzioni  :  se  questi  numeri  formano  una  progressione  aril- 
meticaj  V  equazione  di  condizione  ,  necessaria  perchè  la  proposta 
precedente  equazione  abbia  due  radici  eguali ,  si  eleva'  al  grado 
(m  ~~  1)(B,  H-  B,„). 

Sieno 

le  radici  delia  proposta  equazione;  perchè  due  di  queste  radi- 
ci risultino  eguali,  deve  aver  luogo  l'equazione  di  condizione 

n(A,-A,)^=0, 

quando  si  rappresenti  con  n(A/  —  h^)*  il  quadrato  dei  prodotti 
delle  differenze  delle  radici.  Questa  funzione  simmetrica  delle 
radici  può  essere  espressa  da  una  funzione  razionale  ed  in- 
tera delle  quantità 

«m-l  O^m'2  «m-3  «o 

, ,  '    '    •    ^ 

«/w  «TO  «w  ^m 

Rappresenti  of„t  la  più  alta  potenza  di  u^  per  la  quale  ì  ter- 
mini di  quest'ultima  funzione  sono  divisibili,  allora  ,  moltipli- 
cando per  oFm  si  ottiene  una  funzione  razionale,  intera  ed  omo- 
genea de'coefficienti  ««  »  «i  ^  «a  5 ««,  del  grado  j)*^*, 

la  quale  rappresenterò  così  : 

A(a„  ,  a,  ,  «2  .  .  .  «m)  =  <xJ11(hi  —  A;^)^ 

Questa    funzione    non    può    essere  divisibile  per  alcuna  dello 
Jnnali  di  Scienze  Mai.  e  Fis.  T.  IL  settembre  1851.  28 
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grandezze  ci^^  cci  .  .  >  ccm  f  poiché  V  uguaglianza  di  due  r»* 
dici  d«lla  proposta  non  è  conseguenza  necessaria  deli*  annoila* 
mento  di  nessuno  de'coefficienti  óc^  j  oci  9  .  .  •  a^. 

La  questione  dunque  si  riduce  a  trovare  il  valore  di  p, 
ovvero  la  dimeosione  di  quella  funzione  omogenea. 

A  tal  fine  si  adoperi  l'equazione  reciproca 

1 

la  quale  si  ottiene  dalla  proposta  ponendo  in  essa  A=c  —  ,  e 

pnoltiplicando  per  g'".  Pongasi 

1 

e  così  ffi  9  $2  9  S^  9  '  •  •  fm  rappresenteranno  le  radici  di  que- 
st'equazione reciproca:  laonde  sarà 

Ora  il  numeratore  di  questo  prodotto  II  contenendo  m(»-**l) 
fattori  della  forma  (hi  —  hi)^  il  denominatore  risulta  dal  pro- 
dotto dì  2tfi(m  —  1)  radici  A/,  e  perciò  esso  è  una  funzione 
simmetrica  di  queste  radici  »  anzi  è  uguale  alla  potenza 
(%in  ^-  2)'"^  del  prodotto  delle  medesime  radici ,  ovvero,  in 
altri  termini  esso  denominatore  ^  uguale  ad 

t)  ■ 

Sostituendo  dunque  nella  equazione  precedente,  si  otterrà 

A(«;n ,  «m-, ,««.,,...  a,)  =  «/->*«+*  «^«^-»  Tl(hi  —  Ai)' , 
ovvero 

Or,  poiché  le  due  espressioni  A{«^,  «i,  ...«;„),  A(a«„flu-ir-  ««) 
sono  funzioni  razionali  ed  intere  di  a^  9  «i  ...  a^  >  uè  possono 
avere  alcune  di  queste  grandezze  per  fattore,  come  più  sopra 
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si  è  veduto,  cosi  ne  segue  da  quest'ultima  equazione  che  il  nu- 
mero p  —2m-^2  non  può  essere  né  positivo,  né  negativo,  ma 
dev'essere  p  —  2m -4-2  =  0;  d'onde  p  =  2m  —  2,  e  quindi 

(1)       Móc, ,  a, ,«,,...  «J  =  ««•"•-*  n(A,  —  h,)\ 

Allorché  dunque  la  condizione  perché  Inequazione 

abbia  due  radici  eguali^  si  rappresenta  con 

in  cui  A  rappresenta  una  funzione  razionale  ed  intera  de*  coeffi- 
cienti ot^  9  oct  9  .  ^  .  ocm  p  e  libera  da  fattori  superflui^  questa  fun- 
zione é  dippiii  omogenea  ,  e  del  grado  (2m  —  2)'"^  rispetto  atte 
grandezze  «^  ,  «, .  .  .  u^. 

In  ciò  che  segue,  dovendo  rappresentare  con  L^stSì  l'equa- 
zione di  condizione  che  deve  aver  luogo  tra  i  coefficienti  di 
una  data,  equazione  F(A)  =  0  del  grado  n"*^,  perchè  due  delle 
radici  di  quest'equazione  divengano  eguali^  dovrà  sempre  in- 
tendersi per  A  una  funzione  definita  dall'  equazione  (1) ,  cioè 
una  funziona  razionede  ed  intera  dei  coefficienti  di  F^h)^  del  gra- 
do (2m — 2)"'*  y'ia  quale  uguaglia  la  potenza  (2m  —  2)*"^  del 
coefficiente  di  A**  in  F^h)  pel  quadrato  deprodotti  delle  differenz$ 
deUé  radici  di  F{h)  =  0  . 

Da  ciò  che  precede  consegue  che  questa  funzione  rimane 
invariata  quando  il  suo  argomento  scrivesi  in  ordine  inverso  ; 
poiché  l'equazione  sopra  trovata  quando  pongasi  per  p  il  suo 
valore  m  —  2  ,  si  cangia  in 

Rappresentano  ora  le  ct„ ,  a,  ,  «a  .  .  ,  o^m  delle  funzioni 
di  una  o  di  più  variabili,  e  supponiamo  delle  due  j:,y:  sieno 
B„ ,  B| ,  B,  ,  ..  .  Bm  i  numeri  che  rappresentano  i  gradi  ri- 
spettivi di  quelle  funzioni;  il  grada  al  qaale  si  eleva  1'  equa- 
zione di  condizione  A  ^  U  rispetto  ad  x  ed  y,  sarà,  in  gene- 
rale, eguale  a  quello  al  quale  si  eleva  l'espressione 
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rispetto  a  /. 

Qujando  i  nameri  B^,  Bi  ,  B3  .  .  .  .  B^^  formano  una  pro- 
gressione aritnietica  4i  differenza  G»  così  che  sia 

B/  =»  B^  -H  tC  j 

allora^  osservando  che  A  é  una  funzione  omogenea  e  di«2m— 2 
dimensioni  rispetto  ad  oco  9  «19  o^i  >  -  'Cc^y  si  avrà 

Or,  poiché  A,  ,  Aa  .  •  .  Am  sono  le  radici  dell'equazione 

0  ;=  «o  H-  «i  A  "+"  «2  A*  -+-  .  •  .  .  -f-  «;„  A'«  , 
saranno 

A,     I  ,  A2    I  ,  A3     <  .        .       •       .     A;;»    ^  , 

quelle  dell'equazione 

0  =  a    -f- a,  ^^  A  -f-  «a  i""^  A'  -h  .  .  .' .  -h  (x„,  t^  A"  , 


e  quindi  per  la  (1)  sarà 


e  «e  me     ' 

**""*     ^»»(2m -2lC  jT /i     .-C  ,       -C,2 


donde  successivamente  segue 


e  aC      •  me. 

»»(»i-i)e  A/  ^  \ 
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ovvero,  poiché  2B^  H-  mC  =  Bo  -f-  B^i  si  avrà 

=  t^'^''^  ^''^  ^  '''")  A(«o  ,   Cti  ,  ^a  ...««.)  . 

Ma  A(ao  9  oci , oc^)  noa  contiene  ^,  quindi  Tespressione 

precedente  in  ordine  a  /  é  del  grado  (m— 1)(B^  +B;„>,  e  quin- 
di dello  stesso  grado  rispetto  ad  jr  ed  y  é  Tequazione  di  con-» 
dizione  A  =  0  ;  e.  e.  b.  d. 

Poiché  |(m  -f-  1)(B^  -+*•  B;„)  è  la  somma  de'numeri 

Bo  >  Bi ,  .  .  .  .  Bflj  9 

così  può  dirsi  ancora  che  ìt  grado  dell'equazione  di  condizio- 

2m  —  2 

ne   A  =  0^  é  la    r-  parte  del  grado   al  quale  sì  eleva 

m  -4-  1 

il  prodotto  di  tutti  i  coefficienti 

Se  wC  equazione  data  del  grado  m 

0=F(A)  =  a^-f-a,  A-Ha^A^-»-.  .  .^-«^A'», 

i  -4-  5'^ 
ponendo    A  = ~^  si  trasforma  neW altra 

l'equazione  di  condizione  A  =  0 ,  che  deve  aver  luogo  ira  i  coef" 
fidenti  della  proposta  perché  due  delle  sue  radici  sieno  eguati  , 
non  soffre  per  ciò  alcun  nuovo  cambiamento,  comunque  V  espres" 
sione  A  a  sinistra  del  segno  di  eguaglianza  venga  moltiplicata 
per  {7 J'  —  y'5)'»^  -»•  ;  vale  a  dire  che  sarà 

(£)uM«4tva.srbOU^ 

Sia 

A/  =  ' r —  j     ovvero        a,  =  Jr -tt  , 
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e  saranno  le  grandezze  gì  9  g^j  gz  >  •  '  9m  le  radici  delta  tra* 
sformata 

e  quindi  per  la  forinola  (1) 
Il  valore  di  ^^  è 

come  può  facilmente  cedersi  ,  dividendo  per  g^  la  (i),^  e  po- 
nendo quindi  ^  =  oo  . 
Inoltre  si  ha 

Si  sostituisca  quest'espressione  nel  piodotto  n(^/  —  gkT  *  com- 
posto da  m(i» — 1)  fattori  gt  —  gkt^  eosl  si  troverà  nel  de- 
nominatore uu  prodotto  di  2m(m — 1)  fattori  ^ — $A,  ,  il  quale 
perciò  dev'essere  una  funzione  simmetrica  delle  m  radici  kg  ^ 
e  il  denominatore  esso  stesso  sarà  rappresentata  da 

e  (5'  -  5A,)(5'  -  JA,)(5'  -  JAj)  .  .  .  {ò'  -  3A„)  1"»-. 

Ma 

F(A)  =  a„  (A  -  A,)(A  -  A,)(A  _  A3) ...  (A  -  A„)  ^ 

quindi 

($'-5A,)(3^-5A,).  ,  .  .  (J'-5A„) 

=  ^  (  y  -  *0(t  -  *0-:-"(y  -  H=  T  ^  (t)=  ^  - 


P<^to  ci^,  sarà 

(A,  -  A*)' 


n(y,  -  9,Y  =(75'  -  7'd)-(«-')  n;5^ 


(3'  -  5A,)'(a  -  a*t|» 

= (7S'  _  yj)«(-.-.j(_2)    n(A,  -  A,)» , 
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«  qtlibél 

=:  (y8'  —  y'S)"»-'"  <z„».-»  n(A,  —  A*)» 
=  (7$'  -  7'a)«'-«  A(a„  a, ,  a, . . .  ««)j 

^.  C.  a«  u. 

Da  quésto  teorema  si  trae  il  oorollarlo  segtieitte,  cioè,  cbe 

96  la  detertniilaQte  delle  dae  espressioùi  lineari  7+$^,  Z+^Vv 

ovvero  la  quantità  7^' —  7'$  è  ogaale  all'  abita  ,  la  fanìiòne 

^(^o  9  ^i  »  ^a  »  •  •  •  •  cx^)  rimaDe  inalterata  quando  in  essa  si 

ponga  ^«  >  ^i>  /Si  •  •  •  i3«,  «  Inogo  di  «^ ,  a,  ,  a,  ••  »«/»• 
Dopo  questi  preliroiuariy  passo  ora  al  proposto  problema. 

Trware  it  niunero  delle  tangenti  doppie  d^una  curva 

deWordine  n.'"" 

SÓLtTZIOKC 

Sia  f{Xj  y)  =  0  l'equazione  d^una  data  curva  delT  ordine 
n.'^^  Si  rooUìptichino  i  termini  deiresprcs^ione  /[Xj  y),  che  non 
ascendono  al  grado  n,  per  tali  potenze  di  z  che  ne  risultino 
altrettanti  termini  di  n  dimensioni  ciascuno  rispetto  ad  Xj  y,  z, 
e  si  rappresenti  con  f[x,  y»  2)  la  funzione  omogenea  di  que- 
ste variabili,  che  in  tal  modo  si  ottiene.  Ordinando  la  funzione 
f,  secondo  le  dimensioni  discendenti,  come  si  disse  nel  teore- 
ma (1),  in  modo  che  sia 

si  avrà 

e  Tequazione  della  curva,  assumerà  la  forma  seguente 

dove  s'intende  per  x  una  costante  presa  a  piacere^  o  pare,  se 
si  vuole  Vuniti.  Con  la  introduzione  della  funzione  omogenea 
/[jT,  y,  z)  di  tre  variabili,  in  luogo  della  non  omogenea  f^x^  y), 
le  formolo  di  geometria  analitica  hanno  acquistata  una    posi- 
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liva  semplicità  e  simmetria,  e  senz^  quella  iotroduzione  molte 
ricerche  di  grandissimo  rilievo  noa  s'avrebbero  potato  menare 
innanzi  senza  una  nojosissima  prolissità. 

Le  ricerche  seguenti  proveranno  Tutilità  di  questo  impor- 
tante mezzo. 

Rappresentino  r  ed  j^  le  coordinate  d'un  punto  della  cur- 
va data,  e  sia  menata  per  questo  punto  la  tangente  alla  curva. 

Dinotino  p  e  q  le  coordinate  de' punti  di  questa  tangente» 
così  in  virtù  della  stessa  equazione 

SÌ  possono  le  due  coordinate  p  e  q   per  un'  unica    quantità  h 
esprimere,  ponendo 

Si  dieno,  in  queste  espressioni,  tutti  i  valori  possibili  ad  h 
da  —  00  sino  a  --f~  oo" ,  e  si  otterranno  tutti  i  diversi  puoti 
della  tangente.  Or  poiché  una  retta  taglia  una  curva  del  gra- 
do n  in  n  punti  (tra  reali  ed  immaginarii),  così  la  tangente  , 
olire  i  due  punti  che  si  riuniscono  in  quello  del  contatto,  ta- 
glierà la  stessa  curva  in  altri  n  —  2  punti.  Per  tutti  questi 
punti  comuni  alla  tangente  ed  alla  curva,,  avrà  dunque  luogo 
l'equazione 

f[p,  q,  x)=  f(x  -i-  ^  h  ,   y-  ^h,    *)=0. 
Si  ponga  per  brevità 

^  =  a,    ^  =*,     ^  =  c, 
da:  óy  àz 

e 

mancando  i  due  primi  termini  in  quest'ultima  espressione,  per* 
che  essi  spariscono  in  virtù  delle  due  equazioni 
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In  tal  modo  l'equazione  avente  per  radici  gli  n  —  2  valori  di 
ky  che  danno  gli  n — 2  punti  d' incontro  della  tangente  con  la 
curva,  sarà 

1 

A 

la  quale,  con  la  divisione  per  A^  ,  si  è  liberata  delle  due  ra- 
dici A  =  0,  corrispondenti  al  punto  di  contatto. 

Allorché  due  di  queste  n  —  2  radici  divengono  eguali,  due 
degli  n  —  2  punti  d'intersezione  si  confondono  in  un  soIo>  ov- 
vero la  tangente  ha  in  questo  punto  un  nuovo  contatto  con 
la  curva.  Rappresenti,  come  innanzi, 

Tequazione  di  condizione  che  deve  aver  luogo  tra  i  coefficienti 
^2  f  ^3  y"  •  •  ^/i  9  perchè  due  delle  radici  della  (3)  divengano 
eguali,  e  sarà  quesCequazione  A  =  0  tra  le  quantità  x  ed  y, 
quella  che  deve  aver  luogo,  oltre  airequazione  /(jr,  y,  js)=0 
della  curva  data ,  perchè  la  tangente  la  curva  nel  punto  che 
ha  per  coordinate  a?  ed  y  dìvopti  una  tangente  doppia. 

Se  ne' due  membri  della  (3)  si  ponga  yA  in  luogo  di  A,  si 
può  trasformare  V  espressione  ottenuta  di  sopra  in  un  modo 
osservabile  da  condurre  immediatamente  alla  soluzione  del 
problema  proposto. 

Secondo  una  proprietà  conosciuta  delle  funzioni  omogenee 
si  ha 

jra  -I-  y6  H-  jcc  =  «/*  =  0  , 

Se  ora  si  cavi  da  quest'equazione  il  valore  di  yi,  e  si  sosti- 
tuisca nelle  (3)  ove  in  luogo  di  A  si  pone  yA,  e  si  faccia  per 
brevità 

1  — aA  =  A, 

ne  nascerà  successivamente 


y*wa 
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y^  U3  A  -+-  y^  1*4  A'  •+- .  . . .  •+•  y"  tt/i  A"-* 


1  1 

J=  —  /(x  -H  y4A ,  y  —  yaA  ,  z)  =  -^f{x—xah—z€h,  y--yfl*,  z) 

Il  ,  ,v      A*  ^/       acA  «ai\ 

=  j^/(rA-zcA,yA,  ;zA -t-zaA)=  — /"^ar— -^,  y,  «?-+-  ~j 


Sia 

(5)    f\x  —  cA,  y,     jj  -H  oA)  =  vJi^-\-vJi^  •+•  04  A4 

jtA 
e  ponendo  —  in  luogo  di  A,  si  avrà 
A 


»,*", 


xch 


f^x--,y,z^-^^ 


jsah\       x'  «I  h*     z^  »3  A*       z*  «4  A4 


A» 


A* 


«"  •«  A" 


A» 


e  quindi  per  le  (4) 


(6). 


y' u, -h  y' Mj  A -H  y4  U4  A* 


•    •    • 


r  ^n  A"-» 


1=  j«*  t>a  A*-'  •+•  x^  t?3  A**-^  A  -f.  «4  t?4  A^H  A*  -f*  ...  H-x«t?„  A""* 


Supponiamo  nel  secondo  membro  di  qucst'  equazione  rimesso 
per  A  il  suo  valore  1  —  ah  ,  ed  il  risuitamento  sviluppato  se- 
condo le  potenze  di  A  in  modo  che  sia 


(7) 


iz"  /3,  -+-z'  /33  A  -+-  z'  /Si  A"  H-  .  .  .  -+-  z»  /S„  A"-' 

l=z'vì  A"-'  -+-  z'  «3  A"-'  A  4-  z4  «4  A»-<  A'  -+-  ...  -h  xfv„  A""', 
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(8). 


y'  «a  H-  y'  «,j  A  ■+"  y*  «4  A*  -+•  •  •  •  •  +  y"  «n  A»-' 


I-» 


=  «" /3* H- z* /Sj  A  4- jr' jSi  A' H -+-«*/2„A"    , 

donde  si  trae 


(9)    y'«,=w'/3a ,  y3u3  =  z'^ì  ,  y*  «4 = «'^4  . . . .  y«  m„  =  «*,S„. 
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Queste  equazioni  daano  dapprima  ana  trasformazione  de'coef- 
fidenti  y^Uij  ottenuta  merco  l'equazioneY=3  0  della  curva. 
Quando  nell'identità  (2) 

A(«/o,    «.i^S    0,,^- a^l'^-) 

Si  ponga  in  luogo  di  oci  *  ^  »  m ,  B^ ,  B^  rispettivamente 

^i+2  ,  y  ,  «  —  2 ,  2  ,  n 
ai  otterrà  Tequaiione  identica 

A(yX  y  y'«3  j  yH  ^  •  •  •  y''w«)=  yt'*"^^^'*'^'^  ^(«3  ,v  «3 ,  «4 .  • .  w/i)- 

Le  equazioni  (9)  danno  inoltre 

A(y'««a  >  y^««3  9  y*W4 ,  ....  yu/i)  =  A(«^/3a ,  «'/Ss ,  «'/34, ...  «'/3«), 

quindi 

yl»-3)(«+>)  A(i*^  ,  1*3  ,  «4 .,  ...  u«)  =  A(«*/S,  ,  *^/33 ,  2^^4  .  . .  M%,). 

Si  osservi  che  la  determinante  delle  due  funzioni  lineari  di  A, 
cioè  A  =  1 — ah  ed  A^  ò  Vunitày  quindf  dalla  (7),  e  mercè  il 
teorema  (3)  consegue  Tequazione  identica 

e  perciò 

e  poiché  si  ha  pure  l'identità 

sarà  finalmente 

(10)  y(«-3)(«**)  A(ii„  wa,  ti4, ...  W;,)  =  ;sM)(«-^')  A(t?^,  t?3,  t?4 , ...  Vn). 
Poiché  le  quantità  a,  i,  e  sono  funzioni  omogenee  di  x^  y,  Sj 
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e  tutte  dello  slesso  ordine  {n — 1)'"%  ne  segue  che  i  coefficienti 
di  A'  nello  sviluppo  delle  espressioni 

(")    \\ 

Irr  f\p^-^ch ,  y,  z  -+-  oA)  =  tj^  -+-  t?3  A  -ht?4  A*-4^  ...  -H  Vn  A"-*, 

ovvero  le  grandezze  t«/+2  9  t7/^3  9  e  perciò  ancora  i  due  mem- 
bri della  (10)  saranno  anch*essi  funzioni  omogenee  di  x,  y,  Zy 
e  dello  stess'ordine.  Segue  pure  da  ciò  che  la  trasformazione» 
in  virtù  della  quale  ottengonsi  le  (9)  e  (10),  consiste  nel  porre 
in  luogo  della  funzione  omogenea  yA  un'  altra  funzione  pari- 
mente omogenea  —^(xa  -h  zc),  con  che  una  funzione  omogenea 
di  Xj  y,  z  non  cessa  di  esser  tale,  e  dello  stesso  ordine. 
Ponendo  js  =  1,  risulta  dalla  (10),  che  la  funzione 

si  può,  mercé  la  proposta  equazione /*=  0,  cambiare  nella 
funzione  A(i?a ,  t?3  ,  i;^  ,  .  .  .  V/i).  Quindi  conforme  al  teorema 

1.'^''  la  stessa  funzione  A{u2  ,  »3  ,  U4  , Un)  si  trasforma 

in  un*altra  A' ,  il  cui  grado  è  di  (n— 3)(n+2)  unità  inferiore 
a  quello  di  A{v^  >  V3  ,  t?4  ,  •  ,  ♦  t?«). 

L*  applicazione  del  teorema  1.'"''  richiede  però,  che  i  ter- 
mini delle  più  alte  dimensioni  in  f  non  sieno  divisibili  per  y , 
ovvero  che  tra  questi  termini  non  manchi  il  termine  af*.  Ciò 
può  sempre  conseguirsi  merce  una  semplice  trasformazione  di 
coordinate. 

Si  rappresenti  con  B^  il  grado  di  Vi.^ ,  e ,  come  lo  iodica 
la  seconda  delle  (11),  i  numeri  60,61,83^...  B^.^  for- 
mano una  progressione  aritmetica  di  differenza  fi  —  2 ,  ed  il 
primo  e  l'ultimo  termine  saranno 

Bo  =  n  —  2-f.2(n— l)==3n  — 4  ,     B;,-^  =  n(n  ^  1). 

Sostituendo  questi  valori  nella  formola  del  teorema  2.*^  ed  os« 
servando  nel  tempo  stesso  che  m  =  n  —  2  ,  si  troverà  in  con- 
clusione essere 
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(«  — 3)(Bo  -t-  B„.,)=  (n  —  3)(«'  -1-2»  -  4) 

il  grado  dell'espressione  à{v^ ,  V3 ,  «4  , .  . .  v„)',  e  quindi  qnelio 
di  A'  sarà 

(n— 3)(B»-4-2n— 4)  —  (n— 3)(n  -4-  2)  =  (n  —  3)(n'  -4-  n  —'6) 

=  (n  —  3)(n  -H  3)>  —  2)  =(n  —  2)(n*  —  9), 

e  perciò  la  funzione  A(iia ,  «3 ,  114  ,  .  .  .  U/,)  »  mercé  T  equa- 
zione f=Oj  si  cangerà  in  un'altra  A\  che  si  eleva  soltanto 
al  grado  {n — 2)(n^— <9).  Si  può  dunque  al  sistema  di  equa- 
zioni 

/*=  0,  A(w2 ,  113,  «4  ,  .  .  .  U/,)  =0 

sostituir  quello  delle  altre  due  f  =  0  j  A'  =  0,  la  prima  delle 
quali  è  del  grado  n ,  e  la  seconda  del  grado  (n — 2)(n' — 9),  e 
ciascun  sistema  di  valori  di  x  ed  y,  il  quale  soddisfa  al  pri- 
mo sistema,  soddisferà  pure  al  secondo. 

Alle  equazioni  /*=0  ,  A'  =0  soddisfanno,  in  generale, 

n{n  —  2Xn'  —  9) 

sistemi  di  valori  di  x  ed  y.  Tali  sistemi  possono  ,  por  ciò  , 
dare  anche  quelli  che  soddisfanno  alle  f=0  e  A(u2,  t«3,  ...  U//|=0, 
ovvero  quelli  che  soddisfanno  la  /*=  U  ,  e  che  sostituiti  nelle 
funzioni  u,  ,  U3  ,  .  .  .  t«/} ,  fanno  a  queste  funzioni  acquistare 
tali  valori,  che  l'equazione 

u  =  ^3  +  ti3  A  -h  U4  A^  H-  • . .  -+-  M/j  A""^ 

« 
ammetta  due   radici  eguali.  Questi  valori    di  a?  ed  y  sono  le 

coordinate  di  ciascun  punto  delle  curva  data  del  grado  n."*^ 
(/*=0)  ,  i  quali  godono  la  proprietà,  che  la  tangente  alla  curva 
per  uno  di  essi  condotta,  tocca  la  curva  in  un  altro  punto,  ov- 
,  vero  è  una  tangente  doppia  :  in  altri  termini  questi  valori  di 
X  ed  y  sono  le  coordinale  de'  punti  di  contatto  della  curva 
con  le  sue  tangenti  doppie.  Segue  dal  detto  qui  innanzi,  che 
questi  punti  sono  quelli  in  cui  si  tagliano  la  curva  del  grado 
n.*"*  (f^O)  e  l'altra  (A'-O)  il  cui  grado,  generalmente,  si  ele- 
va ad  (n  —  2]{n^ —  9);  e  che  perciò^  in  generale  iV numero  de' 


1 
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punti  di  contatto  y  che  ha  una  curva  del  grado  n.*"'    con  le  sue 
tangenti  doppie^  ascende  ad  n{n  —  2)(n*  —  9). 

Di  tutti  i  ponti  di  contatto  delle  tangenti  doppie,  due  sem- 
pre appartengono  ad  una  medesima  tangente ,  e  perciò  la  se- 
misomma del  namero  précédente  ,  è  il  numero  delle  tangenti 
doppie.  Pertanto  le  curve  del  grado  n."'''  hanno  in  generale 

■1  n(n  -  2)(n'  -  9) 

tangenti  doppie;  e.  e.  b.  d. 

Il  teorema  or  dimostrato  dipende  interamente  dalla  osser- 
vabile equazione  (13)^  la  quale  a  sua  volta  si  trac  dall'equa- 
zione  (4) 

Pongasi 

A=l  — aA,    B=l— 6A,    C=l  — cA, 

A'=l-+-aA,     B'  =  l-f-ftA,     C'=l-4-cA, 

inoltre  si  faccia 

/{x,  y  H-  cA  ,  z  —  *A)  =  9  (A) , 

/{a:  —  cA  ,  y  ,  X  -f-aA)  =  ^ ,(A) , 

f{x  -h  *A,  y  —  aA  ,  jb)  =  (pa(A)  , 

e  si  trarranno,  precisamente  allo  stesso  modo  come  si  è  otte- 
nuta la  (4)>  le  equazioni  qui  appresso 

(12)      j  9  (zh)  ^  A"  9,(^),  9,(xA)=B'«  9  (^)  , 

9.(xA)  =  C«  9  (?^),  9(yA)  =  C>,(^)  . 

Dalla  prima  delle  due  formole  che  trovansi  nella  prima  li- 
nea orizzontale  si  trac  la  (10);  la  stessa  avrebbesi  potuto  an- 
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cora  trarre  dalla  seconda  forinola  della  medesima  linea.  Dalle 
formole  contenute  nelle  altre  due  linee  orizzontali,  si  traggono 
due  equazioni  analoghe  alla  (10)^  ciascuna  delle  quali  ottiensi 
indifferentemente  dall'  una  o  dall'altra  formola  scritte  in  una 
stessa  linea  orizzontale.  Riunirò  questi  risultamenti  nel  se- 
guente teorema. 

Si  rappresenti  con  A{oc^ ,  pCi  ,  età  ,  •  •  .  a„)  la  funzione  ra- 
zionale ed  intera  delle  quantità  ^  9  ^i  ^  0*2  «  •  • .  6U  ^  dell'or- 
dine (2m  -^  S)"**,  la  quale  eguagliata  a  zero  dia  la  condizione, 
perchè  un'equazione 

0  =  <x^-v-  Ofi  h  -+-«2*2  H-  .  .  .  -H  «m  A*" 

ahbia  due  radici  eguali;  sia  inoltre  f(x^  y,  z)  una  funzione  ra- 
zionale intera  ed  omogenea  della  quantità  spj  y,  z^  e  dell'ordi- 
ne n.'"''  ;  finalmente  si  ponga 

(p  (A)  s=zf(xy  yH-j-  A,  z  -*.  j-  h  j=tOjA*-M03A3H-w4A4-f....-hti»/iA'', 
A{ti2  >  «3  »  .  . .  w„)  =  A  ,     A(t;a ,  «3  ,  ,  .  .  v„)=  Al  , 

ove  A,  A,,  A2  sieno  funzioni  omogenee  di  x^  y^  z  dell'ordine 
(n — 3)(n*-+-2n — 4);  e  si  avranno  dall'equazione  f[xyyjz)-Q 
la  proporzioni 

(13)         A  :  Al  :  A,  :  :  zi'^^ìl^-^^'ì  :  y{«-3)(«+^)  :  xi''-H-*-^ì  . 

Aggiungerò  ancora  al  precedente  teorema  alcune  altre  rifles- 
sioni 9  le  quali  sono  inoltre  proprie  a  spandere  maggior  luce 
sul  metodo  quivi  innanzi  applicato 


y4 
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SUL   NUMERO   de'  PUNTI   DI     FLESSO. 


La  discussioae  precedente  dà  pure  il  namero  de*  punti  di 
flesso  d'una  curva  del  grado  nJ^"*  Quando  l'equazione 

=  Wa  A*  -h  W3  A'^  -+-  «4  A^  -H .  .  . .  -H  Un  A", 

che  ha  due  radici  A  =  0 ,  ne  abbia  ancora  una  terza  eguale 
a  zero,  il  che  esige  la  condizione  u,  =  0 ,  questa  triplice  ra- 
dice corrisponderà  a  tre  punti  d'intersezione  della  tangente  e 
della  curva,  riunitisi  in  un  solo  ,  ovvero  il  punto  di  contallo 
sarà  un  punto  di  flesso.  I  valori  di  a;  ed  ^,  i  quali  oltre  l'equa- 
zione /'  =  0  soddisfanno  eziandio  l'altra  u^^^zQ^  sono,  per  ciò, 
le  coordinate  d'un  punto  di  flesso  della  curva  data.  Or  il  gra- 
do della  funzione  u^  può,  mercè  la  proposta  equazione  /*  =  0,  ab- 
bassarsi di  due  unitàf  come  dalle  formolo  innanzi  trovate  risul- 
ta. In  effetti  risulta  dalla  (6),  quando  in  essa  si  ponga  A==0,  A=l, 

y^  U2  =  z""  v^. 

In  quest'  equazioni  le  espressioni  U2  9  v^  sono  funzioni  omo- 
genee razionali,  ed  intere  di  Xj  y,  z,  e  dell'ordine 

n  —  2  -4-  2(n  —  1)  =  3n  —  4. 

Quindi  si  faccia  2  =  1,  risulterà  essere  y^  u^  eguale  ad  una 
funzione  v^  la  quale  rispetto  ad  a:  ed  y  é  d'un  grado  di  due 
unità  più  basso.  A  norma  dunque  del  teorema  1.*"^  anche  il 
grado  di  u^  può  essere  egualmente  abbassato  di  due  unità  , 
ovvero  u^  viene  rimpiazzala  da  una  funzione  u*^  del  grado 
3n  —  6.  I  punti  di  flesso  d'una  curva  data  (/*=  0)  sono  per- 
ciò i  punti  d'intersezione  di  essa  con  un'altra  curva  (u'2=0) 
del  grado  3(ii  —  2),  e  quindi  il  numero  de'punti  di  flesso  d^una 
curva  del  grado  n.""»  è,  in  generale  3n(n — 2)j  la  quale  formola 
è  quella  stessa  trovala  dal  Sig.  Plucker. 
La  formola  (6) 
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y*  w^  -4-  y3  Wj  A  -f-  y'^  «4  A*  -h  .  .  .  -4-  y"  Un  A»-* 

=  jk""  t?2  A'*  -*  -H  5^  t)j  A'-^  A  -4-  ...  -H  4*  t?;,  A»-» 

mostra  però  che  anche  tutte  le  rimanenti  funzioni  Uj  ^  ti'^ .  .  •  U/i 
mercé  Vequazione  /*=  0  ,  H  riducono  ad  altre  d'un  grado  di  due 
unità  inferiore.  In  effetto  sostitaiscasi  ìd  qtfesta  forinola  in  luo- 
go di  A  il  suo  valore  1  —  ah  ^  e  si  eguaglino  i  coefficienti 
delle  stesse  potenze  di  A  ne^due  membri,  e  si  avrà  che^'^tt^, 
generalmente  parlando  ,  è  uguale  ad  xina  funzione  omogenea 
di  x,  y,  z  dello  stesso  ordine,  la  quale  contiene  z^;  e  però  ^ 
rispetto  ad  X  ed  y  il  grado  di  questa  funzione  sarà  di  due 
unità  inferiore  a  quello  di^y'^Um*'  laonde  giusta  il  teorema  1'"'' 
anche  u^  può  ridursi  ad  un^altra  funzione  d'^un  grado  di  due 
unità  più  basso. 

Dall'equazione  precedente  si  ottengono  le  seguenti,  le  quali 
posson  servire  ed  esprimere  u^  per  t?^  ,  cioè  : 

y^  Ila  =^*  t;a ,         y^  M3  =  «^  t^s  —  (n  —  2)z^à  t?a  « 

r              ,             /          «V    ri                {^ — 3)(n — 2)     -    2 
y4  Ù4  =js4  V4  —  (n  —  3)  z'a  vt,  -t- ^  %   à"  v^^ 

M.9     Ji 

ed  in  generale 

y"  u^=  z*^  !?,„  —  (»  —  m  4-  \)z'^'^  a  r^-x 
(n  —  m'H-  l)(n  —  m  -f-  2) 


js~-*  «^  t?«-, 


12  ^      --     '""" 

(n  —  m  -4-  l)(n  —  m  -+-  2)(n  —  m  -h  3) 

(14)  {  rr273 


«'^-3  a*^  17^-3 


(»  —  m-f-1  n— mH-2).  .  .  (n  —  2)    „      •-, 
•1.2 (w  — 2) 

Le  formole  inverse,  le  quali  servono  ad  esprimere*  v^  per  u 
si  traggono  dall'equazione  (12) 

f,(zh)  =  A'-  fj^) 
Annali  di  Scienze  Mat.  e  Fis^  T.  IL  Settembre  1851.  29 
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In  effetti  se  nella  (6)  che  corrisponde  all'equazione  simbo- 
lica 


?,  (yA)=A»?.(p) 


si  volti  ti/  iQ  Vi ,  yyìnze  reciprocamente,  e  nel  tempo  stesso 
si  ponga  A'  io  luogo  di  A,  con  che  •*-  a  si  cambia  ìb  +  a , 
si  ottiene  Tequazioqe 

H-  y5  ti3  A«-3  Ah- -i-  y"  M„ *'•"''  , 

la  quale  corrisponde  all'altra  equazione  simbolica 


9.(.A)  =  A'«y,(yl); 


Segue  dunque  da  ciò  che  per  ottenero  v,-  espresso  in  u,  ba- 
sterà cambiare  nella  (14)  n«  in  Vi  ,  y  in  z  e  reciprocamente,. e 
porre  nel  tempo  stesso  —  a  in  luogo  di  a. 

In  modo  simile,  dallo  sviluppo  della  prima  delle  seconde 
(12)  pttiensi  T  espressione  di  Wn  per  u^^  e  poi  cangiando  in 
questa  w^  i^  u^  ^  x  in  x  e  reciprocamenlCi  e  nel  tempo  stesso 
ponendo  —  A  in  luogo  di  A  si  otterrà  V  espressione  di  «^  in 
w„.  Ed  in  fine  sviluppando  la  prima  delle  terze  (Vi)  si  otterrà 
r  espressione  di  v^  .  in  funzione  di  tO;„  ,  e  poi  cangiando  tc^ 
in  Wn  j  X  in  y  é  reciprocamente,  e  ponendo  nel  tempo  stesso 
—  e  in  luogo  di  e,  si  ^yrà  l'espressione  che  dà  w^  iu  funzione 
di  Vn  '  Così  facendo  si  ottengono  le  equazioni  jche  qui  appresso 
seguono,  le  quali  esprimono  lo  grandezze  spettanti  ad  ufto  de* 
sistemi  ^di  coefficienti  u^ì  v^^  te,,,,  per  mezzo  di  quelle  spet- 
tanti ad  uno  degli  altri  due.  In  cotal  modo  dalle  (13),  e  po- 
nendo per  brevità 

_-        (n  — m-4-  ì){n  —  m-f-  2)  . .  . .  (n  —  m  -f-i) 
^'  = 1.2 .• ' 

si  traggono  le  sci  equazioni  seguenti 


'«—2 
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'y  u^  =  5'"  v„  —  M,  z-—  a  »„.,  -H  M:,  z»-*  a'  », 

|J^'"  v„,  ==  y"'  wj,^  —  M,  y^-'  cw„,^,  -h  Mi  y»-"  e  tr^^.^ 

«'^  «^/i.  =  y"  «m  H-  M,  y^-'  a  u^-,  -j-  M3  y*^*  a'  tt^.^ 
|j-'  ««  =  z~  tr^,  -f-  M.  z"-^  i  tt>^.,  4-  M:,  zT'^  K"  to^.3 

J'"  «Oi«  =  a;«  t?;«  H-  M,  x"'-'  e  t;^-,  -j-  M^  •t?'^*  e'  fj,„.j 

-f- -4- M^-:,  x' c"-^  t;^  . 

Per  m  =2  si  ba 

(16)  Wa  :  t?2  5  «^a  :  :  Jj'  :  y^  :  X*  , 

otTero  le  dae  equazioni 

(a  prima  delle  qaali  è  stata  adoperata  per  determinare  il  na- 
inero  dé^panti  di  flesso^  a  qual  fine  si  avrebbe  potuto  impie* 
gare,  in  modo  affatto  simile  alla  prima^  anche  la  seconda. 

SUL   MUMEAO   DELLE   TANGEISTI    COMUNI   A   DUE   CURVE. 

Il  metodo  precedentemente  adoperato  per  la  determinazio- 
ne del  numero  delle  tangenti  doppie  ,  può  servire  eziandio  a 
determinare  il  numero  delle  tangenti  comuni,  cbe  si  posson  con- 
durre a  due  date  curve  algebriche,  senza  che  si  chiami  in  soc- 
CQT%o  la  teorica  delle  polari  reciproche. 

Sieno  fp{xy  y,  a)  e  f{xy  y,  z)  funzioni  omogenee  di  x^  V9  ^ 
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àeìVm."''*  e  dell'  n.*"*  grado.  Bappresentino  a?  ed  y  le  coordi- 
nale d'uQ  punto,  e  z  una  costante,  V  uniid ,  per  esempio  ;  sa- 
ranno cosi 

9(^j  y>  ^)  =  0  ,         /{x,  y,  z)  =  0 

le  equazioni  di  due  curve  dell'  m.""',  dell'  n.*"^  grado  ,  che  in 
grazia  di  brevità,  chiamerò  f  ed  /*. 

Sieno  2:  ed  y  le  coordinate  d^  un  punto  P  della  curva  f; 
e  si  ponga  novellamente 

^/■_„    ^f-i    ^f-„ 
d^-"'  %=*'  di-"' 

e,  come  innanzi  si  è  veduto ,  le  coordinate  />  0  9  de'  diversi 
punti  della  tangente  condotta  alla  curva  pel  punto  P,  possonsi, 
mercè  una  sola  quantità  A,  determinare  con  le  formolo 

p  =  x-HÌA,         y3=;y-^  ah. 

I  valori  di  A,  i  quali  corrispondono  ai  punti  d'intersezione  di 
questa  tangente  con  la  curva  9  ,  saranno  quindi  detcrminati 
mediante  l'equazione 

9  (Py  ?>  ^)  ^=  ?(^  -h-  bh  j  y  —  aA  ,  jk)  =  0  . 

L'equazione  di  condizione,  che  deve  aver  luogo  tra  le  quanti'à 
^9  Vj  perchè  quest'equazione  ammetta  due  radici  eguali  ,  de- 
termina ogni  punto  P  della  curva  /*,  il  quale  gode  la  proprietà 
che  la  tangente  per  esso  condotta  ,  tocca  pure  la  curva  f,  II 
numero  delle  tangenti  comuni ,  che  si  posson  condurre  alle 
due  curve  /'e  f,  sarà  eguale  al  numero  di  questi  punti. 
Sia 

0  =  f{sc  -H  éA  ,  y  —  «A,  jb)  =  Uf,  -4- 11,  A  -f.  u^  A*  n- ....  -f-M^  A*"; 

e  l'equazione  di  condizione  che  deve  aver  luogo  tra  le  quan- 
tità t^^  ^  tix  ,  U2  ,  . . . .  u^  ,  perchè  questa  equazione  abbia  due 
radici  eguali,  sarà  . 

ove  A  è  una  funzione  omogenea  delle  quantità  u^ ,  Ui ,  u^  ,  ...  u^ 
e  dell'ordine  (2m —  2),'^  Questa  funzione  può  essere  abbas- 
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sata  di  grado  mercè  Tequazione  f{xj  y,  ;;)  =:0^  come  risulta 

dalla  seguente  discussione. 

Poiché 

jca  H-  y6  H-  j?c  =  «/"  =  0  , 

ponendo  A=  1  —  ah  ^  si  avrà 

(p(x  H-  ybhy  y  —  yak)  =  (p(x  —  xah  H-  zcA  ,  y  —  yahy  z) 

=±i  (p(xA  —  zch ,  yA,  zX  H-  zah)  =  A*"  mx — ,  y  z-^--] 

\  A  A  /. 

Pongasi  quindi 

(p{x  —  cA,  y,  jj  -H  oA)  =  1?^  •+•  t^i  A  -H  v^hi^  •+•  ....  4-  v^»  A*^  , 
e  si  dovrà  avere  uno  stesso   risultamento   quando  in    questa 

formola  si  ponga  —  in  lungo  di  A ,  e  poi   si  moltiplichi   per 

A 

A*"  9  e  quando  si  ponga  yh  in  luogo  di  y  neirespressione 
(p{x  4-  6A ,  y  —  aA,  «)  =  Uo  «+•  «1  A  -f-  tia  A^  -+- .'.  .  *4-  u^  A*"  . 
Laonde  ne  nascerà  l'equazione 

w«  •+•  ywi  A  -H  y*  ti^  A*  -H .  - .  --^y'^  u„.  A"* 
=  t?_  A*"  H-z  t?,  A"»-'  A  -f-  z*  tJa  A»"-*  A*  -h . . .  -h  z"-  !?;„  A*"  . 


Suppongasi  nel  secondo  membro  di  quest'  equazione  rimesso 
per  A  il  suo  valore  1  —  ah  j  e  quindi  siasi  sviluppato  ed  or- 
dinato secondo  le  potenze  di  A  in  modo  che  s'abbia 

(17)  \ 

(=t?oA'«-+-  z  t?i  A'^-"  A  H- ;5*  ©2  4*"-*  A*  4-  .  . . -f- «~  V;^  A»", 

e  si  avrà  cosi 

(18)      ti^=^o>  y«i=i3i>  y^«2=/3a,  .  .  -  y'^wm  =  i3m- 

In  seguito  dalla  formola  (17)',  e  pel  teorema  3.°  si  dedace  1' 
identità 


À 
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ed,  in  Yirtù  delle  (IS), 

Or  dal  teorema  d.°  segue,  che  ponendo  invece  delle  due  fun- 
zioni lineari  di  h  le  espressioni  1  e  2  A,  oppure  1  ed  yA ,  le 
cui  determinanti  sono  z  ed  y,  debbonsi  avere  le  identità 

AK  »  y  w, ,  y^i#2  ,  . .  .  y'«  11^.)  =  y»!'"-')  A(uo  ,tt,  ,  u^  ,  . .  .  u„). 
Laonde  sarà 

Le  due  espressioni  a  dritta  soìio  due  funzioni  omogenee  di 
^^y,z  e  dello  stesso  grado.  Ponendo  pertanto  js  =  1^  si  eoo- 
chiude  dalla  (19)  che  la  funzione 

si  può^  mercé  Tequazione  /*=  0,  cambiare  nelPallra 

Quindi,  conforme  al  teorema  1'"'',  la  stessa  funzione 

A{tt0  ,    tt,  ,    f«2  ,    .  . .    u,„) 

si  pud>  mercé  lequaxioac  /':=0^  mutare  io  un  altra  funzione 
razionale  ed  intera  A' ,  il  cui  grado  sia  di  m'  —  m  unità  in- 
feriore a  quello  di  A(t)^ ,  t?i  >  t?^  ^  •  •  •  •  t^,„).  Rappresenti  B/  il 
grado  di  Vi  ;  ì  termini  B^  ,  B, ,  B^  . .  •  •  B,,»  formeranno  in  tal 
caso  una  progressione  aritmetica,  e  sarà 

B^=  m  ,  .  .  .  .  B^=^m  (n—  1)  ; 

quindi,  a  norma  del  teorema  2.''^  la  funzione  A(v^ ,  t), ,  Vj, ,  ...  r„) 
si  eleverà  al  grado 

(w  — 1)  (Bo  H- B,,')  =  mn  (m  —  1), 

e  la  funzione  A',  nella  quale  si  muta  A  ,  mercè  V  equazione 
/*=0,  si  eleverà  al  grado 
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mt^m — 1)  —  m(m  —  1)  =  tn{m  —  ì){n  —  1). 

Pertanto  i  ponti  P  della  curva  /*,  ì  quali  godono  la  proprietà, 
che  le  tangenti  per  essi  condotte  alla  stessa  curva,  toccano  ezian- 
dio la  curva  o/sono  i  punti  d' intersezione  della  curva  f  del 
grado  n.'"''  con  una  curva  del  grado  m(m—i){m — [ì)  ,  la  cui 
equazione  è  A'  =  0,  e  però  il  numero  di  questi  punti,  ovvero 
il  numero  delle  tangenti  comuni  alle  due  curve  /*  e  ^  ,  è  in 

generale 

fnn(m  — 1){»  —  !). 

Qucsio  è  precisamente  il  numero  che  ottìcnsi  con  la  conside- 
razione delle  curve  polari.  Sieno  in  efrello  f  e  (p'  le  curve 
polari  dì  f  e  f  i  ogni  tangente  comune  ad  /*  e  9  corrisponde 
ad  un  punto  d^intersezione  di  f  e  f'.  Ma  queste  curve  sono 
rispettivamente  del  grado  n(n  —  1)  ed  fn(m  —  1) ,  quindi  il 
numero  de*loro  punti  d^intersezione  é  in  generale  mn(m'ì){n'ì) ^ 
e  questo  è  nel  tempo  stesso  il  numero  delle  tangenti  comuni 
alle  due  curve  f  e  <p. 


NOTA 

01  R.  ncBiiiri 

Quando  nel  maggio  del  1844  furono  in  Napoli  llmmortale 
Jacobi  ,  di  cui  i  cultori  delle  scienze  esatte  bene  a  ragione 
rimpiangono  Timmalura  perdita,  ed  il  distintissimo  professore 
Steiner  di  Berlino  ,  volle  questi  compiacersi  communicare  al 
nostro  Ch.  Professor  Padìda  parecchi  de*risnltamenti  generali 
da  lui  ottenuti  mercé  considerazioni  puramente  geometriche.  Il 
nostro  Professor  napolitano  si  sentì  spinto  a  dedurre  que*  me- 
desimi risultamenti  da  una  analisi  tutta  algebrica,  e  vi  riuscì 
facilmente,  anzi  conseguì  deVisnUamenti  affatto  nuovi  (^);  con-» 


(*)  Fra  gli  altri  è  degno  di  qualche  considerazione  il  seguente  :  la 
differenza  tra  due  evolventi  d'una  medesima  evoluta  è  uguale  ad  un  arco 
di  cerchio  avente  per  raggio  la  loro  distanza  scambievole^  e  che  misura  l' 
angolo  comtireso  dalle  due  normali  estreme  comuni  alle  curve  date;  di  gui- 
sa che  ne  consegue  che  la  rettificazione  di  tutte  le  evolventi  d'una  mede- 
sima evoluta^  comunque  di  grado  diverso  ,  discendoao  da  quelle  d'  una 
sola  tra  6$ae,'  cosi  la  rettificazìoiie  di  tutte  ie  evolventi  dell*  evoluta  della  i 

parabola  dipende  dalla  rettificazione  della  parabola; la  rettificazione  di  lui^  1 


I 
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sacrando  il  tatto  in  una  Memoria  inserita  nel  RendicorUo  delT 
Accademia  delle  Scienze  di  Napoli  per  l'anno  1845.  Tra  ie  varie 
questioni  già  risolate  dal  professore  di  Berlino,  quelle  yì  era- 
no in  cui  trattavasl  di  determinare  il  numero  de'purUidi  flesso, 
quello  delle  tangenti  doppie,  e  quello  de'punti  doppii ,  che  am- 
metter potesse  una  curva  algebrica,  e  i  risuilamenti  ai  quali  il 
Professor  Padula  pervenne  furono,  come  esser  doveva,  identi- 
ci a  quei  dello  Steiner;  ma  dalPanalisi  istituita  per  la  ricerca 
del  numero  de*punti  di  flesso^  ne  ottenne  anche  il  metodo  co- 
me deterùiinare  questi  punti  :  questo  metodo  è  quello  che  qui 
appresso  ricapitoliamo. 
Sia 

(1)  /!*,  y)  =  0 

Tcquazionc  d'una  curva  del  grado  m,  liberata  da  radicali  e  da 
rotti.  La  condizione  mercè  la  quale  si  determinano  i  punti  di 
flesso,  è  per  la  teorica  iepunti  singolari 

^  '      \dx)   dy'  Ax  òy  da-dy^  \dyf   Ax' 

Or  se  si  rappresenta  con  (p  il  complesso  de'  termini  delle  di- 
mensioni m.'"^  ed  (m — l)*"**  ,  che  entrano  nel  primo  membro 
della  (1),  con  tjf  il  complesso  di  tutti  gli  altri  termini,  in  mo- 
do che  sia  f  =s  (p -\^  ^ly  la  (2)  diverrà 

f(d?      A^.'  /i!?.  .   ^\  ^/^   .    ^V  /— ^-^  ^>\ 
Xdx'^  dx)   \  dy'       dy'  /      \dy       dyl   \  dx^         dy  / 

(3)  { 

\dx       dx/Vdy        dy/\dxdy         dxdyf 
ed  il  primo  membro  di  quest'equazione  conterrà  la  parte 

(4)      /^\'^  _  2 ^  ^  ^  ^  l^l\  ^ 
^'       Vda;/  dy'  da?  dy  dady       \dy/     da:"    ' 


le  evolventi  dell'evoluta  deirellisse  dipende  dalla  rettificazione  di  qiiest' 
ultima.  Ciò  trovasi  anche  fin  dal  1811  in  una  Memoria  del  Sig.  Bordoni 
(Società  Italiana  tom.  16  pag.  93.) 
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che  SI  deva  al  grado  3m —  4>  ed  altri  termioi  che  non  ecce- 
deranno il  grado  3m  —  6,  come  è  facile  assicurarsene,  riflet- 
tendo al  grado  delle  derivate  parziali  che  entrano  in  (4)  ed  in 
(3).  Ma  quest'espressione  (A)^  partendo  dal  noto  principio  dell\ 
omogeneità  delle  funzioni,  e  dinotando  con  fi  il  complesso  de* 
termini  della  dimensione  (m — l)"'^  che  entrano  in  f  ,  trovasi 
discendere  dall'equazione  seguente  : 

^  ^  LVdoi/     dy'  da:  dy  dxdy       \dy/    dx'  J  ~ 

\      \  dx  J  d«^  dx      d«    dxdy     V  dy  '    dx' 

:5)  = 
(     -"»("-*)  4i:f  v  ~  diyj  ' 

ed  il  secondo  membro  di  quest*eqnazione  non  eccede  il  grado 
3m  — .  6.  Quindi  in  conclusione  il  grado  della  (3)  non  sorpas- 
serà 3w —  6=  3{m  —  2)  ;  e  però  combinata  questa  (3)  con 
la  proposta  (1),  s' avrà  un'  equazione  finale  non  eccedente  il 
grado  3m(m  —  2)^  e  questo  numero  indicherà  appunto  il  mas- 
simo numero  di  punti  di  flesso  che  possa  ammettere  una  curva 
del  {[rado  m.'"'',  come  già  si  sapeva  ,  per  altra  via.  Pertanto  y 
nella  pratica^  dopo  essersi  formate  le  derivate  parziali 

dy       dy,        d^y         d^y         d'y 
àx        dy         dx^         dy^       dxdy 

mercè  la  proposta  equazione  (1),  si  sostituiranno  essi  nel  se- 
condo men^bro  della  (5),  e  si  avrà  cosi  Tespressione  finita  del- 
la (4),  la  quale  sostituita  in  (3)  insieme  ai  valori   delle   altre 

derivate  • 

dy      dy      _d>       j£j^      _d> 

di'  '  dy  '    do:"    V  dy"    '  da:dy  ' 

tratti  pur  essi  dalla  (l),  daranno  sotto  forma  finita  Tequazione 
di  grado  3(m — 2)  che  devesi  combinar  con  la  proposta  per  ot- 
tenere i  punti  di  flesso  della  curva  data. 
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Or  dalla  Memoria  anlccedeote  rìsolla,  che  il  metodo  dct 

Jacobi  consìste  pur  esso  a  combinare  Tequazione  proposta  f-  0 
con  un'altra  equazione  del  grado  3(m — 2)  della  forma  simbo- 
lica 


(6) 


«.-  { j L~r      * 

lo  lo 


in  cui  U2J  come  è  facile  assicurarsene  dallo  sviluppo  di 

/(a? -H oA  ,  y—bhyz) 

indicato  nella  riferita  Memoria  j  è  appunto  il  primo  membro 
della  (2),  e  le  espressioni  Ua  9  ^  9  t'z  9  i  dinotano  rispettivamente 
i  complessi  de'termioi  della  m.'"^  e  delle  (ni — 1)'"^  dimensione 
che  entrano  in  U2  9  mentre  f^  ed  f^  indicano  pur  essi ,  e  ri- 
spettivamente i  complessi  determini  della  dimensiono  m.'"^  e 
della  (m — 1)'"^  che  entrano  in  f.  Però  le  operazioni  successi- 
ve da  farsi  sulla  (6)  per  ridurla  in  nfodo  da  combinarsi  con  la 
(1),  ci  sembrano  più  numerose  di  quelle  che  si  hanno  a  fare 
per  aver  la  (3)  che  si  adopera  col  metodo  precedente  :  d'altron- 
de questo  non  richiede  alcuna  particolare  condizione,  come  é 
richiesta  nell'uso  della  formola  (6) ,  e  che  consiste  nel  non  es^ 
sere  la  proposta  equazione  /*=:  0  priva  del  termine  in  af^  ;  la. 
quale  condizione  non  verificandosi,  dovrebbesi  aggiungere  un' 
altra  operazione  ausiliaria,  cioè  una  trasformazione  di  coordi- 
nate. Crediamo  dunque  che  il  metodo  del  Prof.  Padula  ,  il 
quale  già  vanta  un'epoca  anteriore  a  quello  di  Jacobi,  è  sot- 
to l'aspetto  della  semplicità  nel  numero  delle  operazioni  da 
preferirsi  a  quest'ultimo. 

Per  ciò  che  riguarda  il  numero  delle  tangenti  doppie,  fa 
semplicissimo  il  modo  analitico  con  che  il  Prof.  Padula  lo  de* 
dusse  dal  numero  de'punti  di  flesso^  e  tenendo  presente  il  ce- 
lebrato teorema  del  distintissimo  Poncelet  sulla  somma  dell'in- 
dici di  moltiplicità;  ma  non  gli  venne  fatto,  come  pe'  punti  di 
flesso,  ottenere  le  equazioni  necessarie  alla  determinazione  di 
esse  tangenti.  Ad  un  tal  difetto  supplisce  ora  il  metodo  di 
Jacobi ,  che  forma  1'  oggetto  principale  della  Memoria  prece- 
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deàte,  se  non  che,  a  quanto  ci  pare,  Tapplicazione  di  esìro  ai 
sìngoli  casi  dorrà  menare  ad  operazioni  soverchiamente  labo* 
riose;  essendo  che  la  formazione  della  funzione  A  richiede  aa^ 
operazione  analoga  a  quella  per  la  formazione  dell'equazione 
ai  quadrali  delle  differenze j  per  la  quale  Lagrange  (*)  disse,  jH)ur 
peu  que  le  degré  de  Véquation  proposée  soit  devéj  celui  de  l'èqua- 
lùm  des  différences  monte  si  hautj  quon  eei  effrayé  de  la  longueur 
du  caìculy  ec.  Sarebbe  dunque  un  apportare  positivo  vantaggio 
all'applicazione  del  metodo  di  Jacobij  se  si  riuscisse  a  trovar  un 
mezzo,  tratto  dalla  stessa  natura  della  questione,  e  servendosi 
degli  slessi  teoremi  di  lui  se  anche  occorra^  che  rendesse  più 
semplice  il  numero  delle  operazioni. 

In  fine  trovò  il  prelodato  Prof.  Padtda  che  una  curva  del 
grado  m.'"'*  può  avere,  tutt'al  più, 

(m  ^  l)(m  -  2) 
^  ^  2 

punti  doppii;  ma  neppure  per  questi  assegnò  le  precise  equa- 
zioni da  trattarsi  ne'casi  particolari,  il  che  è  tuttavia  una  man- 
cmiza  nella  teorica  de'pnnti  singolari ,  per  quanto  è  a  nostra 
conoscenza.  Ora  troviamo  ia  stessa  formola  (7)  dimostrata  an- 
ch'essa analiticamente  (e  con  un  metodo  che,  quantunque  in- 
diretto, si  fonda  sugli  stessi  principii  dai  quali  il  Prof.  Padula 
il  trasse)  in  una  Nota  del  Sig.  Transon  inserita  ne'  Nouvelles 
Annaies  de  Mathématique  a  carte  93  del  fascicolo  di  marzo  1851. 
L'oggetto  della  presente  nota  è  slato  quello  appunto  di  ri- 
vindicare  la  priorità  ,  non  »  diciamo  già  nel  ritrovamento  dei 
teorèmi  ma,  nella  dimostrazione  analitica,  a  chi  è  dovuta,  sen- 
za derogare  menomamente  al  merito  distintissimo  di  coloro 
che,  dopo  del  Sig.  PaduUty  si  sono  occupati  a  trattare  anch' 
essi  analiticamente  le  medesime  questioni.  Se  in  Germania  ed 
in  Francia  non  era  conosciuta  la  Memoria  del  professore  Na- 
politano, ciò  solo  devesi  attribuire  al  perchè  essa  non  era  in- 
serita in  un  Giornale  straniero.  Ed  é  precisamente  questa  la 
ragione  perchè  un  teorema,  il  cui   enunciato   è  il   seguente  : 

(*)  Traìié  de  la  résoiuiion  des  équatiims  numériques.  ISota  IV. 
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«  Se  la  superficie  sviluppabile  tangente  di  un'altra  qualsivoglia 
»  superficie  lungo  una  parie  continua  del  contorno  di  una  fi^ 
»  gura  della  massima  area  fra  le  isoperimetre  esistenti  nella 
»  medesima  superficie  qualsivoglia  ,  si  distenderà  in  un  pia- 
»  no,  la  linea  del  contatto  si  trasfigurerà  in  una  circolare, 
)}  e  dovuto  al  nostro  Gb.P  rofessore  Bordoni^  che  analiticamen- 
te lo  dedusse  insieme  ad  altri  fin  dal  1832  ,  come  si  yedono 
esposti  in  una  Memoria  inserita  nel  tomo  I  degli  Opuscoli  Ma- 
tematici pubblicati  in  Milano,  rimasero  ignoti  al  Prof.  Steiner 
sino  al  1839,  quando  li  dedusse  ancb'egli,  con  i  suoi  sagacis- 
simi metodi  di  pura  geometria,  insieme  ad  altri  teoremi,  che 
tutti  trovansi  esposti  in  due  Memorie  inserite  nel  tomo  XXIV 
del  Giornale  di  Creile.  E  quel  che  più  importa  ancora  si  è  che, 
mentre  lo  stesso  Ch.  Bordoni  nella  indicata  Memoria  conchìu- 
deva  :  tutte  le  sfere  ,  che  hanno  un  contatto  di  secondo  ordine 
colla  linea  considerata  in  queste  ultime  tre  proposizioni  (  cioè  la 
isoperimetra  fra  quelle  che  contengono  la  massima  area  sulle 
superficie  )  ed  i  centri  ne^  piani  tangenti  la  superficie  qualsivo- 
glia  nei  medesimi  punti  di  contatto  di  esse^  saranno  tutte  tra 
LORO  EGUALI  ,  si  vide  poi  nel  tomo  Vili  del  Giornale  di  Ma- 
tematica di  Liouville  p.  244,  anno  1843,  una  nota  del  Sig.  De- 
launay  in  cui  si  concbiudeva:  que  en  chaque  point  de  la  courbe 
de  longeur  donnée  qui  renferme  un  aire  maximum  sur  une  sur- 
face,  la  sphére  qui  contient  le  cercle  osculateur  de  la  courbe  ,  et 
dont  le  centre  est  sur  le  pian  tangent  à  la  surface^  a  un  rayon 
Constant.  Ed  ognun  vede  che  questa  seconda  conclusione  è  la 
traduzione  della  prima.  » 

ESTRATTO  DI  UNA  LETTERA 

DEL  61«.  O.'^  ENRICO  VABAM 

dì  Pisa 

AL   COmPILATOHE 

Signor  Professore 

Pisa  23  agosto  1851. 

Quattro  giorni^  or  sono,  abbia- 
mo avuto  in  Pisa  una  grandine  talmente  straordinaria,  che  an- 
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che  il  Professore  Matteucci  crede  sìa  importante  il  prenderDC 
appunto  in  an  accreditato  giornale.  Le  sarei  quindi  obbliga- 
tissimo  se  Ella  si  compiacesse  di  inserire  nel  suo  accreditatisi 
simo  foglio  a  forma  di  nota  o  d'estratto  di  lettera,  le  princi- 
pali circostanze  che  accompagnarono  questo  fenomeno  meteo- 
rologico. 

Fino  dalle  ore  10  del  mattino  (19  agosto)  si  notava  che 
cadevano  delle  grossissime  goccie  di  acqua,  e  che  spirava  un 
leggero  vento  di  Nord-Owest,  il  quale  andava  successivamente 
rinforzando.  Alle  ore  12  |  circa  esso  si  è  cambiato  in  un  as- 
sai forte  vento  di  Sud-Est,  e  pochi  minuti  dopo  le  ore  1  po- 
meridiane ha  cominciato  la  grandine,  che  sulle  prime  aveva  la 
dimensione,  e  la  forma  ordinaria,  ma  poco  dopo  ha  cominciato 
cadere  in  pezzi  assai  più  grossi.  Molli  di  essi  presentarono 
aspetto  assai  singolari;  quasi  tulli  avevano  una  forma  angolo- 
sa; alcuni  una  forma  sferoidica,  altri,  anzi  il  maggior  numero 
offrivano  1*  aspetto  di  un^  zona  terminata  da  un  bordo  molto 
irregolare. 

Neirinterno  si  notava  generalmente,  un  nucleo  sferico  opa- 
co, resistentissimo;  e  benché  i  pezzi  diETerissero  notabilmente 
per  la  grossezza ,  pare  questo  nucleo  conservare  in  tulli  la 
medesima  grandezza  ,  che  era  ad  un  dipresso  di  un  centime- 
tro. Il  peso  di  un  solo  pezzo  si  è  trovalo  corrispondere  a  .90 
grammi  e  sette  decimi.  Persane  però  degoe  di  ogni  fiducia  as- 
sicurano esserne  caduti  anche  del  peso  di  150  grammi.  Durante 
la  meteora,  che  ha  durato  circa  20  minuti,  l'aspetto  del  cielo 
era  tempestosissimo,  ed  hanno  avuto  luogo  molte  e  forti  sca- 
riche elettriche.  Il  barometro  ed  il  termometro  del  gabinetto 
di  Fisica  da  me  osservati  al  mezzogiorno  ed  al  tocco  e  mezzo^ 
segnavano 

alle  ore  12      Barometro  759*",  2      Terraom.  Centigrado  26"*,  4 
alle  ore  1  l  pom.  Barom,  759",  1      Tcrmom.  Centigrado  16^,  2 

ho  l'onore  di  segnarmi 

Di  Lei  Signor  Professore 

Devmo  olibmo  servilore 

DOTT.  ENRICO   FABARI 


(470) 

SULL'ECLISSE  TOTALE  DEL  2a  LUGLIO  1851. 

ARTICOLO  IL<* 

DEL  P.  k.  SECCHI 

Abbiamo  dato  nel  precedente  fascicolo  di  questi  Ànnalij  i 
risaltati  delle  nostre  osservazioni  su  questa  celebre  Eclisse  : 
ora  daremo  un  cenno  di  quello  che  è  stato  veduto  nei  paesi, 
ove  essa  fu  centrale,  illustrandone  anche  le  apparenze  con  un 
disegno  cortesemente  inviatoci  dal  Sig.  Gio^  Taylor  di  Li  ver- 
pool.  L'autore  ne  é  il  Sig.  Giorgio  Williams  distinto  amatore 
di  astronomia  e  architetto  di  Liverpool  ,  che  si  era  recato  a 
Trollhatten  in  Svezia^  appunto  per  osservarvi  V  eclisse  totale , 
e  fortunatamente  ha  potuto  vederlo  in  favorevoli  circostanze 
atmosferiche. 

Nella  eclisse  solare  totale  tre  sono  le  cose  che  più  meri- 
tavano di  essere  studiate  :  1.^  i  punti  di  luce  disposti  a  modo 
di  coroncina  (Beads)  che  si  formano  àlfatto  dello  sparire  della 
della  falce  ridotta  a  un  sottil  filo;  2.''  La  corona  luminosa  che 
cinge  la  Luna;  3.°  le  protuberanze  rossastre  che  sporgono  dal 
disco  lunare. 

I  punti  luminosi  sono  stati  osservati  da  varii  e  sotto  for- 
me diverse:  è  manifesto  che  essi  dipendono  dalle  scabrezze 
del  globo  lunare,  le  cui  prominenze  interrompono  in  varii  punti 
il  sottil  filo  a  cui  si  riduce  la  fase.  Il  sig.  Mauvais  (^)  ,  ri- 
ferisce che  levando  roGTuscante  immediatamente  dopo  Toscura- 
mento  totale,  ha  veduto  Torlo  del  Sole  per  alcuni  secondi  ter- 
minato da  piccole  scabrosità  rossastre  per  un  estensione  di  30j 
o  40^,  che  tosto  svanirono.  Un  fenomeno  simile  è  stato  notato 
da  Louville  nel  1715  (^).  Questo  orlo  rossastro  pare  indicato 
anche  dalla  poca  precisione,  onde  è  terminato  il  disco  solare , 
in  confronto  del  lunare  come  abbiamo  avvertito  nel  precedente 
articolo. 

{*)  Compt.  Rend.n.  7.  18  aout.  1851.  V.  anche  Institut  922.  3  seUemb. 

(**)  Mem.  (leirAccad.  di  Francia  anno  1715,  e  forse  è  dovuto  a  que- 
sto ciò  che  vide  il  Sig.  Àiry  nel  1842.  V.  Mem.  della  Soc.  astr.  di  Lon- 
dra voi.  XV  pag.  11. 
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Più  misteriose  sono  le  due  altre  parti  del  fenomeno.  AH* 
istante  che  sparisce  ruUimo  raggio  di  sole,  e  talora  anche  al* 
cani  secondi  prima,  appare  la  Luna  cinta  da  magnifica  aureola 
laminosa  simile  a  quella  di  cui  i  pittori  ornano  le  teste  dei 
santi.  La  figura  annessa  rapprese  nta  il  fenomeno  come  fu  os- 
servato dal  Sig.  Williams.  La  larghezza  della  corona  era  circa 
'I3  del  diametro  lunare;  essa  non  era  uniforme  in  luce  ma  in- 
terrotta a  raggi  disuguali  è  gradatamente  evanescenti.  La  sua 
luce  eguagliava  circa  un  terzo  della  Luna  piena. 

Cotale  corona  ò  stata  osservata  e  descritta  in  altri  tempi: 
dagli  accademici  di  Montpellier  nel  1706  ,  da  Halley  Louville 
e  Valerio  nel  1715 ,  da  Baily  e  dal  Sig.  Airy  nel  *1842  (% 
La  larghezza  assegnatale  dai  varii  osservatori  è  differente,  mol- 
to probabilmente  secondo  la  purezza  del  cielo  :  cosi  Airy  a  To- 
rino in  tempo  nuvolosa  la  giudicò  di  'jg  del  diametro  lunare, 
mentre  Baily  sotto  un  bellissimo  cielo  a  Pavia  la  stimò  di  'js. 
Anche  il  sig^  Maovais  fa  Tultima  di  "I3  circa  del  diametro  pre- 
detto. Vi  si  è  veduto  talora  nei  raggi  un  certo  ondeggiamen- 
to, ma  quest'anno  è  stata  giudicata  tranquilla  da  Mauvais  ed 
altri.  Il  suo  colore  era  giallognolo.  Non  è  ancora  ben  deciso 
se  essa  abbia  per  centro  il  Solo  u  la  Luna  :  ma  pare  più  pro- 
babile che  il  primo.  Louville  la  credeva  dovuta  ali*  atmosfera 
lunare*  Cassini  ed  altri  più  ragionevolmente  Tattribuiscono  alla 
solare  ;  ma  la  vera  cagione  pare  ancora  controversa. 

Le  protuberanze  rossastre  che  a  guisa  di  fiamme  si  mo- 
strarono nel  1842  si  «ono  presentate  pure  quest*  anno ,  ma  con 
fin  aspetto  più  singolare.  La  figura  le  mostra  come  esse  fu- 
rono vedute  in  un  telescopio  che  rovesciava,  avente  di  2^)4  pol- 
lici di  apertura  42  poli,  di  lung.  focale,  e  con  ingrandimento 
di  20*  Esse  in  generale  apparivano  come  fiamme  di  color  ros- 
so, ma  ciascuna  avea  una  apparenza  sua  particolare.  II  Sig. 
Williams  la  descrive  come  segue. 

((  N.^  1  e  2  prominenze  di  forma  conica,  la  larghezza  di 
ciascuna  alla  base  essendo  di  circa  ^l^  dell'altezza. 

^X**»  ■  ■  ^mmm-^     I I  III  II     — »»^».^— r         I       Il  ■      I  ^^ 

(*)  HÌ8t.  de  l'Acad.  de  Sciences  de  Paris  an.  J706,  1715.  Ada  Erud. 
Lip$iae  1716.  —  Mem.  Soc.  Àstron.  loc.  cit.  —  Arago  Annaaire    1846. 
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»  N.""  3  appariya  come  fuoco  lanciato  fuori  da  un  orifizio 
divergente,  e  decrescente  in  intensità  a  mano  a  mano  che  a- 
scendeva. 

»  N.*^  4.  La  più  lunga  di  tutte,  sottendeva  un  angolo  di 
1'.  40''9  92  che  somministra  una  elevazione  di  47234  miglia 
(inglesi)  (*). 

»  N.^  5.  Alcun  poco  simile  alla  3  piuttosto  più  pìccola,  e 
meglio  terminata.  La  corona  appariva  estendersi  a  *|:^  circa  del 
diametro  della  luna  partendo  dal  suo  orlo;  la  sua  luce  era  di- 
yisa  da  linee  radiali  ,  ed  eguagliava  circa  'js  di  quella  della 
Luna  piena. 

(segnato)  G.  Williams. 

))  Le  protuberanze^  dice  il  sig.  Taylor,  sembrano  eludere 
ogni  studio  e  congettura,  questa  è  una  di  quelle  circostanze, 
in  cui  si  scorge  la  differenza  tra  la  scienza  e  il  genio:  qui  la 
scienza  è  muta,  e  solo  qualche  volo  di  ingegno  ne  potrà  dare 
la  spiegazione.  Quelle  vedute  quest'  ultima  volta  si  accordano 
in  gran  parte  con  quelle  osservate  nel  1842  {**)  e  Ja  imma* 
ginazione  è  perduta  in  meraviglia.  La  gran  protuberanza  n.®  4. 
sembra  permanente  essa  trovasi  neireclisse  del  42.  Il  disegno 
dato  da  Halley  si  accorda  col  fenomeno  qui  osservato.  Questo 
strano  oggetto  ci  rende  poco  soddisfatti  di  quanto  si  è  detto 
finora  su  questa  materia.  Nella  relazione  di  Halley  sono  par- 
ticolarmente descritte  la  corona  ,  come  pure  le  corruscazioni 
rosee.  Esse  furono  altresì  vedute  in  Genova  nel  12  maggio  1706 
Duiller,  e  a  Berna  (?)  dal  capitano  Stanyan  nella  stessa  epoca, 
il  quale  fu  anche  il  primo  a  osservare  il  cerchio  roseo  che 
precedeva  l'emersione  del  sole. 

i<  Dice  il  sig.  Williams  che  le  protuberanze  erano  perfetta- 
mente visibili  ad  occhio  nudo  (^^).  Ma  la  gran  difficoltà  sta 
nello  spiegare  la  protuberanza  4  curvata  come  un  braccio  pie- 

(*)  Ls  terra  \edula  dal  sole  sottende  un  arco  dì  17",  quindi  questa 
protuberanza  è  di  6  o  7  diametri  terrestri  in  altezza.  Ciò  non  sorpren- 
derà chi  rifletta,  che  il  diametro  solare  è  lil  ^olte  il  terrestre. 

(**]  V.  Hershel.  Outlioes  of  Astronomy.  Tav.  I.  Cosi  pure  Mem.  Soc. 
Astr.  1.  cit. 

('**)  Anche  quelle  del  42  furono  vedute  ad  occhio  nudo  (Airy). 
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gato.  Ecco  dunque  un  nuovo  campo  di  ricerche:  non  potrebbe 
procurarsi  una  eclisse  artificiale  in  un  tubo  lungo  e  sottile,  o 
in  altra  maniera?  io  credo  che  sì^  e  allora  il  fenoóieno  po- 
trebbe esser  studiato  con  agio  e  profitto.  » 

Molte  cose  sarebbero  da  aggiungere  al  detto  dal  sig. Taylor, 
ma  ce  1*  impedisce  la  mancanza  di  spazio  :  solo  dirò  che  le 
corruscazioni  di  Halley,  secondo  la  descrizione  del  suo  compa- 
gno Liouville  paiono  assai  diverse  dalle  protuberanze,  essendo 
esse  descritte  come  Uste  di  fuoco  simili  a  lampi  che  scorre- 
vano sul  globo  lunare.  Esse  sono  analoghe  a  ciò  che  è  stato 
descritto  da  Uiloa ,  ed  altri ,  ma  nessuno  osservatore  questa 
volta  ne  parla.  Le  protuberanze  segnate  nella  nostra  figura 
corrispondono  a  quelle  indicate  da  Mauvais  dal  Sig.  Goujoo,  ed 
altri  osservatori  pure  descrivono  allo  stesso  modo  la  strana  for- 
ma della  protuberanza  4.  Alcune  di  esse  sono  sembrate  ad  altri 
completamente  staccate  dalla  Luna.  È  assai  interessante  ciò  che 
nota  il  Sig.  Mauvais,  ed  è  che  alcune  di  queste  protuberanze  ap- 
parivano ingrandirsi  col  tempo.  Ciò  era  sopra  tutto  visibile  nella 
segnata  4  da  lui  notata  1.  La  posizione  loro  esaminata  relati- 
vamente alla  via  della  Luna  mostra  che  esse  si  venivano  sco- 
prendo a  mano  a  mano  che  essa  passava  loro  dinanzi  ,  finché 
apparso  il  primo  raggio  di  sole  tutte  svanirono.  Parrebbe  da 
ciò  che  queste  prominenze  veramente  fossero  aderenti  al  Sole 
sia  come  grandi  fiamme  eruttate  da  bocche  ignivome,  sia  come 
nubi  sospese  nella  atmosfera  che  forma  la  corona,  e  forse  uon 
indipendenti  dal  cerchio  roseo  detto  di  sopra.  Ma  sarà  veruna 
di  esse  identica  con  quelle  del  42  ?  Pare  assai  poco  probabile 
attesa  la  rotazione  del  globo  solare  ,  e  la  diversa  posizione 
della  luna ,  onde  la  somiglianza  del  luogo  può  essere  mera- 
mente accidentale.  Ulteriori  ricerche  fatte,  o  artificialmente,  o  in 
circostanza  di  eclisse  potranno  rischiarare  ulteriormente  il  bar- 
lume che  queste  ultime  osservazioni  sembrano  gittare  sulla 
natura  di  questi  oggetti  misteriosi. 

Osservatorio  del  Collegio  Romano  28  settembre  1851. 

A.  S. 

Jnnali  di  Scienze  Mai.  e  Fis.  T,  II.  ottobre  1851.  30 
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SULL'ANALOGIA  DELLE  FUiNSIONI  CIRCOLARI  ED  IPERBOLICHE, 

E  SULLA  SOSTITUZIONE  DELLE  UNE  ALLE  ALTRE 

PER  TRASFORMARE  LE  QUANTITÀ'  GttE  SI  PRESENTANO 

SOTTO  ASPETTO  IMMAGINARIO 

NOTA 

DEL  mwa^  PHUl.  V.  MDMiOVVI 

1.^  L'oggetto  di  qae^U  nota  è  di  chieinttre  rattenzion^  M 
geometri  suirotilità  di  generalizzare  neiranaiist  Caso  delle  fon* 
tiùùi  iperbolieiie.  Si  presentano  «pesso  nelle  aolazioni  dei  prò* 
blemi  delle  femole ,  composte  di  funzioni  circolari  ,  le  quali 
prendono  un  aspetto  immaginario  per  no  cambiamento  df  se* 
gno  nel  ?alore  di  qmleiie  ooatante.   In   tali  casi  si   Tnole  ri* 
condorre  le  fecole  alle  forma  reale,  cbe  le  compete  ,  intro*» 
ducendo  per  le  fonzioni  efreolari  le  corrispondenti  espressioni 
in  esponenziali,  o  logaritmi  immaginarti.   Operando  di  questo 
modo  le  fonbole  cambiano  di  forma,  e  si  perde  di  vista  V  a^ 
naiogia  cbe  esiste  fra  lo  soluzioni  ne'diversi  casi.  Ciò  non  sue* 
cede  impiegando   invece  le  funzioni   iperboliche ,  coli*  uso  di 
queste,  le  formole  si  conservano  simili,  ad  eccezione  talvolta 
di  qnalcbe  segno,  1^  fnnzioili  iperboliche  prendendo  in  esse  il 
luogo  delle  corrispondenti  funzioni  circolari.  A  questo  vautag* 
grò  le  funzfooi  iperboliche  ne  noiscono  un'  altro.  Le  formofe 
composte  di  fonzioni  circolari  si  possono  trattare  e  trasformare 
in  varii  modi  per  mez«o  delle  moltiplici  relazioni ,  già  fami* 
gtiati  ai  geometrii  cbe  esistono  fra  le  funzioni  medesime  :  lo 
stesso  si  può  fere  colle  formole  contenènti  funzioni  iperboli-^ 
che,  fra  le  quaK  esiste  un  pari  numero  ài  relazione  affatto  si^ 
miti.  Se  invece  si  introducono  le  loro  espressioni  esponenziali 
non  si  perviene  afle  dette  trasformazioni,   che  rìpeteudo  ogni 
Vòlta  un  processò  di  calcolo  cbe  eqnivale  ad  nna  dimostrazione 
éelle  formole  assunte  come  note  nell'altro  modo.  Siccome  i  ma- 
tematici (*),  che  si  sono  occupati  delle  funzioni  iperbolrcbe,  lo 

(*)  Il  Sig.  Gudermann  si  è  occupato  in  modo  speciale  delle  fanzionì 
Iperboliche  nel  giornale  dal  Sig.  Creile  col  darne  delle  eslese  applica- 


(«3) 
Imno  considerate  aotto  altri  punti  di.  vÌ8U>  esporr^  «e)U  pri- 
ma parte  di  questa  Nota  la  \w0  teoria  sQtt^  queU'a^puttc^  ^b? 
mette  più  in  evidenza  le  formolo  principali  condacenti  al  no- 
stro oggetto,  indi,  nella  seconda  parte  ne  illustrerò  il  loro  uso 
con  alcune  applicazioni,  quasi  tutte  tratte  dalle  mie  Lezioni  di 
Meccanica  razionale  y  che  si  stanno  stampando  per  cura  del 
Prof.  BarsQtti. 

PARTE  PRIMA 

Teoria  ddk  fungimi  ipwMi^t  f  'oro  an^yi'ii 
cotte  funzioni  circolari. 

2.  Le  equazioni  del  circolo  e  deiripevbola  equilatera  sono 
reapeitÌTamen^e 

e  l'una  si  cambia  nell'altra  mutando  y  in  yU^-r-^* 

Come  le  coordinate  rr,  y  nel  circolo  si  chiamano  coseno  e 

seno  circolari,  cosi,  per  analogia,  le  coordinate  x,  y  dell' ipaf- 

boia  si  possono  chiamare  coseno  e  seno  iperbolici. 

Se  si  dinota  con  s  l'area  di  un  settore  circolare,  e  con  p 

l'angolo  corrispendente,  p  s^  sì  pon^ 


(3) 


6)    S    p 


talché  6)  sia  il  doppio  dell'area  del  settore  cui  appartiene  l'ar- 
co p  nel  cerchio  di  raggio  unp,  si  ha  opme  é  aolo 

x=:acosa>,        y  =  a  sen  &>  ; 

ovvero,  servendoci  degli  esponenziali 

(4)       x=^a ^ ,        y  =  a— ^j^^:— --. 

Parimente ,  se  si  chiama  s  V  are^  dei  settore  iperbolico  com- 

zioni  alla  teoria  delle  funzioni  ellittiche.  In  appresso  pubblicheremo  su 
questo  argomento  un^  Memoria  gentilmente  lovi^taci  dallo  stesso  Sig. 
Gndermann.  B.  T. 
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preso  fra  il  raggio  Tcllore  coodotto  dal   cealro  ,  il  semiasse 
trasverso  e  la  curva,  e  se  si  pone 

1  « 

V 

sì  ba 


—  ca=  —  j 


x=a ,        y  =  a — 


Per  dimostrare  questa  proposizione,  chiamo  x'  ed  y'  le  coor- 
dinate dell'iperbola  riferite  all'assintoto  ed  ho 

onde,  sostituendo  questi  yalori  nell'equazione  (2)  delI^iperbola, 
ottengo 

>da  cui  emerge 

(6)  ^=^. 

Quindi,  essendo  in  generale 

ssrxfy'dx'f 

si  ricava 

1 

«  =  —  a*  log  x'  -+-  Cosi 

Sia  «  =  0  ove  X*  =y'  =sL—m  ,  e  si  troverà 

^       1/^2 

Cost=;=_|aMog^. 

Sostituendo  questo  valore  nella  espressione  di  Sy  si  avrà 

e  viceversa  ^s 

,  a       €?         a 

Ka  K2     ' 
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e  però  daireqaazione  (6)  risulterà  anche 


2S 


Le  forinole  (5)  daranno  dunqae 


(8)  a?  =  a  — ^ — ,       y  =  a — ^ , 

come  si  doveva  dimostrare. 

L'equazione  (7)  offre  propriamente  per  s  l'espressione  del- 
l'area ABQ'Q  Gg.  A  (*)  ;  ma  se  si  osserva  che  l' equazione  (6) 

dà  per  l'area  del  triangolo  G  Q  QMa  quantità  -?-  j  e  che  l'area 

del  triangolo  A  B  G  ò  pure  eguale  ad  --r-  ,  si  vede  che  ,   to- 

gliendo  l'area  del  primo  triangolo  ed  aggiungendo  quella  del 
secondo,  risulta  l'area  del  settore  A  G  Q  ,  quelfa  cioè  che  in- 
tendiamo rappresentata  da  i  a^  ca. 

3.°  Se  si  fa  a=l  nel  circolo,  i  valori  di  cos6>  e  sino)  sono 
dati  da 

(a)       costì=i ,    sen6>= — ^p^— j , 

e  se  facciamo  egualmente  a  z==i  \  nell'iperbola  e  dinotiamo  con 
cos  h  oì  j  sen  h(ù  \\  coseno  e  seno   corrispondente  del   settore 

1      .    , 

-^  fi» ,  SI  avrà 

ii.\                t           «"H-e-"                   .           e»  — ir" 
{0)  cos  A  fiit  =5  — ,  sen  has  :^  — . 


Ora>  come  tutte  le  relazioni  che  sussistono  fra  i  coseni  e  se- 
ni degli  archi,  o  dei  doppii  delle  aree  dei  settori  circolari  di- 
visi pel  quadrato  del  raggio,  si  possono  dimostrare  colle  pri- 
me formole  immaginarie^  così  altrettante  formole  analoghe  si 
potranno  derivare  relativamente  ai  coseni  e  seni  dei  settori 
iperbolici.  Formeremo  quindi  la  seguente  tavola  di  confronto. 

■ 

O  Si  può  facilmente  supplire  coU^immaginazione  alla  mancanza  della 
figura.  B.  T. 
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I. 


Fartfìok  circolari. 

cos^G)  -f-  sen^o)  =  1. 

Siano  0)6  d  dae  doppi  settori 
circolari. 

€Os(a)-f-6)-cos  0)  cos  6 — sen  6i>8eQ^ 

cos(ai) — $)=cos  <ò  €06  9+8ea  a»  len  6 

seD(<3i)+$)=seD  6i)  cos  d+cos  Ci)  sen  d 

sen(Gi) — d)=:seD  6)  co^  9 — ces  (ù  sen  S 

/     .   ^v .      tan  «  d=  tan  B 
^  '      tq=  tan  Q  tan  9 

cos  2  G>  =  2  cos*  J  0)  —  1 

cos  2  6)  =  1  —  2  sen^  i  o) 

sen  2gi)  =  2  sen  tt  cos  (ù 


tan  2  6)  =  : 


2  tan  6) 


1  —  tan^o) 


COSO) 


6)-4-e     (i)— e 

cos9=  2cos  — —  cos  — r 
2  2 


eosw  —  C089  = — sen sen  -- — 


sena)-4-  stnG  =  29en  -— -  cos  -rr— 

2  2 

«—fi 


seno  —  senfi  =  2cos sen 


Formoli  iperboticke^ 

cos  A*  «  —  se&  A^  6)  =s  1 . 

Siano  6)  e  fi  doe  doppii  settori 
iperbolici. 

cosA(ci)-+-fi)=cosAGM:osAfi+seQAoseiii9 

coBA(a)— d)=co8  AcMosAfi — s^oAo  senAd 

sen  A(&)-|-fi)  -  sen/lGi)COsAfi-+-cosAo)senA9 

senA(ci) — fi)=senA6>cosAfi— cosAc^senAS 

tan  A  0)  =t=  tan  A  d 


taDA(fi*  db  fi)  ì 


1  =b  tan  A  0)  tanAd 


cos  A  2  (5»  =2  cos  A^  I  «»  — *  1 

cos  A  2  6)  =  2  sen  A^  I  w  -+- 1 
sen  A2ci)=2senA6)co8A6) 


taa  A  2  0)  = 


2  tan  A  o 


tan  A*  0 


2 


cosAa)-+-cosAfi=2cosA  — —  cos  A  — - 

^  2 

cosAo)— cosAy^zsenA-- —  sen  A  — - 

^  À 

8enAa)-4-senAfi=2senA  -r— ksos  A  — -- 

2  2 

senAo — senAfi=2cosA  — -  sen  A  — ^ 


t 

Tutte  le  formofe  del  primo   sistema  si  t^ontertoiio    in  iftrelle 
dd  secondo,  o  vicfeVorsa,  sostituendo  j/*-*-!  sen  A.  a  sen.  y  e 
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[/'—ì  taa  h.  a  lai^.  ;  ovvero  ^Z"--!  sin.  a  sinA,^  e|/^'^l  (aa# 
a  tao  h.  Da  ciò  risalta  che>  come  Taso  delle  fanzioni  circolari 
introduce  un  gran  namero  di  riduzioni  i  forme  più  semplici^ 
così  on^egual  vantaggio  si  potrà  ricavare  dair  adozione  delle 
funzioni  iperboliche. 

In  quanto  alb  sviluppo  generale  dei  seni  e  coseni  dei  set-* 
tori  multipli  per  le  potenze  dei  seni  e  coseni  del  settore  sem?* 
plico,  ricorra  lo  studente  alla  sottile  discussione  nella  Memo-* 
ria  del  Poiasol^  intkolata  Reeherehei  9ur  f  4M^jf^  des  tections 
angulaires.  Art.  53. 

IL 

FORMOLE   DIFFERENZIA  tf. 


Derivate  circolari. 


cfcOSGi) 


dui 
dsenoì 

m  • 

dù) 

diskno} 
d  oi 

d  coita 
d(ù 


=  — sen  (ù 


=  cos  <Ù 


2 


=  1  -+•  tan*  (ù 


Derivate  iperbolicke 
dcoshùì 


*    d  ta 
d  sen  h  ta 


=  sen  A  6; 


cos  Q 


=  — 2  —  1— C0t*6) 


sen^c») 


d  0} 

dianhta 
dta 

d  coi  h  ^ 


e  cos  A  fi> 


COsA'^Gj^ 


=  1  —  tan  A*  a» 


'  d  6) 


senA  0) 


.  =  cotA^cj — 1 


(Tcoss) 
1^' 


•= — COSO), 


1^ 


■=  — senci). 


=  cosA6>9  — 7-3 — =senAa). 


ddè 


éxù' 


III. 


FORMOLE  INTEGRALI. 


Circolari  \ 

l'onenflo  soccessìvffmeilte 
cos  &)=  r  y     sen  ca^  x  , 
fan  Q  =  r  9    «ot  ^  x  a?  9 


Iperbeiiche 


cos  A  Gjr:  X  9    sen  A  ^=  a? , 
tftu  A  a>=:  a;  9    eoi  A  ^  7  or, 
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dalle  precedenti  formore  si  ricava  viceversa 

Circolari. 

da: 

—  2  sett  cos  ar 


(^) 


J"     dx         _ 


=  — SD. 


2seUsenar    =  O)^ 


(fj? 


2  sett  taa  a? 


r  ^ 

1  I       — r  =  —  2  sett  cat  a? 

I 

Iperboliche, 

r     dx 


6). 


= Ci). 


dx 


2  seti  cos  A  or  =  o)* 


(rf) 


r7l~% — Tx  =  '-i  seti  sen  A  ar  =  Gk 


dx 


/ax 
^    ^  .  a   =  2  sett  lan  h  ar==  «^ 

-3 —  =  2  sett  cot  Aa)=  «^i  . 

IV. 

TRASPORMAZIO^r   PER   MEZZO    DEI    SEGNI    IMMAGINARII. 

Gambrando  cù  in  «j/^— t  nelle   formole  (a)  e ,  confrontai!, 
done  i  risultali  colle  (A),  o  viceversa,  si  deduce 


Circolari  in  Iperboliche. 


eos^A(» 
t/" — 1  sen  h  (ù 


cos  6)1/" — 1  = 

sencot/" — 1  = 

tan  (ù[/^—\  =  i/^—l  tan  h  6) 

col  <i)i/"— 1=^1/"— 1  col  A  cj 


Iperboliche  in  Circolari, 
cos  A  cjl/"— 1  =  cos  (i) 
sen  A  a>i/^ — l=-^j/" — 1  sen  «  , 
tan  A  (i)|/*— 1  =— .[/"—l  tan  oj 
cotAcaj/"— 1  =  !/■ — Icoti). 
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La  prima  forinola  d*ainbi  i  sistemi  ci  fa  federe  che  al  coseno 
di  un  settore  immaginario  di  an  sistema  si  può  sostituire  il 
coseno  del  settore  reale  néiraltro  sistema;  e  le  altre  tre  for- 
mole  de'due  sistemi  ci  dimostrano  che  il'  seno  ,  la  tangente  e 
cotangente  di  un,  settore  immaginario  in  un  sistema  possono 
rimpiazzarsi  dal  prodotto  di  [Z' — 1  pel  seno,  la  tangente  o  co- 
tangente del  settore  reale  dell'altro  sistema,  preso  col  debito 
segno. 

V. 

Cambiando  quando  occorre,  x  in  .r^/* — 1  nelle  formole  (e), 
onde  fare  in  modo  che  i  primi  membri  di  esse  siano  rappre- 
sentati dai  corrispondenti  delle  (d)  moltiplicati  per  [/^ — 1 ,  o 
viceversa,  si  trova  per  la  conversione  delle  funzioni 

Circolari  in  iperboliche. 

2  sett  cos  jc  =  [/^ — 1. 2  sett  cos  h  x 
2  sett  sen  x  [/' — 1  =  J/^ — 1 .  2  sett  sen  h  x 
2  sett  tan  x  [/"' — 1  =  l/^— 1  .  2  sett  tan  hx 
2  sett  cot  X  i/^—  1  =»  t/" — 1 . 2  sett  cot  h  x. 

Iperboliche  in  Circolari. 

2  sett  cos  A  ar  =  [/" — 1  .  2  sett  cos  x 
2  sett  sen  h  x  [Z'     1  =  j/^ — 1 .  2  sett  sen  x 
2  sett  tan  h  x  \/' — 1  =  t/^— 1 .  2  sett  tan  x 
2  sett  cot  h  X  t/" — 1  ==  t/"— 1 . 2  sett  cot  x. 

Le  due  prime  formole  di  ciascuna  colonna  ci  mostrano  che  , 
se  ad  un  dato  coseno  corrisponde  in  un  sistema  un  settore 
reale,  al  medesimo  coseno  corrisponde  un  settore  immaginario 
neiraltro  sistema,  e  viceversa  :  quando  x>\,  posto a:=cos6)c) 
a:=cosAa)A  ,  w^  «ara  reale,  e  si  avrà  <*)<,  =  «a  l/* — !>  e  quan- 
do x<^\y  (ùc  sarà  reale,  e  si  avrà  viceversa  «^  =a)^|/  —  1. 
Le  altre  tre  formole  ci  fanno  vedere  che,  ai  settori  che  han- 
no il  seno  la  tangente  o  cotangente  immaginaria  in  un  siste- 
ma, si  possono  sostituire  i  settori  dciraltro  sistema  dei  qnalì 
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il  seno  la  tangente  o  cotangente  sia  rea(c  ,   oao(tìp(ica(ì  per 

PARTE  SEGOriDA 

Applicazioni. 

4.  Il  primo  esempio  dell'andlogia  che  consérvamo  le  formoie 
nelle  ioro  trdsforaMzloni,  qaando  s'impiegano  le  funnooi  iper* 
boliche,  lo  prenderemo  dal  movimento  verticale  de'gravi^ 

Dinotando  con  g  la  gravità  relativa  del  corpo  cadente,  os- 
sia la  forza  acceleratrice  che  si  ottiene  dividendo  per  la  sna 
massa  aumentata  di  quella  della  porzione  del  mezzo  che  le  ri- 
mane come  aderente  nel  movimento,  il  rispettivo  suo  peso  di^ 
minuito  di  quello  della  quantità  d^l  mezzo  che  rimuove,  si  ha 

dove  la  velocità  v  è  presa  positivamente  dall'alto  in  basso,  e 
il  segno  superiore  vale  quando  il  corpo  ascende,  e  finferiore 
quando  discende:  t  rappresenta  il  tempo,  e  k^  un  coefficiente 
costante,  e  positivo. 

Poniamo  per  un  momento 

V  ssz  ké  9  <  =  —  6>^ 

9 
e  la  nostra  equazione  prenderà  la  forma 

9 

la  quale,  paragonata  colla  derivata  della  tangente  di  un  dop- 
pio settore  circolare  od  iperbolico  ,  formolo  differenziali  II , 
mostra  che  deve  essere  rispettivamente  nei  due  casi 

^  =:  tan  &> ,        (p  =  ian  A  Gi>. 

Sostituendo  per  ^  ei  cò  i  loro  valori  in  t;  e  ^,  ed  osservando 
che  siccome  t  non  entra  ncir  equazione  (f  )  che  sotto  forma 
differenziale,  si  può  a  t  sostituire  ^  +  e ,  si  trova  una  delle 
due  formole 
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(2)  t»  =  A;  lata  Ì-(« -I- e),        «  =  *  tan*-^  (< -4- e) , 

corrispondere  all'  integrale  primo  della  detta    equazione  (1)  r 
completalo  colla  costante  arbitraria  e. 

Sìa  u  il  valóre  della  velocità  al  principio  del  movimento  , 
^amlo  ^  =  0  ,  valore  cbe  sarà  negativo  se  il  corpo  ascende^ 
e  positivo  86  discende,  e  si  avrà,  per  determinare  Cy  Funa  o 
l'altra  delle  due  equazioni 

t»  =  A  tan  -~  e  ,  u  =  A  tan  A  -V  <^  i 

k  k 

o  viceversa 

(3)  (?  =  —  2  sett.  tan  — -  ,  e  =  —  2  seti,  tan  A  -—  , 

S  k  y  k 

• 

Avendx)  determinato  con  una  di  qfieste  due  equazioni  k 
costante  e,  Tuna  delle  due  formule  (2),  secondo  che  il  corpd 
^sceùde  t>  discende,  ti  darà  la  velocità  v  alla  fine  del  tempo/. 

Dinotiamo  con  x  l'ordinata  verticale  del  corpo,  presa  posi- 
tivamente andando  dall'alto  in  basso,  si  avrà  in  generalo 


dz 
Ai 


^  j 


«(istituendo  in  questa  il  valore  di  v  ,  tolto  dalla  formola  coqr- 
rispondente  (2),  osservando  che 

1      d  cos  6)  .  1        d  cos  A  6) 

tancjt=  -^  — ■■ -—■ ,         tan  A  Ci)  = 


cos  0)     doi)  cos  A  0)         dcj 

e^irintegrazione  si  otterrà,  per  l'uno,  o  per  l'altro  caso 


(4) 


zz=z log.  cos  -—  (/  -i-  e)  H-  e  , 

9  k    ^  ' 

iJ  =  —  log.  COS  A  4"  (*  H-0 -*"  C  . 
9  A 


Ponendo  l'origine  delle  coordinate  z  nel  punto  di  partenza  dei 
taio1)ile,  quando  t  =  0,  sarà 
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r.  *^     .  9  r.  *^     1  L      9 

e  =  —  loff.  cos  -f-  e    ,         e  = log.  COSA  -r^  f 

y  *  9  h 

e  quindi  risalterà 

j^a  COS^(I-I-C)  ^,  COsAA(I-^c) 

j?  = log  — —  ,     z  =    -log . 

(19  9  9 

cos  ^  e  "  cos  A  -4-  e 

k  k 

La  prima  formola  dà  dei  valori  negativi  crescenti  di  z  fino  a 

*  u 

che  non  si  ha  ^  =  —  e,  ossia  forni.  (3),  t  = tr-2  sett.tan-r- 

U  A; 

in  quest'istante  z  ha  il  massimo  valore,  il  mobile  è  salito  alla 
maggiore  altezza;  e  la  velocità,  formola  (2),  è  divenuta  nulla. 
Il  corpo  comincerà  in  seguito  a  discendere,  per  cui  subentre- 
ranno le  formolo  del  secondo  caso  a  rappresentarne  il  movi- 
mento. 

5.  Non  è  necessario  di  eseguire  il  calcolo  pei  due  casi , 
come  noi  per  maggior  chiarezza  abbiam  fatto.  Se  per  esempio 
si  avesse  risoluto  il  problema  nel  primo  caso  del  corpo  ascen- 
dente si  può  avere  la  soluzione  nel  caso  del  corpo  discendente, 
osservando  che  la  formola  (1)  diviene  applicabile  a  questo  se- 
condo caso  cambiando  A;^  in  —  (^  ,  o  sia  k  in  k\/' — 1.  Se  si 
introduce  questo  cambiamento  nelle  prime  delle  formole  (2)  e 
(4)  si  ha 

V  =  Al/*— 1  lan  — ^  [t^c)=z  —  Aj/—  1  tan  ~-(^-K)  J/"— 1, 

k^  q  k^  Q 

X  =  — logcos ,  /     ■  (^-f  c)-f-C=  —  logcos  -7-  (^ -f-  e)/"— 1-4-C  ; 
ff  ky  —1  g  k 

e  quindi  per  la  terza  e  la  prima  delle  formole  IV  risulta 

a  kg 

t?  =  A  tan  A  4-  (^  -H-c)  ,        z=,  —  log  cos  A  ^  (^  -H  i?)  -+-C 

k  g  k 

come  si  è  trovato  col  calcolo  diretto. 

L'analogia  delle  formolo  fra  il  caso  del  corpo  che  ascende  , 
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c  qoello   che   discende  è  evidentemente    conservata   coli*  uso 
delie  funzioni  iperboliche,  mentre  è  perduta  nelle  formole  co- 
muni espresse  per  mezzo  delle  funzioni  esponenziali. 

6.  Trarremo  la  seconda  applicazione  dal  movimento  dei 
corpi  celesti  in  sezioni  coniche.  È  noto  che  un  corpo  attratto 
verso  un  centro  fisso ,  in  ragione  inversa  del  quadrato  delle 
distanze,  si  nraove  in  una  sezione  conica ,  e  che  il  tempo  in 
cui  il  corso  trovasi  alla  distanza  r  dal  centro  è  dato  dalla  for- 
mola  integrale 


^"'p-(»-(in 


i 


nella  quale  5  è  una  costante  arbitraria,  g  la  forza  d'attrazione 
alla  distanza  uno,  a  il  semigrand^asse  della  sezione  conica  ed 
e  Teccentricità. 

Quando  Forbita  è  ellittica  e  <[  1  ed  a  è  positivo,  quando 
è  iperbolica  6  >>  1,  ed  a  è  negativa.  Nel  primo  caso  per  in- 
tegrare la  premessa  formola  i  geometri  sogliono  porre 

(6)  1 =  e  cos  9, 

a 

0  essendo  ciò  che  chiamasi  l'anomalia  eccetUrica.  Nel  secondo 
caso  a  essendo  negativo  il  primo  membro  diviene  maggiore 
non  solo  dell'  unità  ma  anche  delF  eccentricità  e ,  e  cos  9  non 
può  più  rappresentare  un  coseno  circolare.  In  questo  caso  si 
ponga 

1 =  e  cos  A  6; 

a 

quindi  osservando  che  da  queste  posizioni  si  ha  rispettiva- 
mente nei  due  casi^  form.  I, 
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Fe^  —  ^1 -)     \    =  «  ^«n  ^  > 


ì 


p  _  ^1  _  Z-)  1    =  |/-^1  .  e  sen  A  9; 

rdr  =  a*  e  (1  —  e  cos  6)  senO  .  d6  , 
rdf  =  —  a'  e  (1  —  e  cos  A  d)  sen  A  ©  dfi  . 
Colla  sostituzione  di  queste  espressioni,  e  colica  vvcrtenza  che 


.2 


=  [/'  —  à^  9  la  formola  (5)  diviene 


1/-1 


<-H3  -  J/    Ì/(l  ~  «C08  fi)  d9. 


t^5  =  y     ~^fH  —  ecosh$)ie} 


a 

e  quindi  introducendo  le  primitive  dei  secondi  membri 

(7)    ^-h3  =  J/    —  (9— esen©)  ,    i+3=  [/    —  («-«senAS) 

formole  reali,  e  perfettamente  simili  nei  due  casi. 

Anche  in  questa  soluzione,  trovata  la  prima  delle  due  for- 
inole corrispondenti  all'orbila  ellittica,  si  può  passare  alfaitra 
appartenente  ali* orbita  iperbolica  per  mezzo  delle  trasforma- 
zioni che  somministrano  le  formole  IV  e  V.  Infatti  risultando 
dalla  (6)  cos  9^1,  sarii  6  uq^angoio  cirqolare  immaginario,  e 
quindi  per  le  prime  delle  V  sarà  ©^  =  9a  \/^ — 4>  ^  P®**  '*  sc- 
eonda  delle  IV  aarà  sen  9^  l/*  —  iif^  [/^^\  «eo  A  6 ,  e  soMi^ 
tuendo  questi  valori  nelle  formole  ^7)  4e|  primo  £afto  risnUn 
appunto  quella  che  abbiamo  trovato  corrispondere  ai  secondo 
caso. 

7.  Per  un  esempio  delle  trasformazioni  che  si  possono  far 
subire  alle  formole  contenenti  funzioni  iperboliche  risolveremo 
il  seguente  problema  relativo  alla  catenaria  omogenea.  Quando 
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si  fa  aso  delle  funzioni   iperboliche  si  trova  che  la  catenaria 
è  rappresentata  da  una  delle  due  equazioni 

(8)  1  -h  — =cos  A—  , 

$  X 

(9)  — =senA — ; 

m  m 

in  cui  x  e  2  sono  le  coordinate  orizzontali  e  verticali  di  un 
punto  qualunque  ,  1*  origine  delle  medesime  essendo  supposta 
nel  punto  infimo  della  curva ,  s  è  l'arco  ,  ed  un  una  costante 
da  determinarsi. 

Ciò  posto  siano  date  le  posizioni  relative  dei  punti  di  so- 
spensione della  fune  e  la  sua  lunghezza  ,  e  vogliasi  determi- 
nare la  costante  m  ,  non  che  il  luogo  del  punto  infimo  della 
catenaria,  dove  sì  è  supposta  Torigìne  delle  coordinate. 

Giamando  a  la  distanza  orizzontale  dei  due  punti  di  so- 
«pensione,  b  ]a  distanza  verticale»  /  la  lunghezza  della  fune  sì 

e  le  equazioni  (8),  (9)  ci  daranno 

-H   —  :=COSA  —  ,      1 =COSA  —    , 

m  m  m  m 

—  =  sen  A  —  ,        —  =  sen  A  —  , 

IH  fH  fll  IH 

ovvero,  sottraendo  la  prima  e  terza  di  queste  dalla  seconda  e 
quarta,  e  trasformando  le  differenze  all'ultimo  sistema  della 
ibrmola  I, 

2            x^  -4"  *i         -  ^i       ^i         " 
sen  h  — -; sen  h  — -r •=  — 

2m  2m  m 

(11)  ; 

2                      J?2   "f-    ^l                 ,     X2             Xi  l 

cos  h sen  h  —  ^ =  — 

2m  2m  m 


(  488  ) 
da  cui  si  deduce 


tao  A 


2m  *2  —  5a        / 

sen  A  —  — 


x^ — ari  2m  X2-\'Xi  a 

Nelle  tavole  delle  linee  iperboliche  i  valori  successivi  del  dop- 
pio settore,  e  del  seno  corrispondente  si  trovano  disposti  in 
due  colonne  contigne.  Sarà  dunque  facile  riscontrare  in  esse 
il  luogo,  ove  il  seno  diviso  pel  settore  eguaglia  prossimamente 
il  secondo  membro  della  nostra  equazione,  e  quindi,  col  mezzo 
di  parti  proporzionali,  dedurre  il  giusto  valore  del  settore. 
Siano  e  ed  f  i  valori  dei  due  settori  iperbolici 

%Z'2    ^^^  '*'I  •''j    ""^   flPj 


2m  2m 

ricavati  dalle  due  ultime  equazioni,  e  risalendo  alle  (11), 
si  avrà 

b  l 

2  sen  A  e  sen  A  f      2  cos  A  e  sen  h  f  ' 

poi  dalle  equivalenze  de'settori  predetti  si  dedurrà 

xi  =m  («—/"),        jj-,  =  m(«  -4-  /)  , 
e  per  ultimo  dalle  (10) 

Zj  =  m(  cos  A—  —  1)  ,  <|  =  msen  A  —  , 

\  m  /  m 

e  le  coordinate  ori  e  ;s;i  ,  prese  con  segno  contrario ,  daranno 
le  distanze  parallela  agli  assi  del  punto  della  catenaria  ove  si 
é  posta  Torigine  delle  coordinate  ,  al  primo  punto  di  sospen- 
sione di  essa. 

»i»illH>  o 


(  489  ) 

DETERMINAZIONE  DEL  CENTRO  DI  GRAVITA'  DI  ALCUNE 
LINEE  PIANE  COLL'USO  DELLE  FUNZIONI  IPERBOLICHE 

NOTA 

BEL.   MG.  «IO.  BAUSOTTI 

ProfeMore  ài  Matematica  applicata  airUniversità  di  Pisa. . 

Dacché  il  Ghiarìssimo  Prof.  MossotU  sollecitò  1*  adozione 
delle  funzioni  iperboliche^  che  non  di  rado  giova  sostituire 
alle  logaritmiche, e  alle  circolari  immaginarie  (*),  per  dare  esem- 
pii del  calcolo  di  quelle  funzioni  pensai  di  adoperarle  per 
esprimere  le  coordinate  del  centro  di  gravità  d*un  arco  di  pa- 
rabola, d'ellisse,  d*iperbo1a,  di  logaritmica  e  di  catenaria  omo- 
genee, che  aveva  altrimenti  espresse  nella  Memoria  presentata 
alla  R.  Accademia  lucchese  Taprile  del  1842  (^). 

É  noto  1.°  che  l'ascissa  X  e  l'ordinata  Y  del  centro  di 
gravità  d'  un  arco  di  linea  piana  omogenea  sono  date  dalle 
formolo 

(1)        X=   .-^ ,        Y=     ' 


s>"      s: 


'ài 


nelle  quali  x,  y,  l  rappresentano  l'ascissa^  l'ordinata  e  T  arca 
correnti,  ed  Xi ,  y^  ^  l^,  x^^  y^  ^  l^  \  valori  delle  <r,  y,  {  re- 
lativi al  primo  e  secondo  limile  dell'arco  proposto,  e  2.°  che 
delle  tre  variabili  x,  y,  l  due  si  possono  rendere  funzioni  della 
terza,  mediante  l'equazione  della  data  linea,  e  la 

(2)  d?  =  ±  {^(Ax"  -4-dy*). 

Nel  risolvere  i  problemi  di  che  sopra  dovrò  far  uso  d'al- 
cuni integrali  compresi  in  formolo^  la  cui  deduzione  mi  piace 
di  qui  premettere.  La  differenziale  della  funzione  js'^'t/'(l+z>), 

(*)  Mossotti.  Lez.  di  Mecc.  raiiouale.  Firenze.  Baracchi  1851. 
n  Tomo  XII  degli  atti. 
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(490) 
posta  prima  ^llo  la  foroia 

s^  dz         ,  .       2*""'  Az 

d,r-'  i^l-H*»)  =  «  p^qip  +  (m  -  1)  pj:;:^.  . 

e  quindi  integrata  somministra 

In  egaal  maniera  si  ricavano  le  formole 
,^,     r  «-dz  1        ,    ^.        .       m-l  r^«-'dz 

alle  qaali  si  potrebbe  eiiandio  pervenire  cambiando  nelb  (3( 
z  io  z[/'^ìr^  e  nella  risaltante  i/"l— i*  in  l/"— 1  l/"z'— 1. 

Per  Inarco  di  parabola. 

Dairequasione 


y'  =  /ix 


e  dalla  (2)  nascono  le  seguenti 


xd(-?^V(/H-4A 

P 

che  integrate  con  mandare  nel  denominatore  il  radicale  delta 
prima  e  seconda,  e  con  profittare  si  della  (3)  come  della  teo* 
ria  delle  funzioni  iperboliche  (%  rendono. 


(^)  MossoUi,  Opera  citata.  Nota  io  fine. 


■«•^Miii*' 


(  W) 

2y 


da  coi 

h-h  =  ^[ya  l/'(/-+4ya^)  -  y.  ^^(p^ -My.'l 

-«-  /)*(  sett  sen  fi  -r^  —  sett  sen  A  '"^)J  > 


-Hj>4  ^seU  sen  A-^  —  sett  sepi  h  ^-^)  |  > 


Y=^(I.-M[(P*H-*ya^f   -(P^r*-4y,f  ]  . 

Per  1^  arco  d*ellls»€. 

L'equazione 

dove  st suppone  a^b  e  la  (2),  posto 

e^  =sza^  —  A' ,     —  =  e  ,    a;  =  a  sen  y  , 

somministrano  con  facilità  le  segaenti 

d{  =  ad  f  1/^(1  —  e"  s«v*  f  ) 


"='^J^[«-l")']. 


(  492  ) 
dalle  quali  per  la  teoria  delle  funzioni  ellittiche ,  e  con  ope- 
razioni analoghe  a  quelle  eseguite  per  l'arco  parabolico,  pro- 
fittando delle  (3),  (4)  nascono  le 

fi  l  =  aE(<p) -h  C  , 
Jxil  =:—  27I5r«y*^(*^  '+^Y)-\-  ?4*  sett  sepA  S  l"'-^  ' 

Jyàls=  ^-rl«^  l^{«*  —«V)  +  2<»4  sett  sen  ^  1  -1-  C. 
Dicasi  pertanto 

-h  24<(8ett  sen  A  p?  —  sett  seq  A  ^')"|  , 


b 


spU  seo  -r-^i «eU  scn  — 7— 1 1  - 

Qqando  I2  —  h  equirale  al  quadrante  ellittico,  essendo 

96  si  pone  X  =  Xt ,  Y=  Yi ,  si  ha 

^'  =  27lD*  -^  ^'  ''''  '"'  *  t]  ' 

^'  =  '^['^  ^  ^'  ^•'^  ^'"'  7]  ' 


(  *93  ) 
In  tal  casoy  per  essere  a>b  ,  può  farsi 

—  =  cos  a  ^        —.  =  cos  A  p  ^ 
a  0  . 

e  quindi  deducendo 

—  =s  sea oc  ^        '-r^^:^seiìhp  , 

si  ottiene 

_ct^f^  2settAj3    -1      Y  ^^fi  -4^    ^ setta    n 

^'~2lL    "^  senA/3cosA^J'       '~2LL  senacosaj 

od  anche 

dove  A ,  B  ,  A' ,  B'  rappresentano  le  aree  de*  settori  sétt  a  , 
sett  A  j3  ,  e  de'trìgoni  rettangoli  che  hanno  per  cateti  sen  a  ^ 
sen  A  P  ,  cos  h  /3  respettiyamente  (*) 

Per  l'arco  d' Iperbola^ 

Similmente  Tequazione 

«  y  -^  ft  a?   s^  —  a  o 
e  la  (2),  facendosi 


e  sen  9 

offrono 


=-'i^y[»^  •"■']> 


"9 


xàl  :^  ady  j/  fi  -t-  (^)  ], 


(^)  Mossotti,  Opera  citala  Lezi  VI. 


(494) 
da  cai  per  la  teoria  delle  FtnizioDi  eltittìche^  per  le  (3),  (5)  if- 
cavasi 

r 

Càl=  —  «["-r  F((j))  —  E(9)  —  A  cot  f  J  4-  C, 

y«=5 — ;|  «j;i/'(«*a?»— «4)  —  2«4«ett  eoa*  -j-J-l-  C  , 
e  per  conseguenza 
l-lx=  e[^(F(y,)-F<f,H.E(9a)-.E{?0+Acoly,  —  Acolj^,)  ] 

+  2&4/s6U  sen  &^  —  seti  seù  A  ^'\1  y 

—  2a4rseU  cos  A-^*  —  sctt  cos  A  "t  )  1  • 

Per  1^  arco  di  logaritmica» 

Essendo  A  il  modulo  del  sistema   logaritmico  di  base  a , 
l'equazione 


mediante  la  (2)  dà 


y:-_-^jp 


= ^t^[»  -  ©■]  • 


d; 


{  495  ) 
Valendoci  per  la  prima  e  terza  della  (3),  ed  iategrando  la  se- 
conda per  parte  dedurremo 

JA 
di  =  jZ-lA^'-f-y»)  4-  2A  seti  sen  A h  C  , 
y 

pcil  ss  (x  —  A)/  —  2A'  jx  -+-C  , 
fyàl  =  -^{y  \r(A'  -hy')  ■+■  A'  seti  sen  k  XW  C  , 


essendo 


^=/''(T)7'*"*f<*'- 


A 


(*)  Per  avere  la  «erie  esprimente  ft  si  osservi  che  dall'essere 

a  a'  a* 

«••«  =  * -0-^1-2:1:4 -*''•♦ 

se  si  pone  a\/^ —  1  invece  di  a,  e  se  si  avverte  che 

sen(otl/' — 1)  =  l/"— 1  sen  A  a ,    cos(ai/'— 1)  =as  cos  k  a, 

si  consegaisce 

cosA«=l-h^H-j-^3^H-ec; 


per  CUI 


A'       A  A4       A 


/T.    «        A'       A  A»       A  1 

^  ==il'*  A -^  TTT-^  17074  "^  **=•  J  • 

y  y^  y^ 

^  "  ÀT^  1.  2. 3. 3.  A3  "*"  1.  2.  3.  4.  5.  5.  A»  "^  ***• 


(  496  ) 
Dunque 


(A  A  \ 

sctt  sen  A sett  senh  —  i  , 

H-  A^  (sett  sen  h^  —  sett  sen  h  ^)1  . 

Per  1'  arco  di  catenaria* 

La  più  semplice  equazione  di  questa  curva  è  (*) 

y  =  COS  A  X  , 

che  per  la  (2)  fa  essere 

di  =  COS  hx  dx  j 
xdl  =  X  COS  hx  dx  y 
ydl  =  COS  h^  xdx  j 

equazioni  che  rendono 

/  d/  =  sen  A  a?-|-C  , 

I  xdl  =  j?  sen  A  a?  —  cos  A  a?  h-  C , 

/  ydl  =-^(x  +  sen  A  a;  cos  A  x)  +  G  9 

quindi 

l^  —  Zi  =  COS  A  a?3  —  COS  A  a?! , 

X  =  •; -l  a?»  sen  hx^  —  Xi  sen  A  a;.  —  cas  A  x*  -4-  cos  A  a?,   1 

Ì2-+-^L  J  , 

^  =  ^/l TTl  *a  —  a?i  •+-  sen  A  x^  cos  A  a?a — sen  A  x,  cosA  jc,  1 

2(^3— /,)L  J- 

' i 

(*)  Mossolli,  Opera  citata  Lez.  XIIL 


(  497  ) 

LNTORNO  I.A  INTEGRAZIONE  DI  UNA  EQUAZIONE 
ALLE  DERIVATE  DEL  SEC0ND*0RD1NE 

NOTA 

DEL  SIft.  niAKCESCO  BRIOSCHI 

Professore  all'Università  di  di  Pavia.  ) 

Nel  numero  XXIII,  maggio  1850  del  Dublin  and  Cambridge 
Mathematicàl  loumal,  il  Sig.  Maimstén  ba  enuncialo  il  seguente 
teorema  : 

(c  Affinchè  Tequazione  differenziale  lineare  del  secondo  or^ 
«  dine 

»  sia  integrabile  col  mezzo  di  quadrature  indefinite  relative 
»  ad  Xj  è  necessario  e  sufficiente  cbe  fra  r,  m,  s  abbia  luogo 
»  la  relazione 

2|/  [(A  —  r)"  -h  4*} 


m  -f-  2  =dz 


2n 


»  essendo  n  un  numero  intiero  qualunque  o  zero.  »  (^) 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  modificato  come  con- 
viensi,  e  la  ricerca  dell'integrale  completo  deirequazione  (1)  j 
formano  lo  scopo  di  questa,  notar 

Pongasi  nelle  equazioni  (1)  in  luogo  di  y  la  frazione  - 


r 


dopo  alcune  riduzioni  otterremo  la 

quindi  facciasi  in  quest'ultima  z  =  x^  u  ed  avremo 

(*)  In  una  appendice  aggiunta  dal  Sig.  Maimstén  ad  una  sua  memo- 
ria stampata  nel  Giornale  del  Sig.  CreHe.  an.  1850  trovasi  una  dimo- 
strazione di  questo  teorema. 


(  498  ) 

^«  T-T"  H-  2  «  x«-»  —  -f-  a(a— l)x*-»  w  =  I  5 hAjp*  Ij^h 

Alla  variabile  indipendente  x  soslitaiscasi  un  altra  yariabile 
legata  colia  prima  dalla  equazione  a;  =  r,  otterremo  dopo  va- 
rie riduzioni  : 

dove 

a  =  — ( 1 1  -f-  *. 

2\2  / 

L*arbitrarietà  in  cai  ci  troviamo  rispetto  alla  determinazione 
delle  a  ,  e  possiamo  renderla  utile  giovandoci  di  essa  a  sem- 
plificare la  equazione  superiore  :  facciamo  a  quest'uopo  : 

(1  —  2a>—  1=0,        (m-f.2)c  — 2=Ò, 


ossia 

2  m 


a  =  — 


e  quella  equazione  si  ridurrà  alla 

d'u        /  B  \ 

essendo 

Ora  il  Sig.  Liouville  ba  dimostrato  (*)>  che  una  equazione 
della  forma  della  (2)  ndh  quale  la  costante  A  sia  essensial- 
mente  differente  dallo  z«ro,  potrà  essere  soddisfatta  prendendo 
per  u  una  funzione  di  t  esprimibile  per  mezzo  di  un  numero 
limitato  di  simboli  algebrici,  esponenziali,  e  logaiitBHci;  «  ^fi 
sim1)o1i  indicanti  integrazioni  indefinite  relative  atta  varia1>ile  i 
ogni  qualvolta  B  sìa  della  forma  n(n+l)  ,  essendo  n  un  nu- 
mero intero  nullo  o  positivo. 


J^  lournal  de  Liouville  T.  VI.  pag.  13. 


(  499  ) 
Danqac  la  condizione  necessaria  e  suiBciento  perché  V  in- 
tegrale completo  della  equazione  (1)  possa  esprimersi  col  mezzo 
di  un  numero  finito  dei  simboli  suindicati,  ed  antri  col  mezzo 
di  soli  simboli  algebrici  ed  esponenziali  sarà  che 

<;;;Ii)"K(t-')*-^=^']="<"-'» 

da  cui  si  ha  facilmente 


(3)  m  -f-  2  =  d= 


2n 


Questa  dà  appunto  il  teorema  di  Malmstén,  la  modificazione 
di  cui  abbiamo  accennato  consiste  nel  dover  essere  n  numero 
intero  nullo  o  positivo,  non  già  intero  qualunque. 

.Dalla  equazione  proposta  si  hanno,  ponendo  r  ed  s  eguali 
a  zero;  od  s  ed  m  nulle,  le  due  seguenti 

d^=*^y^    dj^-*-^di=*»- 

La  prima  di  queste  è  la  equazione  del  ficcati  trasformata  col 
metodo  di  Eulero,  e  la  fermola  (3)  né  dà  iosto  il  conosciuto 

criterio  m  =  —  ^  ,  (  n  intero  nullo  o  positivo  ).  La  se- 
conda, nota  anch'essa,  può  integrarsi  mediante  integrazioni  in- 
Mnite  ogni  qualvolta  r  sia  un  numero  pari  positivo  o  nega- 

tÌT#  (*). 

AUorqMiido  sia  la  sola  «  &s  0,  cioè  per  la  equazione 

€07*  X    dx 


#^pemo  per  eeadizioBe  di  MtegrabilMà  coi  meM  sopra  indicali 

4(ndzir) 


«13= 


■    ,  t    ^ 


2n  =i=  1 
e  per  y^t  -ossa  per  ia  equazione 


^Mrt»i 


(•)  loutùBÌ  ut  Lioiivine  T.  IX  pag.  «3.  T.  XI. 


(  500  ) 

dx^        X  di?      \  x"^)  ^ 

dovrà  essere 

4(n  =fc  J  r) 

2n  =p  1 

Per  r  =:à  1 ,    *  =  t' ,    ft  =  —  t* ,    m=0  ,    o  per  Id  equa- 
zione : 

la  quale  riscoDtrasi  nella  ricerca  del  noto  integrale  definito  (^ 


I  cos  t  (u  —  a;  sen  u)  du 


la  formola  (3)  dà 

•  £=:±i(n-4- i). 

II  metodo  proposto  dal  Sig.  Liouville  per  la  integrazione 
delle  equazioni  giovandosi  delle  derivate  ad  indice  qualunque 
é  in  difetto  in  alcuni  casi   particolari   (**)  .    La  prima  eqna« 

zione  cui  il  Sig.  Liouville  applica  il  suo  metodo  è  la 

(4)         (mx^H-»w: -+-/>)  jf. +(?^  "*- 0  £ -+-*y  =0  , 

e  l'essenza  del  metodo  stesso  consiste  nel  porre  la  y  eguale 
alla  derivata  ad  indice  \s.  di  una  quantità  2  ;  la  qual  \l  yiene 
poi  ad  essere  determinata  in  modo  cbe  soddisfi  alla  equazione 

mjx(/Jt-+-l)  —  jrfjL-f-ó=0  . 

Se  ora  supponesi  m  =0  ,  jr  =  0  ,  n  =:  1 ,  |)=  0^  il  metodo 

del  Sig.  Liouville  evidentemente  non  é  più   applicabile  y  e  la 

(4)  riducesi  alla 

d'y     .     r  dy         h 


da:*  X  àx         x 


•»< 


n  lournat  de  Liouville  T.  VI  pag.  36. 

f  *)  lournal  de  TEcole  Polytechnique  T.  XIII  pag.  163,  185. 


(  501  ) 
la  quale  è  nn  caso  particolare  delia  (l),  ed  il  criterio  per  la 
iotegrabilità  di  esse  che  ottiensi  dalla  (3)  ponendo  m=  — 1 , 
«  s=  0  risulta  r=^z±:(n  dr  i). 

La  seconda  equazione  considerata  dal  Sig.  Liouville  è  la 

\x^  x^J  dx^        \x^         x3  /àx       a:4  ^  ' 

la  quale  riducesi    facilmente  alla   forma    della    (4)    ponendo 

I 

x  =  —  :  e  quindi  si  integra  collo  slesso  metodo.  Il  caso  par- 

licolare  di  n  =  0 ,  q  =0  si  sottrae  anch^esso  al  metodo  ge- 
nerale; se  ponesi  inoltre  m  =  1  si  ha  la 

dx^        X  dx       x^ 
che  ricavasi  dalla  (1)  pò  nendo  iw  =  —  3  ,  s  =^0  ;  e  la  con- 
dizione per  la  integrabilità  è  in  questo  caso  r:=  db^fidz— j  . 

La  integrazione  dell'equazione  (1),  e  quindi  quella  di  cia- 
scuna delle  altre  che  abbiamo  sopra  richiamate  come  casi  par- 
ticolari della  medesima ,  si  può  far  dipendere ,  dietro  quanto 
abbiamo  veduto,  dalla  integrazione  dell'  equaziono  (2).  Quest' 
ultima  pel  caso  di  B  =  n(n  -4-  1)  ;  n  numero  intero  nullo  o 
positivo;  fu  già  scopo  alle  ricerche  di  sommi  geometri;  come 
una  fra  quelle  che  presentansi  in  differenti  problemi  di  mec- 
canica celeste^  e  di  fisica  matematica.  Legendre  pel  primo,  nelle 
sue  ricerche  intorno  le>  densità  degli  strati  dello  sferoide  ter- 
restre^ diede  senza  dimostrazione  l'integrale  completo  di  quella 
equazione  (*);  scoperta  alla  quale  accrebbe  importanza  d'  ap- 
plicazione che  ne  fece  Laplace  nella  sua  memoria  sulla  dimi- 
nuzione della  durata  del  giorno  pel  raffreddamento  della  ter- 
ra (^).  Plana  e  Poisson  verificarono  il  risultato  di  Legendre 
seguendo  vie  affatto  differenti  (^^^). 

C)  Memoires  de  l'Àcademie  des  Sciences.  An.  1789  pag:'  409. 

C*)  Connaìssance  des  tems  par  Taa.  1823  pa(;.  245.    . 

(**")  Memorie  dell' Accademia  di  Torino.  T.  XXVI  pag.  519.  — -  Iour< 
nal^e  TEcole  Polytechnique  T.  XII  pag.  216.  —  Theorie  Malhemalique 
de  la  Cbalear  pag.  159;  364j  369  eU. 
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Posto  A  5»  A* ,  B=  n(fi+l)  l'iategrale  completo  della  (2)è 

u  =  (ac**  -+-  /3r*0  P  —  %«**  —  /3e-*')  Q 
nella  qaale 

p^_L  .  **  — *    *"     .        (n  — 9)(n  — 3)        A* 


Q  = 


r        2n— l  r-*       2.3(2n—  1)(2»  —  3)  M 

1  n— a     Jl*  (n— 8)(n— 4)         A4^ 

F^"^  3(2ii— 1)  r-5  "^  a.3.5(2n— l)(2n— 3)  r-^ 


e  le  a  ,  /3  sodo  le  due  costanti  arbitrane.  Evidentemente  es- 
sendo r  n  intiero  quel  valore  di  u  coiisterà  di  un  numero   fi- 
nito di  termini;  la  dimostrazione  poi  del  Sig.  Plana  come  quella 
di  Poisson  includono  che  la  n  sia  inoltre  positiva  o  nulla. 
Avendo  fatto 


z 


avremo  reciprocameBle  rammentati  i  valori  di  e,  ed  a 
talcbé  sostituendo  si  otterrà 


xy 

la  quale,  purché  si  ritenga 


2      ...     .^        *^  |/-[(1  -  r)' -4- 4«] 


rappresenta  l'integrale  completo  dell'eqaazioae  (1). 

Pavia  li  20  agosto  1851. 
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NOTA 

SULLA  TEORIA  DEI  FENOMENI  DI  INDUZIONE 
ELETTRO  DINAMICA 

DEL  Sl«.  D.*^  BICCABDO  lELlCI 

di  Pisa. 

Nei  paragrafi  2%  3"",  8",  9%  del  saggio  sull'iDduzione,  o, 
per  meglio  dire ,  sulle  correnti  indotte  dai  eircuiti  voltaici  e 
dalle  calamite,  inserito  nel  mese  di  Agosto  di  questo  gìoraa* 
le,  enunciai  quattro  teoremi,  ricavati  dalle  esperienze,  relativi 
a  dette  correnti.  Collo  stesso  metodo  esperimentale  che  mi 
condusse  a  quei  teoremi,  si  possono  verificare  i  seguenti,  dei 
quali  il  primo  si  verifica  anche  nel  caso  dei  fenomeni  di  at- 
tr^zxione  e  repulsione  dei  circuiti  voltaici. 

l.''  Ad  una  porzione  piccolissima  e  rettilinea  di  un  con- 
duttore filiforme,  che  forma  il  circuito  di  un  pila,  od  il  cir* 
culto  destinato  a  subir  Tinduzione  di  quel  primo  circuito^  si 
può  sostituire  un'altra  porzione  piccolissima  ma  curva,  purché 
termini  alle  due  stesse  estremità  della  porzione  rettilinea  ;  di 
modo  che  in  pratica  facendo  la  stessa  sostituzione  a  tutte  le 
porzioni  piccolissime^  e  pressoché  rettilinee^  nelle  quali  si  può 
dividere  un  conduttore  qualunque,  si  viene  a  fare  un  secoor 
do  conduttore,  a  zig  —  xag ,  che  interseca  ad  intervalli  brevi 
la  curva  del  primo  conduttore ,  e  che  ha  di  quello  la  stessa 
facoltà,  sia  per  indurre  una  corrente,  se  egli  é  il  circuito  della 
pila^  sia  per  subir  l'induzione,  o  palesare  la  corrente  indotta, 
quando  egli  é  il  circuito  indotto. 

2.^  Sulla  stessa  curva  indotta  si  possono  sovrapporre  più 
giri  dd  filo  del  circuito  indotto  coporto  di  seta^  e  si  può  fare 
Jo  stesso  circa  al  circuito  indocente  :  l'esperienza  ci  insegna^ 
che,  tutte  le  altre  circostanze  restando  le  stesse  ,  l' intensità 
della  corrente  indotta  é  proporzionale  al  prodotto  dei  due  nu- 
meri che  indicano  i  giri  dei  fili  indotto  ed  inducente. 

d."*  Due  circuiti  inducenti  posti  ,  relativamente    ad  un  in*- 
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dolio,  osallameDle  nelle  stesse  circostanze,  hanno  suU'  indotto 
stesso  un  ugual  azione  ancorché  il  filo  che  forma  uno  di  quei 
due  circuiti  sia  formalo  da  uu  fascio  di  fili  isolali  fra  di  lo- 
ro ,  e  nei  quali  la  corrente  inducente  sia  cosi  costretta  a  di- 
vìdersi ;  le  sole  estremità  dei  fili  stessi  comunicando  fra  dì 
loro. 

4.^  Il  teorema  perfettamente  analogo  al  precedente  è  ap- 
plicabile a  due  circuiti  indotti.  Questi  due  ultimi  teoremi 
principalmente  ,  ma  il  terzo  altresì ,  dimostrano  all'  evidenza 
<c  essere  la  forza  della  corrente  indotta  proporzionale  alla  sem- 
((  plice  prima  potenza  della  corrente  inducente.  » 

5.^  La  forza  delle  correnti  indotte  é  indipendente  dalle 
grandezze  delle  sezioni  dei  fili  che  formano  i  circuiti. 

6.°  La  forza  delle  stesse  correnti  é  in  ragione  inversa  del- 
la lunghezza  ridotta  del  circuito  indotto. 

In  tutti  i  precedenti  teoremi  si  suppone  che  la  distanza 
dei  circuiti  indotti  ed  inducenti  fra  di  loro,  sìa  sempre  gran- 
de in  confronto  delle  sezioni  dei  circuiti  stessi. 

I  teoremi  3°,  4%  5%  e  G'*  sono  stati  recentemente  verifi- 
cati dal  D.'*  Tabani ,  del  quale  si  può  leggere  una  Memoria 
inserita  nel  Tomo  1  serie  II  della  Gazzella  Medica  Toscana. 

II  teorema  1.^  non  era  mai  stalo,  chlo  mi  sappia  ,  verifi- 
calo esperimentalmente.  Riguardo  al  5.""  il  Sig.  Abria  aveva 
enunciato  un  teorema  affatto  opposto.  Pel  6."*  il  SIg.  Abria 
stesso  Taveva  enuncialo  ,  ma  poi  altri  aveva  assicurato  V  op- 
posto. Tanta  diversità  di  giudizj  fu  sin' ora  generala  da  dei 
melodi  troppo  indiretti  e  fallaci  di  esperimentazione.  Chi  avrà 
la  pazienza  di  esaminare  il  metodo  da  me  proposto  nel  saggio 
citato  ,  non  troverà  alcuna  diflìcollà  alla  verificazione  del  sin 
qui  esposto. 

Tali  miei  sludj  sull'  induzione  sono  ancor  lontani  dall'  es- 
sere a  termine  ;  ma  frattanto  dirò  che  sottoponendo  al  calco- 
lo i  dati  esperimenlali,  e  seguendo  in  ciò  un  modo  di  calcolo 
che  mi  pare  intieramente  ed  assolutamente  deltato  dalle  espe- 
rienze, ma  che  però  mi  riserbo  a  meglio  studiare  in  appresso, 
risulta  che 
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»  La  forza  elettro-motrice  indotta  all' aprirsi    od  al  cbiu- 
»  dersi  di  un  circuito  voltaico,  da  un  elemento  ds  dello  stesso 
circuito,  in  un'elemento  ds'  del  circuito  indotto,  sarebbe  data 
dalla  formula 

_-  ds^ds'         -       ^, 
K C08  9  cos9  5 

r 

ove  K  é  una  costante  che  dipende  dalla  forza  della  pila; 

r  la  distanza  dei  due  elementi; 

d,  6^ ,  gli  angoli  che  gli  elementi    stessi    fanno    con    uno 
stesso  prolungamento  della  r. 


DICHIARAZIONE  DEI  TEOREMI  DI  ANALISI  ENUNCIATI 
NEL   TOMO   PRIMO  PAG.  342  DI  QUESTI  ANNALI 

DEL   MG.  «•  MAUVARDI 

Professore  di  Matemaliche  all'Uni versiU  di  Pavia. 


Un  illustre  amico  ebbe  la  bontà  di  signiGcarmi  che  la  con- 
cisa analisi  indicata  in  quella  mia  Memoria  non  dichiara  ba- 
stantemente quei  Teoremi  ;  per  cui  ne  soggiungo  la  seguente 
spiegazione. 

Le  quantità  a?,  y,  z  siano  fra  di  loro  vincolate  dalle  equa- 
zioni 


(1)         L(x,  y,  I)  =  0 ,     M(x,  y,  z)  =  oc,     N(x, y, z)  =  /S, 

essendo  a,  /3  due  parametri.  Cavate  dalle  due  ultime 

y  =  P(.r,  «,  /3) ,        z=Q(x,  a,  ^) 
la  prima  si  trasforma  nella  seguente 

L  [x,  P  {x,  M,  N)  ,  Q[x.  M,  N)  ]  =  0, 

la  quale  differenziata  rispetto  .ad  x  ne  porge  (2) 
jinnali  di  Scitme  Mai.  e  FU.  T.  IL  Ottobre  1851.  32 
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'  " \      Ax    ~}     \iy  dM     <jz  dM/d»      Vdy  dN     4j  «  4NÌ<«* 

dove  il  primo  termine  esprime  il  risultato  della  diffierenziacio- 
ne  rispetto  alla  x  espUpita  in  L(x,  P,  Q). 
Le  equazioni  identiche 

differenziate  parzialmente  rispetto  4d  y  e  x  forniscono 

dPdM     dPdN_.       dPdM     ^dS_>j 
dM  dy  """dN  dy  ■"    *     dM  da  "^  dN  d«  ~    * 

dMd«      dNd*"    '     dMdy"^dNd^*°    ' 
d'onde  si  carano 

S=B*^^  ,  /'JM  dN __  dM  dNv 
dM^  Sa    '  \S^  dz        dz   iy)  ' 

dP      d^     /^^^      dMdNv 
dN^'d*    *'  \dz  dy        dy  dT/  ' 

4Q_dN  .  /fMdN_  dMdNv 
dM      dy    '  \dz  dy        dj  dz  /  ' 


d^_dM     /dM  dN__  dM  dN\ 
dN      dy       Vdy   dz        dz    dy'  ' 


*   Questi  valori  posti  nella  equazione  (2),  ed  indicato  col  segno 

/dL      dM      dNv 
Vd  a;  '  dy    '  dz  / 

il  determinante  funzionale  formato  colle    derivale   parziali 
L,  M,  N  rispetto  ad  x,  y,  z,  avremo 

/AL{x,V,QK  /dL     dM     dN\    ^/dM     dNx 

^^^   V— dr-)=^ld:^'di; 'ìtJ^'^W 'd?)- 
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Avendosi  altro  tre  equazioni  fra  le  quantità  i^  u,  v  ìe  quali 
siano 

(4)        l{t,  «,  t))  =  0  ,    m(r,  «,  t?)  =  y ,    n(r,  u,  r)=  i  , 

queste  forniranno  una  seconda  equazione  analoga  alla   (3). 
Cavate  dalle  ultime  due  (4) 

mediante  la  equazione 

dimostrata  a  pag.  343  tomo  1",  nella  quale  la  prima  2  si  ri- 
finisca a  tutte  le  radici  della  equazione 

L(^,P,Q)=0, 
e  la  seconda  2  riguarda  tutte  le  radici  della 

l(x,p,  q)  =  0 

per  quella  formula  avremo 

(/,i>nin/^''    ^^     àS\     firn    dn\ 

<  J  Z/ ttof,  »,  ff)  "^     Zj^_       ^,Al     dm    d«x  ^/dM    dNv 

L(.^,,).D(-,3-,-).D(-,^) 

Se  le  seconde  equazioni  dei  due  sistomi  (1),  (4)  sono  simili  , 
e  lo  sono  ancora  le  terze  ,  siamo  ricondotti  al  Teorema  del 
celebre  Sig.  Liouville  ,  del  quale  la  equazione  [(6)  della  pag. 
343  esprime'  un  caso  particolare  :  essendo  cioè 

M(aFt  y>  a)  =5s »i(aJ, y,  ^) ,  N(jc,  y, «)  =  «(a?, y,  «), y  =  «  ,  5=3/3 
P(jr,  a,  fi)  =p(j?,  a,  /S)  ,  Q(x,  a,  (i)  =  q{xj  a,  /3) 

sarà 

,      /dL    dM    dN\ 

y  a^(.A  V.  z)  ^    y  ^^^-  ^-  "^  '  "IdT  -  d;;  -  dT) 

ÀLi^x.yjZ)^      w  ,       /dL     dM     dN 


^       /dL     dM     cli^v 

•^(''"'^^-KdT^di'd;) 
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dove  nel  primo  membro  sì  pongano  le  radici  comuni  alle  equa* 
zioni 

L(ar,  y,  z)  =  0 ,     M(x,  y,9)=cc,     N(ar,  y,  5)  ;:;=/3  , 

e  nel  secondo  le  radici  comuni  alle 

l(i,  ti,  r)  =  0 ,    M(r,  ti,  t?)  =  a  ,    N(r,  m,  t?)  =  /3  . 

SUL  MODO  DI   VALUTARE  LA  FORZA 
DEL   RAGGIAMENTO    SOLARE 

NOTA 

DEL  P.  4*  SECCHI 

In  un  mio  articolo  pubblicato  poco  prima  della  Eclisse  so- 
lare del  28  luglio,  ed  inserito  nel  Giornale  di  Roma  del  7  lu- 
glio aveva  accennato  «  che  il  ipetodo  migliore  per  detenni- 
»  nare  rìntepsità  ()el  raggiamcnto  solare,  era  quello  di  esporre 
»  un  termometro  anneritp  ali*  aria  libera  ,  e  riparandolo  con 
»  piccolo  ostacolo  dal  raggiamento  solare  diretto^  aspettare  che 
»  esso  fosse  ridotto  ad  equilibrio  di  temperatura  coll'aria  cir- 
»  costante  :  poi  scoprirlo,  e  nptare  di  quanti  gradi  saliva  du- 
»  rante  un  certo  tempo  che  poteva  essere  di  2  0  3  minuti 
))  circa  ;  indi  ricopertolo  osservare  similmente  di  quanti  gradi 
»  diminuiva  in  un  altro  tempo  che  poteva  essere  pure  di  2 
»  q  3  minuti  »,  In  questi  Annali  ancora  pel  fascicolo  di  giu- 
gno, ho  scritto  cbp  per  conoscere  la  forza  <]ci  raggi  sojari  si 
osservasse  di  quanti  gradi  saliva  un  tcrmoipetro  in  un  deter- 
minato tempo.  La  brevità  di  quelli  articoli  non  mi  avea  per- 
messo di  entrare  più  a  lungo  in  quel  soggetto,  né  di  esporre 
la  ragione  della  pratica  proposta  di  cosi  osservare  il  termo- 
metro. Molli  dotti  banpo  onoralo  qpejli  aftipoli  d^lla  loro  at- 
tenzione, ed  hanno  fatte  parecchie  delle  osservazioni  ivi  sug- 
gerite :  ma  relativamente  alle  osservazioiii  termometriche,  i  più 
si  sono  tenuti  alPusato  metodo  di  osservare  solamente  t7 yrck/o 
a  cui  saliva  un  termometro  annerito  esposto  a|  sole,  quanc{q 
Cfa  stazionario. 
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Questa  pratica  bctichè  molto  antica,  pdre  è  giitstamente  rU 
patata  inesatta  da  molti  illustri  moderni  fisici,  seguendo  le 
tracce  dei  quali  è  mio  scopo  di  mostrare  nelfa  presente  nota 
il  suo  difetto^  come  pure  di  fare  conoscere  le  ragioni  per  cui 
deve  preferirsi  l'altra. 

Leslie  pare  cbe  sia  stato  il  primo  a  suggerire  cbe  fa  vera 
misura  della  forza  riscaldante  d'un  corpo  raggiante  era  la  ve^ 
locità  del  riscaldamento  prodotta  in  un  corpo  termoseo^ico  :  ma 
egli  stesso  non  fece  uso  di  tale  principio.  Lambert  pure  fece 
vedere  alcuni  dei  difetti  del  metodo  statico,  e  finalmente  Sir 
John  Herschel  riuscì  a  introdurne  la  misura  mediante  TeOetto 
dinamico  Còl  suo  aetinomeiro ,  e  fu  seguita  in  ciò  da  celebri 
Poùillet  i  Quetelet ,  Forbes  ed  altri^  Ma  bencbè  1'  aciinometro 
sia  stromento  molto  esatta^  e  il  modo  di  servirsene  sta  vera- 
mente quale  deve  essere  per  ottenere  i  darti  necessarii  a  valu- 
tare l'intensità  dei  raggiàmeoti  >  nondimeno  pare  à  mfe  che  iì 
modo  ordinario  di  interpretarne  le  indicazioni  po9sa  esser  sog- 
getto a  qualche  difficoltà ,  per  rilevare  la  quale  è  necessaria 
premettere  la  discussione  analitica  del  problema. 

Un  termometro  esposto  al  sole  è  soggetto  ad  nira  forza  ri* 
scaldante  continua,  che  per  un  breve  tempo  può^  considerarsi 
come  costante^  Questa  forza  tenderebbe  ad  elevarne  indefini- 
tamente la  temperatura^  e  la  quantità  di  calorico  si  accumule- 
rebbe nel  corpo  indefinitamente  se  le  perdite  per  l'irradiazio- 
ne, e  pel  contatto  dell'aria  circosiaate^  e  degli  altri  corpi  no» 
la  diminuissero  di  continuo.  Ora  queste  due  forze  continue 
opposte,  e  che  sono  del  genere  delle  forze  acceleratrici  mec- 
caniche, presto  raggiungono  un  limite  in  cui  si  equilibrano,  e 
allora  il  termometro  resta  stazionario.  La  cosa  succede  appunto 
come  nei  corpi  cadenti  in  un  mezzo  resisteute  :  essi  per  la 
forza  di  gravità  accelerano  il  loro  cofsa  ed  aunrcntcrcbbera 
indefinitamcute  la  loro  celerità  ,-  ma  la  resistenza  del  mezza 
tende  a  diminuirla  f  e  finalmente  arriva  un  puuto  in  cui  il 
moto  si  fa  uniforme. 

La  resistenza  del  mezzo  suole  prendersi  proporzionale  al 
quadrato  dello  celerità,  mentre  il  raffreddamento  per  irradia- 
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zioné  si  suppone  proporzionale  al  semplice  eccesso  di  tempe^ 
raiura  del  corpo  sopra  i  corpi  circostanti  »  e  supporremo  cb^ 
U  stessa  cosa  valga  anche  per  le  altre  cause  ràfn*eddafiti,  di 
contatto  delfaria  ec.  Tranne  la  differènza  predetta  i  doe  prò^ 
blemi  dipendono  matematicaniente  dagli  stessi  principi!,  purché 
si  riguardino  gli  aumenti  di  temperatura  prodotti  dalla  azione 
caloriBca  de'  raggi  come  gli  anmentì  di  Velocità  prodotta  net 
corpi  dalla  gravità.  Ora  è  ben  noto  che  a  misura  déll'inteilsità 
assoluta  della  gravità  non  può  prendersi  il  mòto  UDiformé  a 
cui  arriva  un  grave  cadendo  in  un  mezzo  resistente  ,  ma  in- 
vece la  velocità  acquistata  nella  prima  unità  di  t«mpo  in  coi 
cade  liberamente  nel  vuoto.  Gbé  se  non  possa  farsi  l'esperiènza 
nei  vacuo»  potremo  allo  stesso  fine  valerci  degli  esporlmetali  fatti 
in  un  mezzo  resistente,  purché  si  tenga  coilto  delia  diminuzio* 
ne  di  velocità  prodotta  dorante  quel  tempo  dalla  presenza  del 
mezzo.  Così  pure  la  misura  di  una  forza  radiante  dovrà  cai* 
colarsi  dietro  T  aumento  di  temperatura  che  essa  produce  in 
un  corpo  termometrico  durante  un  certo  tempo  preso  per  tmi* 
tà.  Ma  siccome  é  impossibile  impedire  l'irradiazione  del  £dr* 
pò  durante  il  suo  riscaldamento  ,  perciò  dovrà  tenersi  conto 
della  quantità  di  calorico  perduta  nel  tempo  steséo  che  la  atta 
temperatura  veniva  elevaudosi.  Se  il  tempo  di  esposizione  sia 
breve,  la  forza  riscaldante  grande^  e  la  raffreddante  assai  pie-* 
cola,  potrà  trascurarsi  molte  volte  questa  quantità  perduta^  ma 
fuori  di  queste  circostanze  bisogna  tenerne  conto. 

Per  valutare  numericamente  tanto  la  foma  riscaldante  cbe 
la  raffreddante,  sia  d9  Vauménto  di  temperatura  prodotto  dalla 
sorgente  raggiante  durante  un  tempuscolo  At  ed  n  un  coeS- 
ciente  costante  che  esprimerà  T  innalzamento  del  tel^momeiro 
nell'unità  di  tempo,  e  sarà  la  misura  del  l'aggiamento.  Si  aop^ 
ponga  inoltre  che  il  raffreddamento  del  termometro  sia  fto^ 
porzionale  all'eccesso  della  sua  temperatura  sopra  i  corpi  ctr** 
costanti;  indicando  per  h  un  coefficiente  costante  il  cui  valore 
dipenderà  dall'intensità  del  raffrcddamanto,  avremo  (*) 

m\         Il  ■  I  I    I  I  i  II    ■     I  ■■  I.    — ■     Il         I      ■       I  1^1  ...  .1    ■     I  I       .    ■!.        Il  ■      I  I       ■-  ,1 

(*}  li  Prof.  Forbes  nella  memoria  On  the  transparenvy  o{  the  olmo*  . 


(511  ) 

dO  ttsudr  —  k6dt 

questa  integrata  m1  oa§a  obe  il  taraKunelro  parta  dallo  tftaU 
atazioDariO)  onde  per  i  =sO  sia  d  =  0»  SMuninistra 


<„      . = i(.  - 1) 


essendo  e  la  base  dei  logaritmi  neperiani.  Crescendo  il  tempo 
§  il  sdeoodo  lérftiìad  sempre  dimiauisoe  e  p^r  «mtd  valore  si 
fa  iosessibik  ì  altora  si  iia 


n 


che  faremo  =3  a.  In  questo  punto  il  itroiomelro  i  staziona-* 
rio  :  ed  è  visibile  che  esso  vi  arriverà  tanto  più  presto  quanto 
la  forza  raffreddante  sarà  maggiore  :  il  che  è  conforme  alla 
esperienza. 

Di  più  si  vede  che  dalla  osservazione  di  Un  termometro 
stazionario  non  altro  può  dedursi  che  il  rapporto  delle  due 
forze  riscaldante  e  raffreddante,  e  che  se  questa  non  é  nota  » 
ovvero  varia  durante  il  corso  deiresperienza  te  intensità  calo- 
rifiche dedotte  da  cotali  indicazioni  saranno  inestatte. 

Siccome  due  sono  le  costanti  che  entrano  nella  formola, 
così  si  richiederanno  aiddeno  due  osservazioni  per  determinar- 
le. Queste  però  possono  farsi  in  molti  modi  : 

l."*  Osservando  l'aumento  di  temperatura  prodotto  nel  ter- 
mometro durante  un  tempo  i,  e  poi  l'aumento  di  temperatura 
costante  che  ritiene  quaodo  é  stazionario:  questa  seconda  osser- 
vazione darà  il  valore  di 


tphitt,  pofie  ro  nota  pag.  230  una  espressiode  sÌttHl()  data  da  Làmbert 
ti^Ua  àoa  Pirodietr ià.  la  noa  \uf  potuto  vedtre  quest'opera,  oggi  rarit- 
•ina,  on  è  facile  ohe  oone  la  fdrvale^  co»!  j  prnif ìpii  tla  ea»  ptirie  <tual 

iòelebre  Mi<ni2Ìato  stano  id^titiei.  La  <pistitità  k  egK  U  pene  ^    — ea- 

sendo  S  la  suttangente  della  cnrTa  logaritmica  ,  che  esprime  la  legge 
Newtooieoa  del  raffreddamciUo. 
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e  =  -=a, 

donde  mediante  Taltra  osservazione  precedente 

M  _        a 

t  =  —  log.  tao. r-,    n=za  ky 

t  a  —  7 

ove  M  ò  il  modulo  dei  logaritmi 

M  =  2, 30258. 

2.'^  Osservando  Y  aumento  cbe  ha  subito  il  termometro  in 
due  tempi  diETerenti  ^  e  i%  ma  questo  metodo  conduce  a  so- 
luzioni con  calcolo  lungo,  e  solo  approssimato. 

3.®  Il  terzo  è  il  più  commodo,  e  consiste  in  determinare  la 
costante  k  mediante  il  raffreddamento  osservato  nel  termome- 
tro durante  un  certo  tempo.  Infatti  coperto  il  termometro  ,  e 
cosi  soppressa  la  forza  raggiante  si  ha  l'equazione  differenziale 

d9=—  *3dr, 
cbe  integrata  da 

(2)  3  =C(r*'. 

La  costante  G  esprimerà  Tcccesso  di  temperatura  d^  che  ha  il 
termometro  sopra  i  corpi  circostanti  all'istante  in  cui  si  scopre 
ed  è  i  =  0  :  di  qui  si  cava 

M  G 

É  =  —  loff.  tab.  -=-  , 

ove  M  é  pure  il  modulo  sopradetto. 

Le  formole  (1)  e  (2)  contengono  la  teoria  deiractinometro. 
I/uso  ordinario  di  questo  stromento  é  if  seguente.  Si  espone  esso 
al  raggiamento  del  sole,  e  si  osserva  di  quanti  gradi  sale  in  un 
varia  minuto  di  tempo^  poi  si  ricopre,  e  si  vede  di  quanto  esso 
in  egual  tempo;  questi  ultimi  gradi  sono  negativi  e  si  sottraggono 
algebricamente  dai  primi,  onde  se  Tactinometro  scende  nel  raf- 
freddamento si  farà  la  somma  de'  gradi ,  che  si  prende  per 
misura  del  raggiamento.  Per  vedere  fino  a  cbe  punto  sia  esatto 
questo  metodo,  supponiamo,  che  al  principio    dell'esperienza 
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racttnometro  sia  ad  equilibrio  di  temperatara  coli' aria  circo- 
stante ,  ed  applichiamo  alle  sue  iodicazioni  le  forinole    prct^c- 
denii.  Queste  ci  daranno 


»-^-ì<'->^ 


per  la  condizione  della  pratica  esposta  si  ha  G=  9,^  =  1,   e 

Q 

sostituendo  per  e'*  il  suo  valore  —  avremo 

per  ridurre  il  secondo  membro  ad  n  (che  rappresenta  l'inten- 
sità della  forza  radiante),  bisogna  supporre  che  G  pochissimo 
disti  da  n,  il  che  d'ordinario  è  ammissibile  ,  e  inoltre  che  sia 
A  =  1^  altrimenti  non  potrà  aversi  fequazione 

come  vuole  la  pratica  delPactinometro. 

Questo  può  dimostrarsi  anche  al  modo  seguente.    La  for- 
mola  (1)  dà 

ft  =  iS  ^  n  -77 

e'* 

questa  combinata  colla  (2)  darà 

I 

Siccome  per  la  condizione  dell'actioometro  generalmente  n  pò- . 
chissimo  dista  da  d^  e  d  =  C,  fatto  /Ir  =  1  si  avrà 

Sì  vede  quindi  che  Tuso  ordinario  dell'actinometro  non^è  ac- 
curato a  meno  che,  non  si  supponga  la  stessa  nelle  varie  ore 
del  giorno  la  causa  raffreddante,  e  inoltre  che  la  correzione 
pel  raffreddamento  sia  assai  piccola. 

Che  il  metodo  di  servirsi  dell'actinometro  non  sia  accura- 
tissimo secondo  la  teorica^  è  anche  evidente  da  questo^  che  ti 

32* 
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suppone  j  cbe  il  corpo  nel  1^  minnto  in  cui  si  ricopre  j  e  si 
raffredda,  perda  tanto  di  calore  quanto  ne  ha  perduto  nei  mi- 
nuto in  cui  si  è  riscaldato.  Ora  questo  non  è  esatto  ,  percbè 
se  il  corpo  riscaldandosi  passa  da  75^  a  100®  ,  e  raffreddan- 
dosi 'da  100"  a  94°  essendo  in  tempi  eguali  le  quantità  di  ca- 
lorico perduto  proporzionali  agli  eccessi  di  temperatura,  essa 
sarà  maggiore  in  questo  2.**  caso  che  nel  primo,  quindi  non 
tutta  quella  correzione  dovrebbe  aggiungersi,  ma  solo  una  parte. 
L'errore  commesso  operando  così  è  « 


=^  (*  -  "e) 


nell'ipotesi  di  h=ì. 

Se  non  si  suppone  i  ===  1  ,  Terrore  sarà 


0(l_A)^3(l_   «) 


ove  si  vede  che  siccome  n^C  di  piccola  quantità,  il  secondo 
termine  sarà  negativo,  ed  il  primo  essendo  positivo  perchè  k 
è  d'ordinario  piccola  frazione  potrà  aversi  qualche  compensa- 
zione, onde  i  risultati  delPactinometro  adoperato  al  modo  or- 
dinario, potranno  differire  poco  da  quelli  che  si  otterrebbero 
col  metodo  rigoroso,  e  tanto  piùse  si  avrà  cura  di  riosservare 
di  nuovo  il  rialzamento  nello  strumento  come  alcuni  usano,  e 
prendere  la  media  delle  due  indicazioni.  Però  la  supposizione 
più  inamissibile  è  che  k  sia  costante  ed  =  1 ,  col  che  real- 
mente non  si   viene  ad  ovviare  a  nessuno  degli  inconvenienti 
opposti  al  metodo  statico.  Bisogna  dunque  servirsi  delle  for- 
mole  rigorose  (1)  e  (2)  ^  e  perciò    soggiungo  un  esempio  del 
modo  di  servirsene. 

Il  giorno  17  agosto  fu  esposto  all'aria  libera  sulla  sommità 
dell'osservatorio  un  termometro  di  Farenheit  annerito.  Il  cielo 
era  serenissimo,  e  si  aspettò  che  esso  fosse  ridotto  ad  equili- 
brio di  temperatura  coll'aria  circostante  all'  ombra  di  un  pic- 
colo ostacolo  distante  un  metro  circa  dal  termometro,  e  facil- 
mente amovibile.  Questo  termometro  alle  ore  11,  45'"  Tm.  di 
Roma  segnò  Q^i"*,  31;  scopertolo  dopo  un  minnto  segnò  %®  9, 
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e  dopo  dae  minuti  100^  5,  alle  11^  50*'  si  ricopri  mentre  se* 
gnava  100°  :  dopo  un  minato  era  a  97®,  0,  dopo  2'^  a  95'',  7. 
Con  questo  stesso  metodo  parecchie  altre  osservazioni  fu- 
rono fatto  durante  il  resto  del  giorno,  le  quali  qui  soggiungo 
uniiamaote  alla  precedente 


PEL  BISCALDAMENTO 

PEL  RAFFREDDAMENTO 

Numero 
d"  ordine 

delle 
Qtiervaz.'*' 

Temfo 

rem.' 

ann. 

ecaperto 

Tempo 

Term." 

ann. 

coperto 

Tempera'- 
tura 
e  stato 
delVaria 

1." 

11»  45" 
47 

93".  3  F. 
100.  5 

11*  50- 
52 

100»,  0  F. 
95.  7 

93^  1  F. 

ventilaz.'' 
leggiera 

2« 

11  58 

12  0 

94.  3 

• 

101.  1 

12      4 
6 

100.0 
95.  1 

93.     8 
venlilaz."^ 
leggiera 

3." 

4    40 
42 

89.  0 
94.  6 

4     46 
48 

94.  0 
90.  9 

89.     0 
ventilaz.* 
forte 

4." 

4    54 
56 

89.  1 
92.  4 

4    57 
59 

93.  5 
90.  2 

88.    6 
ventilaz.' 
leggiera 

5." 

5    25 
27 

85.  6 
90.  2 

5    29 
31 

90.  8 
86.  8 

85.     6 
ventilaz.^ 
leggiera 

6." 

5    42 
44 

84.  5 

87.  5 

5    45 
47 

89.  3 
85.  2 

84.    7 
quasi 
tranquillo 

I  numeri  deirultima  colonna  sono  il  medio  dei  due  slati  sta- 
zionari! del  termometro  nero  prima  e  dopo  Tosscrv azione:  Tul- 
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lima  di  queste  fu  falla  quando  il  sole  non  era  ancora  giunlo 
allo  strato  biancastro  di  vapori  vicini  ali  orizzonte. 

Da  questo  osservazioni ,  prendendo  un  medio  tra  le  due 
prime  fatte  al  mezzodì,  si  ricavano  i  seguenti  numeri. 


Num." 
d'ordine 
dette 
oetervtu."' 

Valori  atstmti 

Dedotti 

C 

3 

0 

k 

» 

1."  e  2." 

6.  2 

4.  6 

7.  0 

0. 1994 

5.481 

3." 

5.  0 

3.  1 

5.  4 

• 

0.  2391 

3.399 

4." 

4.  7 

3.  3 

3.  3 

0. 1768 

3. 152 

5." 

5.  2 

4.  0 

4.  6 

0. 1312 

2.615 

6" 

4.  6 

4.  1 

3.  0 

0. 0375 

1.587 

Si  vede  da  questa  tavola  landamenlo  della  temperatura  re- 
sidua de'  raggi  solari  dopo  che  essi  per  l*  abbassamento  dell* 
astro  vanno  perdendo  di  intensità,  a  cagione  deirassorbimenlo 
subito  nel  passaggio  attraverso  l'atmosfera^ .  il  cui  strato  diventa 
a  mano  a  mano  più  spesso. 

Per  fare  una  qualche  applicazione  dei  numeri  qui  trovati 
proponiamoci  di  determinare  quanta  sia  la  quantità  di  calorico 
assorbito  dall'atmosfera  nel  tragitto  verticale  de'raggi  solari.  Per 
trovarlo  supporremo  con  alcuni  altri  autori  ,  che  si  sono  oc- 
cupati di  questo  problema,  che  la  spessezza  x  di  uno  strato  at- 
mosferico qualunque  traversato  dal  raggio  solare  sia  dato  ac- 
curatamente dalla  formola  di  Laplace 


refrazione 


X 


58".  36  sen.  dist.  zenitale  del  sole 


Di  più  che  per  una  spessezza  x,  la  quantità  residua  di  calo- 


rico  essendo  Vj  valga  la  formala  di  Bougaer 

V  =  Ter^' 

essendo  T  ed  a  due  costanti  da  deteroìinare  :  la  T  é  la  quan- 
tità di  calore  solare  incidente  neiratmosfera,  perché  fatto  x=0 
si  ha 

pel  tragitto  ?er(icale  x  =  1  e  conseguentemente 

V  —  Te-« 

la  costante  a  può  esser  determinata  in  modo  da  adattarla  alle 
tavole  logaritmiche  ordinarie  invece  delle  iperboliche. 
Ogni  esperienza  somministra  una  equazione  della  forma 


(3) 


log  t?  =  log  T  -^  a  X 


dalle  quali  combinate  insieme  si  avrà  il  valore  delle  due  co^ 
stanti  T  ed  a. 

Le  spessezze  dell'atmosfera  si  sono  calcolate  usando  sol- 
tanto la  refrazione  media  corrispondente  ali*  altezza  vera  del 
sole  conclusa  dall'angolo  orario  solare  pel  medio  dei  tempi  di 
ciascuna  osservazione.  Cosi  si  avranno  i  dati  seguenti 


• 

Osservazioni 

Distanza 

zenitale  del 

sole 

Spetezza  deir 
atmosfera 

1."  e  2." 

4." 
5." 
6." 

1 

28"  20',  7 
66    56 
69    00 
74    16 
78    14,  5 

1.181 
2.641 
2.875 
3.631 
4.975 
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Assumendo  per  «  i  ralofi  dì  ti  trovati  di  sopra ,  e  per  X 
le  spessezze  rispettive  dell'  atinosfera  ,  si  avranno  le  seguenti 
equazioni 


l.«e  2».  oss.  0.  73304  =s 


3.» 
4.» 
5." 
6.» 


log  T 

log  T 

log  T 
logT 

0.  20056  =  log  T 


0.  53136  = 
0.  49858  = 
0.  41745  = 


a.  1.  181 
a.  2.  641 
a.  2.  875 
a.  3.  631 
a.  4.  975 


Per  trovare  T  ed  a  ,  e  mettere  in  evidenza  la  concordia 
delle  esperienze,  daremo  i  numeri  ottenuti,  combinando  diver- 
samente tra  di  loro  le  equazioni  corrispondenti  ad  osservazio- 
ni più  distanti 


Equazioni 
combinate 


I."  —  6.<» 
l.«  —  5.<' 
1."  —4." 
l.«  —  3." 
3.«  —  6." 


Medio 


0. 1404 
0. 1288 
0. 1384 
0. 1382 
0. 1417 


lÉtflÉI 


0. 1375 


7.920 
7.676 

7.777 
7.873 
8.047 


»i 


Ita^M 


5.732 
5.706 
5.608 
t  5.  728 
5.807 


-V 


7.  8486 


5.  7162 


*MH*M 


T 


m^mmm 


0.  7238 
0. 7433 
0. 7226 
0. 7275 
0. 7213 


0.  7276 


Err.prob 0.0020 


I  numeri  di  questa  tavola,  sono  assai  vicini  tra  di  loro,  « 
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per  tà  batara  della  materia  in  cui  si  sono  accamulate  tante 
ipoiesif  alcune  delle  quali  benché  plausibili,  non  sono  però  oo 
euratissirae,  mi  paiono  dovere  ispirare  sufficiente  fiducia:  pos» 
siamo  quindi  concludere  1."  che  la  quantità  di  cabr  raggiante 
«messa  dal  sole,  e  che  oadé  al  limite  dell'  atmosfera  é  tanta 
che  in  un  minato  potrebbe  far  salire  un  termometro  di  Fare-^ 
nhait  di  T.^»  8486  ossia  ano  di  Reaumar  di  3.»  4883:  2.''  che 
di  questa  quantità  presa  per  unità  ne  Tiene  trasmessa  nel  tra-» 
fitto  verticale  de*  raggi  attraverso  1*  atmosfera  una  porzione 
aoa 0.7276^  ossia  poco  men  di  ^{4 ,  e  che  ^\^  è  assorbito  dall' 
atmasfera.  Sarebbe  quindi  facile  il  dedurre  la  quantità  di  ghiao* 
ciò  ohe  poti*ebbe  fondere  il  calòr  solare  diretto,  e  in  ona  con 
questa  molte  altre  conclusioni  simili.  Ma  Teggasi  su  ciò  la 
beila  memoria  del  Sig.  Pouillet  Compées  Rendua  1838  ,  T.  2  ^ 
pag*  15.  eó« 

Questa  proporzione  è  assai  vicina  a  quella  trovata  di  Lam-» 
bdrt  è  di  Pouillet  ,  benché  si  scosti  alquanto  da  quella  data 
da  FiOrbes^  Quetelet,  i  quali  si  sono  serviti  dell'actinometro  al 
modo  indicato  di  èopra.  Meritano  quindi  di  esser  discasse  uno* 
vameste  le  interessanti  esperienze  fatte  con  tanta  precisione 
ed  esattezza  da  questi  celebri  scienziati. 

E  qui  non  voglio  dissimulare  ,  che  quantunque  il  metodo 
di  usare  un  termometro  ordinario  paia  molto  semplice  ,  pure 
può  esser  soggetto^  a  gravi  Incoi^venienti,  se  non  si  abbia  gran 
eora  nell' osservare.  La  quantità  che  bisogna  determuiare  con 
molta  precisione  é  la  temperatura  del  puuto  ove  trovasi  il  ter* 
mometro^  percbò  da  questa  dipende  la  stima  del  coefficiente  k: 
ora  in  ciò  vi  é  gran  difficoltà,  atteso  il  continuo  variare  che 
essa  fa  ad  ogni  soffio  d'aria  ,  e  ad  ogni  impercettibile  vapore 
che  passi  per  l'atmosfera.  Il  miglior  modo  mi  è  sembrato  quello 
osservare  lo  stato  stazionario  del  termometro  immediatamente 
prima,  e  dopo  l'esperienza,  e  prendere  per  temperatura  dello 
spazio  la  media  delle  due  indicazioni.  Questo  inconveniente 
cresce  rapidamente  verso  sera,  e  in  tal  epoca  bisogna  fare  le 
osservazioni  nel  più  breve  tempo  possibile.  Quando  si  abbiano 
due  termometri  eguali  perfettamente  anneriti    ambedue  ,  uno 
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potrebbe  servire  a  dare  questa  temperatura ,   collocandoli  ab-* 
bastanza  vicini,  e  tenendone  ano  all'ombra  dì  pìccolo  ostaco- 
lo, mentre  Taltro  sta  esposto  al  sole  ,  e  notare  le    indicazioni 
di  ambedue. 

Si  potrebbe  pure  abbreviare  il  tempo  dell'osservazione ,  e 
ridurlo  ad  un  minuto  soltanto  pel  riscaldamento,  e  ad  altret- 
tanto pel  raffreddamento  :  ma  in  pratica  ho  trovato  cbe  le  in- 
dìcazìoni  del  primo  minuto  non  sono  tanto  facili  ad  osservarsi 
per  la  rapidità  con  cui  scorre  la  colonna  (ermometrica  ,  onde 
ogni  piccola  inesattezza  nel  cogliere  l'istante  della  lettura,  pro- 
duce notabili  anomalie  nei  risultati.  Forse  con  termometri  a 
gradi  più  estesi  queste  dilHcoltà  si  eviteranno.  Soltanto  io  cre- 
derei meno  opportuno  il  chiudere  qualunque  sorta  dì  strnmenti 
termoscopici  in  inviluppi  di  qualsiasi  specie  >  a  fine  di  difen- 
derli dalle  cause  perturbanti  dell'agitazione  dell'aria  ec,  per- 
chè così  vengonsi  ad  escludere  cause  perturbatrici  le  quali  in 
qualche  modo  possono  valutarsi  servendosi  delle  cautele  ac- 
cennate di  sopra,  ed  invece  se  ne  introducono  altre  di  cui  è 
impossibile  determinarne  rinflucnza  ,  perchè  dipendenti  dalla 
forma  del  corpo  circondante,  dalla  sua  posizione  relativamente 
al  sole,  e  da  mille  altre  circostanze ,  che  ordinariamente  non 
possono  assoggettarsi  al  calcolo.  Così  le  esperienze  fatto  con 
diversj  strumenti  non  sono  comparabili  fra  di  loro,  benché  gli 
strumenti  siano  eccellenti  :  ora  parmi  che  in  cotal  genere  di 
ricerche 'fisiche  un'esperienza,  forse  meno  squisita,  ma  compa- 
rabili» colle  altre,  sia  da  preferirsi  ad  una  più  precisa,  la  quale 
però  resti  isolata,  e  non  possa  avere  riprova  da  altra  osserva- 
zione. 


SOArv 
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EX  EPISTOLA  Dm  PROF/'  GUDERHANN 
AD  ANNAL1UH  DIRECTOREBI 


Commcntationis  taae  novissimae  tilulus  (^)  mihi  in  iDcntcm 
revocavi!  problemata  duo,  quoram  soliitiones  dcmonstratu  fa- 
cillìmas,  ideoque  hoc  loco  suppressas  tccum  communìcabo,  quia 
io  lìbris  stercometricis  bac  de  re  hacusque  DÌhiI  legi  

I.**  Si  circa  centruin  datum  O  superficies  cllipsoidica  de- 
'scribenda  sìt ,  cujus  semiaxcs  0t  >>  /3  ^  7  datae  sint ,  tres 
sphoeras  adhibeas  e  centro  O  radiis  0L9  j3,  7  descriptas,  et  ra- 
dium ex  eodem  centro  ductum  OS  arbitrariuro,  quo  sphaera* 
rum  superficies  secentur  in  punctis  a  ,  6,  (;.  E  punctis  tribus 
bis  in  coordinatarum  axes  Qx  ,  Oy  ,  Oj?  rectangalares  demit- 
tantur  perpendiculariter  tres  lineae  rectae  op ,  hq  ^  cri  line&e 
0/>  =  a?  9  OjT  =  y  ,  Or  =  z  erunt  lineae  coordnalae  tres  re- 
ctangulartts  puncti  cujusdam  M  in  superficie  eliipsoidica  quae*' 
sita  sili.  Tria  nempe  plana  per  puncta  j9 ,  j  ,  r  ita  posila  ut 
planis  jsOy  9  zQx  ,  |yOx  sinl  parallela,  per  pvnclum  M  tran* 
sibunt.  Ad  quemlibet  ergo  radium  OS  tale  pinclum  M  perli- 
net  ;  quare  tot  quollibet  puncta  ejnsdem  superficie!  ellipsoi- 
dìcae  eodem  modo  conslruunlur,  quae  siroul  tres  sphoerarum 
superficies  tangit  iq  sex  punctis  quae  in  tribiis  axibus  Ox,  Oy, 
Oz  prolongalis  sita  erunt. 

II."*  Si  planum  ducendum  est,  quo  superficies  cllipsoidica 
in  puncto  M  tangatur  praeter  tres  spboens ,  et  radium  OS 
adhibeas,  tria  plana  parallela,  quibus  trium  sphoerarum  super- 
ficies taugantur  in  punctis  a,  &,  e  et  axes  Ox,  Oy,  Ox  secen- 
tur in  punctis  A,  B,  G;  planum  ABC  erit  quaesitum. 
Monast.  Gnestph:  die  20  septembris  1851. 

• 

(*)  Il  Sig.  Gudermatiti  allude  alla  mìa  Memoria  sulle  linee  geodesiclie 
ddlVIIissoide^  uUìmametile  pubblicala  negli  ÀUi  de^Nuovi  Lincei.  jB.  7^. 
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nOTlZlE    BIBLIOGRAFICHE 

Giorrude  Aràaiico  voi,  GXXLI.  Geno.  Febb.  Mar.  Roma  1851. 

Questo  volume  contiene  i  seguenti  artìcoli  relativi  alla  sto- 
ria delle  Matematiche: 

1,^  Della  vita,  e  delie  opere  di  Guido  Boaatti  Astrologo  , 
ed  Astronomo  del  secolo  decimoterzo.  Notizie  raccolte  da  B. 
Boocompagni. 

In  questo  articolo  si  trova  pubblicato  il  testo  latino  della 
Vita  di  Guido  Bonatti  scritta  da  Filippo  Villani^  tratto  da  un 
Codice  della  Biblioteca  Barberini.  L*  Autore  dell*  articolo  ne- 
deaimo  dà  poscia  alcune  notizie  intorno  alla  vita  dello  stesso 
Bonatti  tratte  da  autori  del  medio  Evo,  e  da  altri  più  recenti 
(pag.  142—195).  Egli  descrive  (pag.  195—203)  tre  edizioni 
del  trattato  di  Astronomia  del  Bonatti,  indica  alcuni  esemplari 
che  si  hanno  li  due  di  queste  edizioni,  e  riporta  i  fac  simSe 
di  alcnni  passi  delle  due  edizioni  medesime.  Parla  anche  delle 
traduzioni  di  questo  trattato,  e  quindi  ragiona  d'  altre  opere 
di  Guido  Bonatli.  Egli  avverte  (pag.  217 — 218)  che  nei  trat- 
tato di  Astronomica  del  Bonatti  si  trovano  menzionati  i  molini 
a  vento. 

U  pregio  dellopuscolo  ove  trovansi  queste  interessanti  -no- 
tirie  si  aumenta  ^er  la  bella  incisione  dei  medesimi  fae  ftmtfe, 
e  noi  ci  rallegriamo  col  Sig.  Boncompagoi  ,  che  al  merito  de* 
suoi  travagli  aggiunga  per  tratto  di  sua  munificenza  quello 
dalla  fiop  ordinaria  eleganza  delP  edizione.  Intorno  a  questo 
scritto  del  Sig.  Ben^mpagni  si  può  vedere  il  Giornale  VBiruria 
(Firenze  per  la  Società  Tipografica  sulle  Logge  del  Grano  1851, 
in  8.^  Anno  primo,  pag.  493 — 495^  e  576). 

%""  Necrriogia  di  G.  Jacobi  scritta  dal  Prof.  Paolo  Volpi- 
celli. 

Quest'articolo  era  già  stampato  nella  Sessione  del  25  marzo 
1851  negli  Atti  dell'Accademia  Pontificia  de'Nuovj  Lincei.  L' 
autore  in  questo  breve  articolo  giudiziosamente    rammenta  i 


{ 
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primi  p^^si  dèli*  carriera  scieotilica  dì  quesfo  gran  feometra^ 
e  fra  I^e  aitre  ci^e  dice,  che  appena  compiuto  il  quarto  lustro 
il  J^K^i  ai  ^b^  la  laurea,  e  raUlìtarioae  altresì  ad  iosegfìare 
DeirUoìversità  dì  Berlino:  noi  aggiongiamo  cooie  lo  stesso  Ja-» 
cobi  ci  djs^  cbo  la  laurea  dottorale  Tottenne  nei  1825  ,  ed 
il  tema  fu  la  dissertaziona  pubblicata  sotto  il  titolo  :  Disqui*- 
§itÌQtèe$  anolifiicae  de  fraetioniòu$  sitnplicAus.  Àuetore  Cardus  Gvr 
$$avH$  JacoÒH$  Jacobi  PHU  Docà.  Bnrolini  1825  apud  F,  A. 
Bering*  <2^s^  preziosa  idiiB^ertaEione  è  piena  di  viste  origioa  * 
li^  ^  m  pai»  eiie  poo9  aja  (eosoaduta  ;  non  mi  ricordo  di  averla 
y^^duta  niai  citata  pei  €^si  di  Analisi.  Dalla  pagina  9  alla  16 
della  im^ziwata  disaerta^iofie  di  J^icobi  si  prendono  in  con-- 
fidtrmif^ne  n$Vst  twriea  4e]ie  fraziooi  raiionali  certi  coeiB- 
ci^ti  (;be  ai  riJ^cooo  a  quei  efae  il  6ig.  Gauehj  chiama  restV 
dui  di  futa  frmwe. 

ÀUi  deW Accademia  Pontificia  de'nuovi  Lincei.  Anno  IV.  Ses- 

aiooe  VI  4eirU  maggio  18^1. 

Quella  Sessione  contiene  i  a^gqtetati  articoli. 

IJ"  0elia  Teriioni  fat^e  da  Platona  Tiburtino  traduttore  del 
aecolo  4uodaeimQ,  Nptizie  recepita  da  3*  Bonpompagai. 

Le  traduzioni  stampate  di  Platone  Tiburtino  sono  le  se* 
gllfopti: 

X,^  Trada^ioA?  di  on  tiraitato  di  Astronomia  di  Albatcgnio 
astronoma  aFi^bQ.  %^  Tradvirione  degli  sferici  di  Teodosio. 
9-^  Traduzipoa  di  uo  ^apuscolo  astrologico  di  Almansor  astro- 
logQ  arabo. 

Il  Sig.  Boncompagni  dcscriy^  1  ediziiMii  «ba  si  baoDO  di  eia* 
acjwa  di  f  veste  tradtupooi,  e  di  alouoe  di  ^se  riporta  alcuni 
paaai  io  f^c  sivu^.  Parla  posi^ia  delle  {radurioni  inedite  del  me- 
desimo Platone,  che  sono  le  aegueoti: 

L^  Traduzione  di  m  trattato  di  Geometria  di  Savusarda  , 
o  Savasordt  ma^tamalioo  ebreo.  11  àig.  Boncompagni  indica  gli 
eaanyplarì  manoacritti  ebe  ai  faanoo  di  queste  traduzioni.  2.^  Tra- 
duzione di  un  trattato  di  Abualcasin  figliuolo  di  Asafar  aopra 
la  costruzione,  e  gli  usi  dell'astrolabio.  Dì  quesl*  opera  finora 
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sconosciaia  ,  e  che  trovasi  manoscritta  nella  Biblioteca  Vati- 
cana, il  Sig.  Boncompagni  riporta  la  prefazione.  3.^  Traduzione 
del  quadripartito  di  Tolomeo.  4^^  Traduzione  di  un*  operetta 
di  un  certo  Àlkasen  sulle  rivoluzioni  delle  natività.  Termina 
riportando  ciò  che  il  Montucla,  il  Sig.  Ghasles,  Adriano  Baillet, 
ed  il  Jourdaiu  dicono  di  Platone  Tiburtino. 

Qui  egualmente  come  nel  menzionato  opuscolo  relativo  a 
Guido  Bonatti,  alle  interessanti  notizie  sopra  Platone  Tiburtino 
si  aggiunge  V  eleganza  dell'  edizione  pei  belli  fac  simUe.  Sen- 
tiamo con  piacere  che  il  Sig.  Boncompagni  ha  pronti  altri  scritti 
relativi  alla  vita  ed  alle  opere  di  altri  matematici  ed  astronomi 
del  medio  evo,  e  fra  gli  altri  si  attendono  con  impazienza  le 
notizie  sulla  vita  ,  e  sulle  opere  di  Lionardo  Pisano ,  le  quali 
verranno  corredate  del  trattato  sui  numeri  quadrati  del  me- 
desimo Lionardo,  ritrovato  nella  Biblioteca  pubblica  di  Siena, 
e  che  tuttora  deploravasi  nella  storia  delle  matematiche  come 
perduto. 

2.""  Sulla  determinazione  della  linea  geodesica  descritta  sulla 
supcr&cie  di  un'ellissoide  a  tre  assi  ineguali  secondo  il  metodo 
del  Gav.  Jacobi  da  esse  dato  nelle  sue  lezioni  di  Meccanica 
air  Università  di  Koenigsberg.  Memoria  del  Prof.  Barnaba 
Tortolini* 

L'Autore  dopo  di  aver  esposto  con  tutti  quei  sviluppi  che 
convengono  per  la  piena  intelligenza  del  metodo  ,  aggiunge 
delle  proprie  ricerche  sopra  i  raggi  delle  due  curvature  della 
medesima  linea  geodesica,  e  termina  con  due  Note  ,  le  quali 
in  parte  riguardano  la  dimostrazione  di  due  teoremi  trovati 
dal  Sig.  Joachimstal  di  Berlino. 

3.^  Sugli  esperimenti  del  pendolo  fatti  in  Boma  a  prova 
della  rotazione  della  terra  ,  e  per  la  determinazione  assoluta 
della  gravità:  del  P.  A.  Secchi. 

4.^  Continuazione  della  Memoria  intitolata  :  Nuova,  e  ge- 
nerale soluzione  della  x^-^y'^  =  z^  di  P.  Yolpicélli. 

S.'^  Dimostrazione  nuova  del  parallelogrammo  de 'moti  ro- 
tatori di  D.  Chelini.  B,  T. 
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SULLE  DUE  COMETE  DI  D'ARREST  E  DI   BRORSEN 

SCOPERTE  NBL  1851 

NOTA 

DEL   SIG.  PROr.  A.  COLLA 

Direttore  del  R.  Osservatorio  di  Parma. 

Le  due  Comete  di  d'Arresi  e  di  Brorsen  scoperte  in  quest' 
anno  nel  breve  perìodo  di  35  giorni,  la  prima  nella  notte  del 
27  al  28  giugno,  e  la  seconda  il  1.°  agosto  (V.  Annali,  agosto 
pag.  407—408  )  non  devono  esser  di  venate  ancora  invisibili 
per  dei  forti  refrattori,  ma  le  osservazioni  riferite  nel  giornale 
di  Altona^  Astronomische  Nachrichten  a  tutto  il  num.°  777,  pub- 
blicato il  14  dell'attuale  mese  di  ottobre ,  non  si  estendono  , 
rispetta  alla  cometa  di  d' Arresi,  che  al  3  settembre;  e  rispetto 
a  quella  di  Brorsen,  che  al  28  agosto.  Le  mie  ultime  osser* 
Yazioni  sono  di  settembre,  comprese  tra  il  10  e  il  16.  Alla  pri- 
ma di  queste  date  la  cometa  di  d'Arresi  troyavasi  fra  le  stelle 
dell'Eridano  ,  dirìgendosi  verso  la  45"  marcata  neirAtlante  ce- 
Jeste  di  Harding  a  65^  >|4  di  AR,  e  a  — 0°  'I4  di  declinazione^  e 
alla  seconda  data  la  cometa  di  Brorsen  trovavasi  nella  costella- 
j:ione  del  Dragone,  quasi  nel  mezzo  deirintervallo  tra  la  stella 
0  (ieia)  e  le  due  vicinissime  segnate  nel  citato  Atlante  in  n.  16 
e  17,  a  circa  16^  'I4  di  AR.  e  54"  'I4  di  declinazione  boreale. 
Il  cattivo  tempo  sopravvenuto  non  mi  ha  permesso  ulteriori  os- 
servazioni. 

Della  cometa  di  d'Arresi  sono  stati  calcolati  parecchi  ele- 
menti parabolici  e  quattro  ellittici  da  parte  degli  astronomi 
Yvon  Villarceau,  d'Arresi  (due  sistemi)  e  di  E.  Vogel.  Io  qui 
riferirò  gli  clementi  calcolali  dalT  astronomo  francese  inseriti 
nel  num.°  773.  Per  ottenerli^  egli  dichiara  di  aver  impiegato 
cinque  osservazioni,  fatte  tanto  a  Lipsia  che  a  Berlino^  dal  29 
giugno  al  6  luglio,  ed  inoltre  due  fatte  a  Parigi  il  27  luglio 
e  il  3  agosto. 

Il  primo  saggio  della  determinazione  degli  elementi,  gli  ha 
Annali  di  Scienze  Mai.  e  Fis.  T.  //.  novembre  1851.  33 
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prorato  Timpossibilità  di  ottenere  dei  risultati  precisi  col  mezzo 
dei  melodi  che  esigono  solamente  tre  osservazioni  o  l'equiva- 
lente. La  ragione  è  nelle  deboli  latitudini  geocentriche  della 
cometa.  Egli  è  stato  condotto  ad  applicare  il  metodo  da  lui 
dato  nella  Connaissance  dei  temps  (1852)  pel  calcolo  delle  orbite 
dei  pianeti,  metodo  fondato  sull'impiego  delle  derivate  dalla 
longitudine  geocentrica  dei  tre  primi  ordini.  Ecco  tali  elementi: 

Elementi  ellittici  della  cometa  di  d'  Arreat 
calcolati  dal  alg.  ¥▼•»  Tlllareean. 


Passaggio  al  perielio       8^97942  luglio  1851  t.m.  di 

Loogiiadine  dei  perielio    .    .    324°  10'  27",  7>  equin.  med. 
Long,  del  nodo  ascendente    .    149  21  52 ,  2>   del  9  luglio. 

luclioazipue 14  14  40^  7 

Angolo  (seiìo=eccentricità)    .      44  43  3   ,  1 

Stadio  mov.  clioc.  diurno  .    .    443"  7415 

ilneatl  elemeaitl  4mmmm  : 

Distanza  perìeiia. 1,185163;  log.=0,0737781 

Eccentricità 0,7036121 

Semi-grand*a3se 3,99869;  log.  =  0,6019177 

Durata  della  rivoluzione  siderale.  7,99608  anni 

La  massima  divergenza  tra  il  calcolo  e  Tosservazione  si  eleva 
in  AR  a  —  21''  e  in  declinazione  a  -h  9/' 

Le  due  osservazioni  del  27  luglio  e  del  3  agosto  (in  AB 
—  7",-+- 2";  e  in  Deci.  -4-  6",  — 6")  molto  contribuiscono 
nella  determinazione  degli  elementi^  i  quali  possono  in  seguito 
essere  affetti  d'incertezza  che  palesano  1*  ultima  di  queste  os- 
servazioni. Il  Sig.  Yvon  ViUarceau  dichiara  che  la  durata  della 
rivoluzione  particolarmente  é  ancora  soggetta  a  qualche  incer- 
tezza; tuttavia  egli  punto  non  presume  che  le  osservazioni  ul- 
teriori venghino  ad  apportare  a  questi  clementi  delle  modifi- 
cazioni che  ne  alterino  il  carattere  periodico. 
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Gli  astronomi  d^  Arresi  e  Vogel  sono  arri  fati  infatti^  rispet- 
tivamente al  medio  movimento  diurno  ,  ad  nn  valore  un  po' 
^diverso^  essendo  quello  risultato  dai  cakoli  del  Sig.  €p Arresi 
(nei  due  sistemi)  rispettivamente  =  502",  94884  e  =  550^', 
S7468,  per  cui  la  cometa,  secondo  questi  elementi,  invece  di 
•compiere  la  sua  rivoluzione  siderale  in  circa  8  anni,  non  ne 
impiegherebbe  secondo  il  primo  sistema  che  7,  o  stando  al  se- 
•condo  sistema^  meno  di  6  anni  e  mezzo.  Trovo  però  ohe  gli 
elementi  delfastronomo  francese  molto  sì  approssimano  a  quelli 
dati  da  Vogel  nel  num.""  771,  in  cui  la  durata  della  rivolu- 
jEione  della  cometa  viene  indicata  di  quasi  7  anni  e  mezzo. 

Pare  pertanto  che  la  cometa  d*Arrest  debba  essere  annove- 
rata tra  quelle  a  corto  periodo,  quali  sono  :  la  cometa  di  En- 
■cke,  di  Bùia,  De  Ftco,  Brorsen  e  di  Faye ,  compiendo  la  sua 
rivoluzione  in  Jin  periodo  pressoché  eguale  a  quest'ultima  (*). 

Rispettivamente  alla  seconda  cometa  scoperta  dall'astronomo 
Brorsen  il  1.^  agosto,  trovansi  riferiti  nelle  Asiron,  Nachr.  tre 
elementi  parabolici  calcolali  da  G.  RUmkery  E.  Vogel  e  da 
Brorsen  stesso,  i  quali  hanno  dato  inoltre  una  effemeride  delle 
posizioni  geocentriche  dell^  cometa  fondata  sui  loro  elementi; 
«stendendosi  quella  di  RUmker  dal  10  agosto  al  7  settembre^ 
quella  di  Vogel  dal  5  settembre  al  15  ottobre^  e  quella  di 
Brorsen  dal  3  ottobre  al  2  dicembre.  Io  mi  limiterò  a  ripor- 
tare gli  elementi  calcolati  da  quest'ultimo  astronomo,  e  parte 
della  sua  effemeride,  a  partire  dal  23  ottobre,  che  potrà  ser- 
vire per  chi,  provveduto  di  buoni  strumenti  ottici,  desiderasse 
di  seguirla  sino  in  dicembre. 

Gli  elementi  sono  fondati  sopra  un'osservazione  fatta  a 
Berlino  il  4  agosto  e  su  due  fatte  all'osservatorio  di  Senften- 

f  )  La  comela  periodica  di  Faye,  eonformemenle  ai  caUoU  del  Oh. 
Sig.  Le  Verrier,  è  ricomparsa  alla  fine  di  novembre  1850  (  F.  Annali  , 
ferraio  18^1,  pa§.  80 — 92j  ;  la  cometa  di  Brorsen,  la  cui  rivoluzione 
secondo  i  calcoli  del  J)oU.  Brttnnow^  dovrebbe  estere  di  circa  6  ofini  e 
mezzo,  sarebbe  passata  al  suo  perielio  ai  26  settembre]  la  cometa  d'  En- 
cke^  che  compie  la  sua  rivoluzione  in  circa  3  anni  e  mezzoy  e  quella  di 
Biela  in  6  anni  e  tre  quarti,  devono  ritornare  al  loro  perielici;ia  pri- 
ma nel  principio  del  1852,  e  la  seconda  nel  successivo  estate.  Della  co- 
meta di  De  Vico,  che  aivrebbe  un  periodo  di  5  anni  e  mezzo,  come  quel- 
la di  Brorsen^  non  si  i  potuto  constatare  Vultimo  suo  ritorno. 
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berg  il  13  e  il  20;  Tepoca  del  passaggio  è  ridc^tU  al  (empo 
medio  di  Berlino^  e  le  longitudini  all'equinozio  medio  0^1851. 
Quanto  all'efféiperide,  essa  è  calcolata  per  12^  di  tempo  me^ 
dio  dello  stesso  meridiano.  »  Io  darò  le  posizioni  di  quattro  ii| 
quattro  giorni. 

Elementi,  paraliollel  della  eometa  Broraen* 

Passaggio  al  perielio  1851  agosto  26,266575 
Longitudine  del  perielio    .    .     .    310'  54'  31",  84 
Long,  del  nodo  ascendente    .     .    223  44  19,   94 

Inclinazione 38  16  39,   49 

Log.  q 9,9935340 

Movimento  diretto* 

L'osservazione  media  differisce 

C.  —  0=:-4-  1",  07  in  longitudine; 
=  -H  1',  76  in  latitudine. 

Effemeride  della  eometa  di  Broraen 
del  9S  ottobre  al  9  dicembre  18M. 


1851 

AR, 

Deci. 

Log.  dist, 
alla  terra 

Ottobre  23 

22*21'"  7* 

^-  41"  9'  26" 

9,  73931 

27 

45  11 

36  22  12 

9,  76247 

31 

23  5  11 

31  49  25 

9,  79040 

Novembre  4 

22  0 

29  40  11 

9,  82198 

8 

36  22 

23  58  37 

9,  85520 

12 

48  50 

20  45  21 

9,  88978 

16 

19  48 

17  58  58 

9,  92467 

20 

0  9  38 

15  37  5 

9,  95932  . 

24 

18  33 

13  36  57 

9,  99334 

28 

26  45 

11  55  52 

0,  U2646 

2 

0  34  24 

-t-  10  31  14 

0,  05854 

Dicembre 

Risulta  da  quest'  effemeride  che  la  cometa  dal  23  al  28 
ottobre  converrà  cercarla  nella  piccola  costellazione  degli  onori 
di  Federico;  dal  29  ottobre  al  19  novembre  nel  Pegaso,  iodi 
nei  Pesci.  È  singolare  che  Tultima  posizione  del  2  dicembre 
coincide  quasi  affatto  con  quella  in  cui  è  stata  scoperta  la  co- 
fneta  dv  éT Arresi, 

Parma,  20  ottobre  1851. 

A.  Colla. 
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COMUNICAZIONE 

INTORNO  ALL'ECLISSE  SOLARE  DEL  28  LUGLIO  18M 
Letta  alla  reale  accademici  delle  scienze  di  Napoli 

DAL   SOCIO    ORDINARIO 

AIVtÓlKIO      m^OBILE 

uella  tornala  del  2  settembre  1851 

La  fase  dell'eclisse  solare  del  giorno  28  laglio  1851,  non 
era  in  Napoli  panto  opportuna  alle  investigazioni  da  sparger 
qualche  raggio  di  luce  sopra  alcune  importanti  e  delicatissime^ 
quistioni  di  fisica  celeste,  e  però  il  tributo  che  è  dato  di  of-^ 
frire  alla  scienza  degli  astronomi  napoletani  non  si  stende  forse 
oltre  i  confini  delle  ordinarie  osservazioni ,  solo  giovevoli  alla 
rettificazione  delle  tavole  astronomiche  e  delle  longitudini  geo-^ 
grafice,  di  che  verrà  fatta  parola  in  ispeciali  pubblicazioni  del 
nostro  osservatorio;  se  non  che,  considerando  esser  da  notare 
anche  le  illusioni,  e  le  osservazioni  negative  in  un  argomento' 
tanto  ìiìcerto  ed  oscuro  quale  si  è  quello  delle  condizioni  fi- 
siche de'corpi  celesti  tanto  ignorate  e  tanto  vagheggiate,  io  mi 
farò  brevemente  ad  esporre  quel  pochissimo  che  si  offriva  alla 
mia  vista ,  e  ciò  che  di  più  positivo  si  appalesava  alla  vista 
del  mio  amico  Barone  Ercole  Dembovrski  nel  suo  Osservatorio 
a  S.  GIORGIO  A  CREMANO  presso  Napoli. 

E  innanzi  tratto  dirò  che  le  fasi  delPeclisse  ftfron  per  me 
osservate  col  cannocchiale  di  Fraunofer  unito  al  cerchio  equa- 
toriale descritto  dal  Brioschi. 

Dal  principio  alla  fine  io  sempre  vidi ,  non  ostante  una 
forte  ondulazione  prodotta  dalla  nostra  atmosfera  ,  con  gran- 
dissima distinzione  le  dentature  del  contorno  lunare  proiettato 
sul  sole,  e  la  ruvidissima  forma  del  profilo  di  vari  suoi  monti 
offrenti  declivi  e  scoscendimenti,  forse  molto  diversi  da  quel 
che  ne  offrirebbe  la  sezione  verticale  di  una  delle  nostre  ca- 
tene di  monti.  Queste  enormi  disuguaglianze  danno  una  facile 
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spiegazione  del  noto  fatto  offertosi  agli  astronomi  principalmente' 
neiroccultazione  di  Aldebaran. 

Presso  le  punte  delie  coma  louiiìose  non  ravvisai  altre  al- 
terazioni oltre  a  quelle  origiaate  daJle  viabilissime  testé  no*- 
minate  disuguaglianze  lunari,  in  niuna  parte  vidi  segno  alcuna 
che  potesse  attribuirsi  ad  atmosfera  di  sorta  >  e  su  la  oscura 
faccia  della  luna  non  iscorgevasi  vestìgio  di  luce. 

Nella  massima  oscurazione  non  vidi  punto,  come  era  natu- 
rale, nò  i  legamenti  neri  visti  in  fasi  più  opportune,  né  i  punti 
<ucidi  ed  oscuri  in  movimento  osservati  da  alcuni  astronomi, 
massime  negli  eclissi  anulari.  È  lieve  lotaBlo  immaginare  la 
cagione  deir«itimo  di  cosiffatti  fenomeni ,  posto  il  movimento 
reale  della  luna  e  queUe  eftdeggianti  dentature  o  acabroaità 
del  suo  lembo^  essendo  naturate  che  4}ttando  quest'ai  tìitto  tro- 
vasi prèsso  al  limite  del  disco  solare  dalla  parie  interna  ,  le 
cime  de'monti  debbatìo  in  più  luoghi  prima  delle  restanti  parti 
raggiunger  cosiffatto  limite,  ed  in  conseguenza  lasciare  inter- 
valli, e  formare  q«ella  corona  dì  punti  in  movimento  di  che 
facemmo  parola.  Ed  io  non  credo  che  siavi  tra  gii  astronomi 
chi  intorno  a  ciò  di'versamente  opini,  e  che  qvindi  non  dìifidi 
dell'  esattezza  del  metodo  di  determinare  le  longitudini  geo- 
grafiche fer  via  di  occultazioni  di  stelle  dietro  la  luna. 

Per  terminar  questa  piccola  serie  di  osservazioni  quasi  tutte 
negative:,  aggiungerò  ,  che  non  mi  é  stato  pnnlo  possibile  il 
vedere  questa  volta  quelle  apparenze  di  cui  feci  parola  a  quest^ 
accademia  in  occanone  dell'eclisse  dei.  1842,  e  ohe  comunicai 
poscia  al  celebre  segretario  dell'accademia  francese» 

Quantunque  allora,  come  ora  ,  per  la  inopportunità  della 
fase,  io  non  vidi  il  fenomeno  de'lìgamenti  tra  il  lembo  del  sole 
e  quello  della  lana,  nondimeno  una  simile  apparenza  mi  corse 
agli  occhi  tra  quest'ultimo  lembo  proiettato  sul  sole  ed  i  fiK 
del  micrometro,  che  trovavansi  nel  cannocchiale^  ed  in  fatti, 
quante  volte  io  mi  veniva  procurando  ,  per  effetto  del  melo 
diurno,  1*  avvicinamento  del  surriferito  orlo  lunare  ad  alcuno 
di  colasti  fili,  circa  ^\^  di  minato  secondo  prima  che  il  con- 
tatto avvenisse,  Ao  ineguaglianze  più  ricine  sembraTaoo  in  uà 
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altima  diveoir  più  grandi  e  lanciarsi  da  esse  alcuni  UgamentL 
neri  o  liste  simili  a  quelle  descritte  dall*  astirenoitto  ÌBgtesa 
S^fly»  9®  o^t^  ^^^  ^6  ^^^^^  sembravau  di  molto  meno  oscure 
della  lana.  Quando  al  contrario ,  faceva  aUoatanare  il  lembo 
lunare  dal  filo^  la  medesima  cosa  ma  in  ordine  inrcffio  «[ppa« 
rifa.  Dubitando  allora  degli  stessi  occhi  miei)  e  non  voleador 
esser  glaooo  di  una  illusione  ottica  y  invocai  V  aiuto  di  altri 
astronomi  ed  amici  cultwi  delle  seienae  cbe  mi  erano  da  pres- 
so» a*quali  si  offerse  la  medesima  particolarità.  Io  non  credetti 
allora  di  a? ventnrare  spiegazione  o  ipotesi  alcuna  intorno  a  tal 
fenonenoy  né  cercai  di  assimilarlo  all'altro  di  che  prende  le 
apparenze  e  rannodarlo  alla  medesima  causa  ottica  recente* 
mente  studiata  dal  Sig.  Capocci.  Mi  contentai  stolamente  d'ìn-'^ 
dicarlo  airatlenzione  degli  astronomi.  Ho  voluto  ora  procurar- 
mi la  vista  di  simile  fenomeno,  ed  a  tale  scopo  feci  opera 
che  tra  i  fili  del  micrometro  ve  ne  foese  uno  molto  grosso  , 
ma  tutto  riuscì  vano,  e  non  saprei  decidere  se>  la  piccola  fase» 
le  ondulazioni  troppo  forti,  il  diverso  colore  ie\  vetro  oscuro, 
o  altra  ne  fosse  stata  la  cagione. 

Il  surriferito  Barone  Dembowski  OMinito  di  un  ottimo  can- 
nocbiale  della  fabbrica  viennese  si  fece  ad  osservare  fedisse, 
e  mentre  attendeva  solo  alla  parte  puramente  astronomica,  alia 
quale  suol  egli  usare  non  comune  diligenza,  inaspettatamente 
gli  corse  alla  vista  il  seguente  fenomeno  che  io  qui  riferire 
colle  medesime  parole  colle  quali  egli  mei  descriveva  in  una 
lettera. 

»  Circa  20""  prima  della  massima  oscurazione  osservai  cbe 
»  il  lembo  orientale  della  luna  per  la  lunghezza  di  5^  in  6"" 
y>  a  partire  dal  corno  luminoso  (  ossia  dal  ponto  d' incontro* 
»  delle  circonferenze  de*doe  dischi  )  era  circondato  da  una. 
A  porzione  di  fascia  di  un  colore  per  lo  meno  più  chiaro  del 
»  disco  lunare ,  e  del  campo  oscuro  del  telescopio  della  lar-» 
»  ghezza  di  circa  3' ,  più  larga  e  distinta ,  cominciando  dal 
»  corno  luminoso  e  sfumantesi  a  poco  a  poco>  e  sembrandomi 
)k*cbe  fosse  concentrica  al  disco  del  sole.  Aggiungo  pevò  che 
ìf  il  disco  solare  era  apparentemente  affatto  privo  di  oua  si« 
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>>  mile  fascia.  Sa  questa  porzione  di  fascia  od  aureola  mi  parve* 
))  di  ben  discernere  il  contorno  del  nostro  satellite.  Tale  fc- 
))  nomeno  si  riprodusse  al  lembo  opposto  ,  e  nello  stesso  in- 
»  tervallo  di  tempo,  colla  differenza  che  secondo  che  la  por- 
»  zione  d'aureola  occidentale  guadagnava  in  intensità  y  quella 
>»  orientale  diminuiva,  finché  circa  20'"  dopo  la  massima  oscu- 
»  razione,  il  tutto  era  svanito.  La  vista  di  questa  porzione  di 
»  aureola  mi  pare  non  fosse  una  semplice  illusione,  massime 
»  nel  mezzo  deireclisse  in  cui  esisteva  da  ambe  le  parti  del 
»  disco  lunare.  —  Quantunque  debole  (ed  era  molto),  e  quao- 
»  tunque  di  poca  lunghezza,  non  era  al  mio  occhio  meno  in- 
»  dubitabile.  —  Anzi  aggiungerò  che  ero  prevenuto  a  non  ye- 
))  dcr  nulla  di  simile. 

Chi  conosce  la  storia  delle  osservazioni  astronomiche,  e  si 
fa  a  considerare  la  forma  ,  le  dimensioni  e  la  progressione 
dell'aureola  di  debole  luce  vista  nell'Osservatorio  di  S.  GIOR- 
GIO, non  può  non  assimilarla  a  quella  corona  luminosa  veduta 
intorno  all'orlo  lunare,  solo  ne'casi  ben  rari  di  eclissi  totali  : 
ciò  che  fu  visto  a  Napoli  nell'eclisse  totale  del  1605,  le  rela- 
zioni di  Plantade  e  Glepiés  nel  1706  ,  di  Halley  e  Lbuvillc 
nel  1715,  di  Maraldi  nel  1724,  di  Ulloa  nel  1778,  e  di  Bow- 
ditch  e  Fcrrer  nel  1806,  non  lasciano  alcun  dubbio  su  la  iden- 
tità de'due  fenomeni  di  che  è  parola,  se  non  che  recherà  ma- 
raviglia come  (in  grazia  certamente  delle  condizioni  favorevoli 
dell'atmosfera,  della  bontà  del  cannocchiale,  e  della  vista  e  di- 
ligenza dell'osservatore  )  si  abbia  potuto  vedere  per  la  prima 
volta  in  una  fase  tanto  inopportuna.  Son  note  le  quistioni  im- 
portanti intorno  all'atmosfera  del  sole  che  questa  corona  anu- 
lare ha  fatto  sorgere,  non  che  le  discrepanze  sul  vero  centro 
di  essa,  volendo  alcuni  che  fosse  concentrica  alla  luna  ed  altri 
al  sole,  ed  e  noto  quanto  il  celebre  AragOy  in  occasione  delf 
eclisse  totale  del  1842,  la  raccomandasse  all'  attenta  osserva- 
zione degli  astronomi  cui  era  dato  di  vedere  quell'imponente 
fenomeno.  Gli  astronomi  intanto,  colti  improvvisamente,  in  quei 
brevi  momenti,  da  nuove  ed  inaspettate  apparenze,  non  attè- 
sero alia  soluzione  di  queirimportante  problema.  L'osservazione 
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^ctDembowski  giaoge  opportuna  a  raffermare  Topinione  di  co-^ 
loro  che  credono  l'aureola  o  corona  conccnlrica  al  sohe,  anzi, 
parmi^  che  venga  a  render  siffatta  opinione  fuori  dubbio^  ove  sì 
ponga  mente  alla  progressione  dell'aureola  a'due  iati ,  ed  all' 
essersi  osservata  in  una  fase  in  cui  i  centri  de'due  dischi  non 
essendo  mollo  vicini^  tornava  più  facile  e  riconoscibile  la  sua 
coDcentricità  ad  uno  di  essi. 

L'astronomia  fisica  aspetta  gran  fruito  dalla  linea  dei  14 
osservatori  che  fnron  stabiliti  dal  governo  russo  lungo  la  zona 
ove  era  visibile  l'eclisse  totale  di  quest'anno,  e  dalla  solerzia 
degli  astronomi  francesi  ed  inglesi  spediti  a  bella  posta  in 
luoghi  opportuni,  ma  parmi  che  non  sia  per  riuscire  inutile  la 
surriferita  osservazione,  come  quella  che  offre  un  dato  sicuro 
per  la  soluzione  di  una  quistione  tanto  addimandata  dalla 
scienza. 


ELEMENTI  DELL'ORBITA  ELLITTICA 
DEL  PIANETA  SCOPERTO  AI  29  LUGLIO  185t 

DAL   SIG.  il]¥lVIBALE  DE  GASPARIS 


Epoca  1851  agosto  1.0  tempo  med.  Greenw. 

Anomalia  media.     .     .     .     173''  25'  5" 

.     Ili    20   50}  dalfequin.  med. 
.     294    11   221      dell'  epoca 

.       11    35   12 

7      1  29 
2,312585 
.      1008",928 
t.  al  sole  1284^'%  53. 


Perielio     .     .     . 
Nodo  ascendente 

Inclinazione  .     . 

Angolo  d'eccentr. 

Semiasse  maggiore 

Moto  medio  diurno 

Periodo  della  rivoi 


11 


Ho  ottenuto  questi  elementi  dalle  osservazioni  dei  giorni 
29  luglio,  5  e  12  agosto. 

Paragonando  col  calcolo  Tosservazione  del  giorno  23  ago- 
sto ho  avuto 
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T.  M.  Green.  AR.  Deci. 

23  agosto  8*3«  9%  4  oss.  27r  54' 26'^  5  —  24M5'  56".  7 

cale. 271    59  25,  2  —24  17  21.    0 
A  AR=  —  4'58",7       A5=h-1'24".3 

Lo  che  mostra  che  la  presente  orbita  si  può  ritenere  come 
una  buona  prima  approssimazione. 

Col  paragone  di  questi  elementi  con  quelli  de'pianeti  della 
stessa  famiglia,  ora  al  numero  di  15,  si  rileva  come  quest'ul- 
timo sia  il  più  prossimo  al  sole  dopo  Flora ,  V  orbita  é  nella 
classe  di  quelle  poco  eccentriche,  e  Tinclinazione  del  piano  ia 
cui  si  muove  è  nella  categorìa  delle  orbite  molto  inclinate. 

Air  epoca  della  scoperta  tuttoché  il  pianeta  fosse  da  più 
giorni  passato  per  l'opposizione,  e  di  più,  come  si  è  poi  rile- 
vato dal  calcolo^  il  pianeta  si  trovasse  alla  massima  distanza 
dal  sole,  perché  vicinissimo  all'afelio,  pure  si  ò  trovato  in  mi- 
gliori condizioni  di  visibilità  degli  altri  posti  nelle  stesse  cir- 
costanze. Ben  ciò  ba  rilevato  ancora  il  Sig.  Bùmker  il  quale 
lo  ha  giudicato  il  più  bello  degli  asteroidi,  e  tanto  da  affer- 
mare che  sarà  probabile  di  trovarne  antiche  osservazioni  fatte 
da  astronomi  che  V  hanno  giudicato  una  stella.  Questo  fatto 
non  sarebbe  nuovo  nella  storia  dell'astronomia,  sapendosi  che 
Urano  la  cui  scoperta  si  deve  ad  Herschel  era  stato  osservato 
27  volte  prima  di  lui .  E  lo  stesso  Nettuno  la  cui  scoperta 
ha  messo  il  suggello  all'esattezza  della  legge  della  gravitazio- 
ne universale  Newtoniana,  occupava  già  un  posto  nel  classico 
catalogo  dì  Lalande  col  nome  di  una  modesta  stellina  di  9.^ 
grandezza. 
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COMUNICAZIONE 

INTORNO  ALLE  STELLE  CADENTI 

OSSERVATE  TRA  LA  FINE    DI  LUGLIO   ED    IL  PRINCIPIO 

DI  AGOSTO  1851 

Letta  alla  reale  accademia  delle  scienze  di  Napoli 

DAL   SOCIO   ORDINARIO 

JLIVTOIVIO   NOBILE 

Bella  toroaU  del  9  settembre  1851 

Tatti  oggi  sanno  che  qaelle  vive  fiammelle  che  sorgono 
improvvisamente  nel  silenzio  delle  belle  notti,  che  velocemente 
corrono  il  cielo  in  vàrie  direzioni ,  che  spengonsi  di  repente 
lasciando  talvolta  strisce  laminose  ,  non  sono  più  da  annove* 
rare  tra  le  efimere  elaborazioni  atmosferiche^  cóme  si  è  cre- 
dalo finora,  ma  sono  invece  qaali  tenevansi  da  alcani  filosofi 
greci  quantunque  inspirati  più  dalla  fantasia  che  dalle  osser- 
vazioni, sono  ciò  che  Hallej  e  Gladni  supponevano  i  bolidi  e 
gli  aeroliti  che  pnr  sono  individui  della  medesima  famiglia  , 
sono  da  ultimo  corpi  planetari  che  si  aggirano  negli  sterminati 
spazi  celesti.  Ed  in  vero,  quando  alle  loro  enormi  altezze  ol- 
tre i  confini  assegnati  dalla  scienza  alla  nostra  atmosfera,  alla 
velocità  tutta  planetaria,  alla  direzione  quasi  uniforme,  ed  alla 
indipendenza  del  loro  moto  dal  moto  diurno  della  terra ,  da* 
venti  e  da  ogni  altro  accidente  atmosferico  si  fu  aggiunto  l'im- 
portante fatto  della  periodicità  di  alcuni  giorni  delTanno,  ov- 
vero delle  copiose  e  straordinarie  ricorrenze  annuali,  la  fisica 
celeste  si  è  arricchita  di  un  novello  ramo,  e  di  un  ramo  pia 
di  ogni  altro  importante,  come  quello  che  tende  a  svelare  il 
sistema  di  una  generazione  immensa  di  pianeti  giranti  come 
gli  altri  in  curve  coniche  intorno  al  sole,  che  spesso  ci  sono 
molto  da  presso,  e  che  possiamo  talvolta  vedere,  toccare  e  sot- 
toporre all'analisi. 

Vi  è  noto,  0  Signori,  come  io  vi  abbia  intrattenuto,  molti 
anni  or  sono,  delle  surriferite  ricorrenze  periodiche;  vi  é  noto 
come  in  virtù  dì  dati  raccolti  nel  1837,  1838  io  vi  abbia  po- 
tuto dare  non  dubbie  pruove,  ed  assegnare  i  caratteri  del  pe- 
riodo di  agosto  quando,  per  via  di  dirette  osservazioni  ,  non 
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era  ancor  molto  chiara  la  sua  esistenza,  e  come  fin  dal  1840" 
io  vi  abbia  tenuto  proposito  di  altro  periodo  non  meno  costante 
che  allora  mi  riusciva  sospettare  e  verificare. 

Dòpo  un  silenzio  di  vari  anni  impostomi  da  gravi  sventure, 
ho  voluto  in  questa  stagione^  non  ostante  un  ostinato  avanza 
di  malsania,  consacrare  alcune  ore  allo  studio  prediletto  delle 
stelle  cadenti,  e  ritornare  alquanto  al  periodo  di  luglio,  biso- 
gnevole di  più  accurate  misure  ,  non  che  a  quello  di  agosto 
ormai  generalmente  riconosciuto. 

In  una  mia  memoria  che  trovasi  stampata  ne'nostri  Atti  del 
1838,  ed  in  tutte  le  mie  posteriori  pubblieazioni  intorno  a  tat 
materia,  feci  notare  che  non  ostante  tante  varie  cagioni  che 
fan  vedere  una  maggiore  o  minor  copia  di  sleHe  cadenti,  co- 
me l'attenzione  deirosscrvatore,  la  purità  dell'aria,  il  luogo  di 
osservazioni,  e  quelle  stesse  cagioni  che  rendono  un  medesimo 
ritomo  periodico  più  o  men  cospicuo  ,  e  che  talvolta  lo  ren- 
dono quasi  locale,  che  non  ostante,  dico,  tante  inevitabili  dif- 
ferenze che  debban  venir  prodotte  da  elementi  indeterminaCi 
e  non  suscettivi  di  misure,  pure  in  generale  ,  si  ravvisa  una 
certa  corrispondenza  in  quanto  al  numero  non  solo  ne'  giorni 
dimostrati  periodici,  m^n  eziandio  in  tutti  i  giorni  dell'  istesso 
nome  di  anni  vicini.  Una  tal  corrispondenza  risultò  chiara  dal 
paragone  di  alcune  mie  osservazioni  con  quelle  eseguite  dai 
Benzeberg,  come  può  vedersi  in  alcuni  prospetti  che  trovansi 
nella  surriferita  memoria,  e  mi  venne  di  poi  confermata  dalle 
molte  osservazioni  fatte  per  altro  conseguito  scopo  in  Roma 
e  Napoli.  Dal  che  parche  risulti,  che  indipendentemente  dalle 
zone  ricche  di  questi  atomi  planetari  che  formano  i  periodi 
copiosi  noti  ed  igooli,  e  che  probabilmente  taglian  T  eclittica 
in  giorni  determinali,  havvene  per  avventura  altri  meno  nu- 
merosi che  uniformemente  e  con  cefte  leggi  si  van  rinnovando 
al  par  degli  altri ,  e  che  però  sonvcne  in  generale  tanti  per 
quanti  sono  i  giorni  dell'  anno ,  salvo  le  eccezioni  di  cui  ab- 
biamo parlato.  I  periodi  copiosi  intanto  saran  sempre  di  mag^ 
giore  importanza,  come  quelli  che  essendo  prodotti  da  anelli 
o  sistemi  più  compatti  e  meno  interrotti  di  asteroidi,  offrono 
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«mmerosi  paragoni,  caratteri  più  chiari,  e  posson  servire  quasi 
ài  appello  alt'atlenzioBe  degli  osservatori. 

Uno  di  qaesti  periodi  cade  appunto  negli  ultimi  giorni  del 
mese  di  luglio^  e  propriamente  tra  il  26  e  28  ;  e  se  cede  in 
copia  di  stelle  cadenti  a  quel  che  si  fu  un  tempo  il  periodo 
di  novembre,  ed  a  quel  che  ora  si  mostra  quello  di  agosto  , 
non  é  men  costante  e  chiaro  di  qnesl*  ultimo.  Io  lo  dedussi 
dalle  dirette  osservazioni,  e  trovasi  anche  descritto  nel  gior- 
nale delle  due  Sicilie  (1840,  12  agosto,  1841  19  agosto)  qual 
mostravasi  nel  1840,  1841.  Il  Signor  Lowe  nello  scorso  anno 
1856  (Institut.  6  marzo  1850)  comunicava  alla  Società  astro- 
nomica di  Londra  che  tra  le  epoche  abbondanti  di  stelle  ca- 
denti, sono  da  annoverare  gli  ultimi  giorni  di  luglio  ;  ed  il 
sig.  Heis  nel  medesimo  tempo,  ignaro  al  certo  delle  pubblica^ 
zioni  scientiflche  napoletane,  annunziava  all'accademia  di  Bru* 
xelies  come  risultato  delle  osservazioni  del  1848,  1849  un  nu* 
mero  straordinario  di  stelle  cadenti  all'istessa  epoca,  e  notava 
che  la  medesima  osservazione  era  stata  pur  fatta  a  Bonn  dallo 
Schmidt  (Institut.  n.  815).  Lo  quali  cose  tutte  ,  unitamente 
alle  poche  mie  osserva/ioni  di  quest'anno ,  concorrono  a  pro- 
vare non  solo  la  esistenza  del  mentovato  periodo  di  luglio,  ma 
eziandio  la  sua  regolare  continuazione. 

Questa  volta  osservando,  talora  solo,  e  più  spesso  in  com- 
pagnia del  diligente  alunno  del  nostro  osservatorio  sig.  Brio- 
schi,  ho  potuto  rendermi  certo  ,  del  pari  degli  altri  anni  ,  di 
un  aumento  progressivo  del  fenomeno  di  che  è  parola  dal  gior* 
DO  24  luglio  fino  al  27  in  cui  arrivò  al  colmo  ,  e  di  un  de^ 
crescimento  ne'tro  giorni  seguenti.  Ed  in  vero,  mentre  il  nu- 
mero medio  orario  di  queste  apparizioni ,  ricavato  da  lunga 
esperienza,  non  oltrepassa  nel  purissimo  cielo  di  Napoli  18  , 
supponendolo  esplorato  tutto  intero  almeno  da  quattro  osser- 
vatori, ora  esplorandone  pressoché  la  metà  ,  se  ne  videro  da 
due  osservatori  : 
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il  gioruo  25  .  .  .  id. 

*    •    *    •    u.     Aia 

.  ...»  22 

id.     26  .  .  •  id. 

.  ...»  30 

id.     27  .  .  .  id. 

.  ...»  31 

id.      28  .  .  .  id. 

.  ...»  28 

id.     29  .  .  .  id. 

»  24 

id.     30  .  .  •  id. 

»    7 

Né  maocarono  gli  «Uri  caratteri  priocipali  de^periodi,  cioèt 
stelle  cadenti  graDdissime  pjù  dell'ordinario  simili  a  que'boiidi 
che  talvolta  riempiono  il  cielo  di  luce,  direzione  quasi  ooifor- 
me  di  pressoché  tatto»  annanziatrice  di  origine  comune  e  di 
comune  sistema,  ed  intermittenza  di  apparizione  quasi  a  gruppi. 

Il  perìodo  di  agosto  che  segijii  dopo  pochi  giorni,  non  ostante 
il  gran  chiaro  di  luna  e  le  sparse  nubi  che  spesso  ingombra- 
vano buona  parte  di  cielo  ,  si  mostrò  senza  lasciar  ombra  di 
dubbio,  poiché,  secondo  il  consueto,  crescendo  sempre  ne'giorni 
precedenti  al  lU,  e  decrescendo  dopo,  in  questo  giorno  da  due 
osservatori  se  ne  videro  sfolgorar  60  ad  ora,  ed  i  surriferiti 
caratteri  de*periodi  non  si  mostrarono  meno  dell'usato  patenti 
e  ben  pronunziati. 

Lo  stato  presente  delle  nostre  conoscenze  su  le  stelle  ca* 
denti  par  che  non  addimandi  più  pruove  intorno  alla  natura 
cosmica  di  esse,  la  quale  si  manifesta  da  tutti  i  lati,  ma  ha 
mestieri  di  misure  che  dieno  alimento  al  calcolo  e  che  ne  gui» 
dino  alla  determinazione  delle  loro  orbite,  o  almeno  agli  ele- 
menti probabilmente  variabili  di  quelle  di  alcune  zone  privi- 
legiate di  esse  ;  e  tutti  gli  sforzi  riuniti  degli  astronomi  che 
intendono  a  questo  bellissimo  argomento,  dovrebbero  rivolgersi 
a  conseguire  questo  importante  scopo. 

La  fugacità  del  fenomeno  e  la  impossibilità  di  seguirlo  per 
via  di  opportuni  istrumcnti,  rende  inapplici^bili  i  metodi  di 
misure  che  van  praticati  per  gli  altri  corpi  celesti,  e  però  per 
quanto  facili  le  inutili  osservazioni  altrettanto  riescono  difficili 
le  buone,  e  più  difficile  ancora  la  determinazione  di  una  legge 
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«mpirìca  del  cammioo  apparente  senza  della  quale  torna    im- 
possibile la  conoscenza  de'moti  reali. 

Qaando  nel  1833  il  periodo  di  novembre  si  mostrò  in  A- 
merica  talmente  splendido  da  offrire  il  maraviglioso  fenomono 
di  nna  pioggia  continua  di  stelle  per  molte  ore ,  tornò  facile 
ad  Olmsted  di  ravvisare  un  punto  di  emanazione  ,  un  centro 
di  divergenza  dal  quale  pareva  che  si  partissero;  ma,  ad  ec- 
cezione del  1838,  nulla  di  simile  nel  medesimo  periodo  fu  os- 
servato negli  anni  seguenti,  poicfaò  il  fenomeno  si  é  successi- 
vamente renduto  men  cospicuo,  ed  ora  sembra  quasi  del  tutto 
svanito.  Nel  periodo  di  agosto  fu  notata  da  prima  una  certa 
uniformitÀ  di  cammino  ,  un  certo  parallelismo ,  e  nella  citata 
memoria  trovasi  descritto  qual  mostravasi  in  Napoli  nel  1838; 
ma  nel  1839  essendo  stato  il  fenomeno  più  splendido  dell'u- 
sato, potei  scorgere  non  solo  la  solita  uniformità  di  cammino, 
ma  ancora  due  centri  di  concorrenza,  e  nella  descrizione  cbe 
allora  ne  feci ,  che  fu  letta  il  13  agosto  dell'  istesso  anno  a 
quest'accademia  e  poscia  stampata  (Giornale  delle  due  Sicilie 
19  agosto  dell'anno  1839  )  indicai  trovarsi  uno  di  essi  il  più 
chiaro  sotto  la  coda  dello  Scorpione,  il  che  in  altri  termini 
Tuol  dire,  che  il  centro  di  divergenza  che  devesi  trovare  nella 
opposta  parte  del  cielo,  era  situato  quasi  tra  la  costellazione 
di  Perseo  e  la  Capra.  Le  misure  fatte  da  Bessel  ed  Erman 
nell'istesso  periodo  del  1839  mostrarono  un  simile  punto  di 
divergenza  che  ad  un  di  presso  risponde  al  luogo  testé  men- 
zionato. Altri  osservatori  non  avendo  potuto  verificare  questo 
fatto  importante,  o  non  avendovi  posto  ben  mente,  par  che  si 
rimaneva  non  certo  o  casuale,  ma  intanto  il  fatto  é  indubita- 
to^ poiché  nello  scorso  anno  1850  quattro  chiari  osservatori , 
il  Padre  SeccM  in  Roma  ,  il  Qnetelet  a  Bruxelles,  e  Cooper 
ed  Hagram  in  Manda  lo  hanno  contemporaneamente  osservato 
(Annali  di  Tortolini^  anno  1850).  Ho  voluto  quest'  anno  ,  più 
dell'usato,  por  mente  alle  traiettorie  di  questi  corpi  maravi- 
gliosi  anche  in  alcuni  giorni  non  disegnati  periodici,  a  fine  di 
cogliere  qualche  fatto  generale  in  mezzo  alla  grande  varietà 
di  fatti  particolari. 
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Quando  ci  facciamo  a  seguire  le  (raiellorie  luminose  delle 
«Ielle  cadenti  in  qualche  ora  di  notte  qualunque  in  cui ,  se- 
condo Tordinario^  ne  appaiono  poche  ,  e  riferendole  accurata- 
mente alle  singole  stelle  o  alle  costellazioni,  le  andiamo  poscia 
rappresentando  con  le  loro  direzioni  per  via  di  segni  conven- 
zionali sopra  un  globo  o  carta  celeste  ,  nulla  ordinariamente 
scorgiamo  di  regolare,  nulla  che  accenni  ad  una  legge;  ma»  se 
alle  poche  osservazioni  di  un  giorno  andiamo  aggiungendo  e 
disponendo  al  medesimo  modo  neirislesso  globo  o  carta  le  os- 
servazioni de'giorni  vicini,  in  maniera  da  accumularne  e  coor- 
dinarne un  certo  numero,  tosto  ci  si  appalesa  airocchio  uno, 
o  più  sistemi  di  uniformi  direzioni ,  uno  o  più  centri  di  di- 
vergenza annunziatori  di  uno  o  più  sistemi  di  asteroidi  sog- 
getti alle  medesime*  leggi.  Le  poche  osservazioni  di  quest'aa- 
fio  incominciate  il  24  luglio  e  proseguite,  non  senza  interru- 
zione, fino  al  12  agosto,  sono  quello  dalle  quali  io  ho  tratto 
i  pochi  risultamenti  che  offro  come  un  picciol  saggio  di  inve- 
stigazioni condotte  nel  modo  suindicato. 

Riunendo  insieme  le  osservazioni  fatte  dal  26  al  30  luglio, 
risultarono  due  sistemi  di  direzioni  :  uno  chiarissimo  da  non 
(asciare  alcun  dubbio  aveva  presso  la  Lira  il  suo  luogo  di  di- 
vergenza; Taltro,  indicato  da  un  minor  numero  di  stelle,  ac- 
cennava ad  un  centro  situato  tra  Cassiopea  ed  Andromeda.  Di 
70  stelle  cadenti  40  concorrevano  a  formare  il  primo  sistema 
di  maniera  che  si  vedevan  tutte  emanate  dal  surriferito  luogo 
come  tanti  raggi  dal  centro,  19  formavano  il  secondo,  ed  11 
appartenevano  certamente  a  sistemi  diversi  poiché  seguivano 
in  generale  diverso  cammino,  ed  alcune  andavano  per  opposte 
direzioni. 

Le  osservazioni  del  giorno  8  al  giorno  11  agosto  continua- 
rono a  mostrare  evidente  un  grande  sistema,  il  cui  centro  di 
emanazione  trovavasi  presso  Perseo ,  e  propriamente  verso  la 
parte  di  questa  costellazione  che  guarda  Cassiopea.  Pochissime 
eran  quelle  che  mostravano  un  cammino  diverso,  ed  é  proba* 
bile  che  se  di  queste  ultime  se  ne  fosse  accumulato  un  mag- 
gior numero,  del  pari  delle  primo  avrebbero  svelati  altri  cen- 
tri di  divergenza  ed  altri  sistemi. 
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Ud  fatto  che  mi  sembra  non  meno  degli  altri  importante 
per  fissare  i  caratteri  di  queste  correnti  di  corpi  planetari  è 
l'apparizione  che  essi  si  fanno  a  gruppi  iptermittenti  dirigen- 
tisi  quasi  per  V  istesso  cammino.  Questo  fatto  che  sparge  un 
legittimo  dubbio  intorno  alle  stelle  cadenti  spente  e  riaccese , 
io  The  sempre  notato  non  solo  ne'periodi  copiosi,  come  fu  re- 
centemente da  alcuni  astronomi,  ma  tutte  le  volte  che  mi  sono 
occupato  di  queste  osservazioni,  e  particolarmente  nelle  appli- 
cazioni che  dì  esse  facemmo  alla  determinazione  delle  longi- 
tudini geografiche  io  ed  il  Chiarissimo  Padre  de  Vico  non  ha 
guari  da  immatura  morte  rapito  alle  scienze  ed  alla  vera  glo- 
ria italiana.  In  grazia  della  importanza  e  generalità  di  questo 
carattere  degli  asteroidi ,  e  non  per  yana  ed  inopportuna  re- 
clamazione, mi  si  conceda  che  io  qui  riporti  le  parole  mede- 
sime colle  quale  lo  ritrassi  nel  surriferito  lavoro:  «  Chiunque 
»  (io  diceva)  in  ogni  tèmpo  e  per  lungo  ordine  di  notti  si  fac- 
»  eia  a  riguardare  queste  maravi'gliose  ed  ancor  enigmatiche 
D  apparizioni,  chiunque  ponga  ben  mente  al  luogo  in  cui  si 
A  mostrino,!  a  quello  in  cui  vadano  a  spegnersi  ,  ed  ali*  appa- 
»  rente  cammino  da  esse  seguito  ,  non  potrà  non  riconoscere 
»  la  maggior  probabilità  di  ravvisarne  in  più  copia ,  e  per 
)»  qualche  tempo  ih  quella  slessa  regione  di  cielo  ,  ove  ne 
»  scintillò  una  ,  ed  anzi  vederle  talvolta  seguitare  una  gene- 
»  rale  direzione  ed  una  certa  apparente  concorrenza  verso  al- 
»  cuni  punti,  quasiché  i  corpi  che  le  costituiscono  camminas- 
))  sero  a  carovane  negl'interminati  spazi  planetari.  Più  chiara, 
»  anzi  infallibile  sembra  siffatta  tendenza  ne' giorni  di  ricor- 
j»  renza  ec.  •  .  . 

.  Riassumendo  i  capi  principali  di  quanto  fin  qui  ho  discor- 
so, si  raccoglie  :  1.  Che  vi  ha  una  certa  legge  di  corrispon- 
denza in  quanto  al  numero  di  stelle  cadenti  ne' medesimi  giorni 
di  anni  vicini  che  si  manifesta,  anche  in  luoghi  lontani,  il  che 
estende  le  idee  teoriche  intorno  a  tali  corpi^  e  porge  altri  ar- 
gomenti all'enorme  loro  altezza. 

2.  Doversi  ayere  come  verificato  un  periodo  copioso  tra  il 
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26  e  28  IttgltOy  e  che  qoelio  di  agosto  coiftinaa  il  suo  corso 
regalare. 

3.  Che  i  perìodi,  oltre  di  mostrare  direzioni  quasi  unifor- 
mi, mostrano  ano  o  più  centri  di  emanazione  o  di  divergenza, 
e  che  ii  periodo  di  luglio  in  qaesfanno  accennava  a  due  cen- 
tri uno  più  chiaro  presso  la  Lira,  e  l'altro  presso  Andromeda. 

4.  Che  segnando  accaratiimeate  siterà  dì  nn  globo  o  carta 
celeste  le  traiettorie  luminose  che  appaiono  nel  cielo,  ed  ac* 
cumulando  e  coordinando  le  osser?ariooi  di  pochi  giorni  Ti- 
cini, quando  quelle  di  un  giorno  non  son  molte,  tosto  ai  ap- 
palesano correnti  diverse  òhe  annunziano  sistemi  diversi;  che 
proseguendo  con  concordi  e  riuniti  aforzi  questa  maniera  di 
osservare,  e  debitamente  oombinandone  i  risultati,  non  é  inn 
probabile  che  si  giunga  in  fin,*  a  sceverare  le  diverse  correati 
o  zone,  a  determinare  le  posizJMNii  ed  |  periodi  de' loro  cam- 
iMamenti,  non  in  nltra  guisa  che  si  ^  giunto,  grazie  airapplt- 
cazione  bene  intesa  del  fecondo  n^etodo  de*  medi,  a  determi- 
nare su  la  terra  le  linee  rappre^ei)itanii  i  diversi  elementi  va- 
riabili del  magtielismo  terrestre,  in  mezzo  ad'  innumerevoli  os- 
aorvazionii  che  da  prima  sembrarlo  non  accennassero  ^  legge 
veruna. 

5.  Che  lo  apparizioni  di  che  è  piirol^  sempre  tendono  a 
manifestarsi  a  gruppi  intermittenti,  non  solo  ne'  giorni  perio- 
dici, ma  eziandio  ne'giomi  ordinari,  il  che  ci  svela  una  legge 
«ostante,  ua'altra  analogia  coi  corpi  celesti',  o  porge  materia 
alle  speculazioni  intomo  alle  oscuire  condizioni  di  origine  di 
questi  frammenti  planetari. 

Che  finalmente  ,  se  ne  fosse  permesso  uscire  de'  limiti  di 
•quella  giusta  riserva  imposta  dalle  «carso  «d  imperfette  osser- 
Tazioni  ,  e  jslam^iarci  col  pensiero  nelle  regioni  oscure  della 
scienza,  la  considerazione  di  tante  zone  di  gruppi  di  asteroidi 
le  cai  infinite  gradazioni  arrivino  fino  ad  un  polverio  plane- 
tario che  si  aggiri  intomo  al  sole,  farebbe  ricordarci  «in  me- 
moria gli  anelli  gassosi  di  Laplace  colle  successive  condensa- 
zioni, e  rammentarci  che  non  rade  volte  addiviene  che  le  più 
eludaci  opinioni  de'grandi  uomini  non  contengono  qualche  bri- 
vioh>  di  vero. 
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DELLA    DEVL4ZIONE    DEL   I^ÈPIDOLO. 

jSi  sono  già  (AibbUcate  più  memorie  tanto  analitiche  ,  che 
geosietrìeke  assai  pregievoli  svt  tale  fenonèno,  ma  accessibili 
«oltanto  alla  intelligenza  di  pochi.  Per  la  qual  òosa  ho  io  vo- 
luto tentare  di  battere  una  yia  meno  aspra,  e  che  la  sola  geo^ 
metria,  e  la  dottrina  della  sfera  sìeoo  sniGcienti  a  còmpreil* 
deme  la  spiegazione  che  io  darò  procurando  insieme  di  dissi- 
pare le  difficoltà  sul  medesimo  che  si  sono  fatte  y  e  che  an^- 
cora  si  vanno  ripetendo. 

Cosi  se  alcuni  dubitano  che  detta  deviazione  possa  eSrt^ 
Ioarsi  in  qualunque  verticale  si  faccia  oscillare  il  pendolo*  mi 
lusingo  j  che  ne  rimarranno  persuasi  tra  poco.  Altri  del  pari 
poco  comprendono  come  abbia  luogo  lo  stesso  fenomeno,  e 
/ielle  stesso  modo  in  qualsivoglia  punto  della  terra.  A  quest' 
ultimi  farò  6n  da  ora  osservare  che  qualunque  punt6  della  su- 
perficie terrestre  descrivendo  per  il  moto  diurno  il  suo  parai* 
lelo  ha  perciò  respettivamente  il  suo  zenith,  il  suo  orizzonte, 
il  suo  meridiano,  e  la  sua  latitudine  donde  segue  potersi  anì- 
versalmente  ritenere  per  dimostrato  tuttociò  che  lo  sarà  per 
un  solo  punto  di  lei.  Perciò  quello  che  diremo  relativamente 
'  alla  figura  qui  annessa,  la  quale  presenta  la  pirojezione  orto- 
grafica nel  meridiano  dei  circoli  della  sfera  ed  altre  linee  oc- 
correnti per  la  latitudine  di  30  gradi  potrà  applicarsi  a  qua- 
lunque altra  latitudine.  In  delta  figura  il  diametro  HCO  é 
l'orizzonte,  Z  lo  zenith,  N  il  nadir^  PO  un  arco  di  30  gradi 


(  544  ) 
uguale  ali  altezza  del- polo  EGQ  l*cquatorc^  ZcB  il  parallelo 
del  luogo  dato,  Z  m  la  tangente  allo  zenilh  condotta  nel  piano 
del  meridiano. 

Per  maggior  chiarezza  suppongasi  il  piano  di  oscillazione 
nel  piano  del  meridiano,  nel  quale  si  contiene  del  pari  la  tan- 
gente Z  m ,  e  questa  sia  prodotta  fino  al!'assi,e  che  incontrerà 
nel  punto  P'  per  essere*  le  due  rette  Zm  e  GP  convergenti  e 
nello  stesso  piano.  Si  osservino  i  due  triangoli  Z  G  B^  Z  P'  B, 
i  quali  rappresentano  due  coni  opposti  che  hanno  per  base  co- 
mune il  parallelo  Z  e  B;.il  moto  diurno  si  fa  ruotando  il  co-r 
no  Z  G  B  da  B^  a  Z  ,  e  la  deviazione  del  pendolo  si  fa  in 
senso  contrario  da  Z,  a  B. 

Questa  deviazione  proviene  da  un  moto 'apparente  rotato- 
rio,  che  il  pendolo  ha  intomo  arila  verticale.  Infatti  la  tangente 
Zm  che  è  nel  piai|0  di  oscillazione  se  il  pendolo  non  deviasse* 
non  descriverebbe  certaokente  il  cono  Z  P'  B,  ma  subtrebbe 
interamente  il  moto  diurno,  descrìvendolo  é  forza  di  convenire 
che  il  piano  delhi  oscillazione  corrisponda  successivamente  alle 
posizioni  successive  della  Zm  nella  superficie  del  cono  il  che 
non  può  aver  luogo  senza  che  la  oscillazione  contemporanea- 
mente giri  intorno  alla  verticale.  Si  può  essere  quieti  sulla 
verità  di  questa  spiegazione  del  fenomeno  della  deviazione  del 
pendolo,  poiché  è'  la  medesima  approvata  quasi  universalmente 
che  si  deduce  dalla  decomposizione  del  moto  rotatorio  diurno 
della  terra  intorno  al  proprio  asse;  se  non  che  mi  sono  per- 
messo di  alquanto  modificarla,  ed  esporla  in  termini  forse  meno 
scientifici,  ed  elementarmente  per  non  uscire  dai  limiti  che  io 
fin  da  principio  mi  proposi. 

Ora  ci  rimane  di  determinare  l'angolo  azimutale,  ossia  la 
quantità  di  detta  deviazione  in  un  dato  tempo,  il  che  farò  io 
in  due  modi  diversi  conducenti  però  alio  stesso  risultato ,  e 
quanto  al  primo  io  lo  trassi  già  dalla  osservazione  seguente , 
cioè  che  dopo  essere  stato  ammesso  che  la  deviazione  del 
pendolo  al  polo  era  uguale  in  quantità  al  moto  diurno,  e  fa- 
oevasi  in  senso  a  lui  opposto  ,  e  che  air  equatore  era  nulla  ^ 
(:opsi(ieraudo^  che  i  detti  due  estremi  appartenevano  alle  lati- 
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ludioi  zero  9  e  novanta  conciasi  che  le  latitadini  intermedie 
avessero  deviazioni  intermedie,  e  poiché  i  prodotti  di  seno  la- 
titudine zero  per  ii  oce  è  uguale  a  zero  ,  e  seno  latitudine 
novanta  per  24  ore  è  nguale  a  24  ore  corrispondevano  perfet- 
tamente alle  deviazioni  sopraccennate,  pensai  che  potesse  aver 
luogo  la  stessa  legge  per  le  latitudini  iritermedie*  moltiplicando 
i  seni  loro  per  24  ore^  ed  ottenerne  cosi  le  respettive  devia- 
zioni neirintervallo  di  24  ore  sideree.  Una  tal  conseguenza 
mancava  certamente  di  dimostrazione,  ma  la  teoria  sor  questo 
proposito,  e  gli  sperimenti  replicatamente  fatti  in  più  luoghi 
con  pendoli  giganteschi  avendola  confermata  è  mia  prova  suf« 
ficiente  dellai  bontà  della  legge  suddetta. 

Il  secondo  modo  lo  dedussi  dalfosservare  nella  nostra  fi- 
gura come  Tangolo  Z  P'c  sia  uguale  come  alterno  alla  latitu- 
dine P  G  O  /  e  come  i  due  coni  opposti  soprano  respettivamente 
al  moto  diurno,  ed  al  moto  di  deviazione.  Feci  P  m  =  Z  e,  e 
calai  la  perpendicolare  m  n  sopra  l'asse  G  P'  ;  è  chiaro  che 
prendendo  e  Z  per  seno. totale^  mn  sarà  il  seno  della  latitu- 
dine :  descritti  coi  raggi  e  Z  ed  m  »  due  circoli,  i  quali  ruo- 
tando intomo  all'asse  in  24  ore  sideree  saranno  tra  loro  come 
i  detti  raggi,  e  si  avrà  col  primo  che  é  il  parallelo  del  SO'"^' 
grado  di  latitudine  la  quantità  del  moto  diurno  =  seno  to- 
tale X  24  ore  sideree^  e  coH'altro  si  avrà  la  quantità  della  de- 
viazione del  pendolo  =  sen  30°  X  24  ore  =  12  ore  sideree , 
come  trovasi  nella  mia  prima  tavola  (fascicolo  di  agosto  1851, 
pag.  411  di  questi  Annali  ec.)  Nella  formola  generale  della 
quantità  delta  deviazione  Y  sen  lat^  la  Y  rappresenta  la  velo- 
cità che  io  fatto  sempre  uguale  a  24  ore  sideree,  ma  che  può 
farsi  eguale  ad  altra  quantità  occorrente,  ed  anche  esprimerla 
in  grado  in  luogo  di  ore. 

Prescelsi  nel  trattare  Targomento  della  deviazione  del  pen- 
dolo la  latitudine  di  30  gradi,  e  supposi  il  piano  di  oscilla- 
zione nel  meridiano  solo  per  facilitarne  ai  lettori  Tintelligen- 
za.  A  qualsivoglia  latitudine  però  si  otterranno  i  stessi  risul- 
tamenti  per  la  ragione  che  in  qualsivoglia  punto  tQrrestrc  la 
tangente  Zm  condotta,  e  prolungata  sino  all'asse  farà  sempre 
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vn  angolo  uguale  alla  sua  laUtudine,  sola  circostanza  dallif 
quale  omanano  le  conseguenze  da  noi  ded({Ue ,  e  la  quale 
spiega  altresì  j  perchè  il  piano  di  oscillaiione  in  qualunque 
verticale  oscilli»  devierà  apparentemente  della  quantità  che  V^ 
angolo  della  tangente  suddetta  esigerà  ,  poiché  le  altre  due' 
cause  della  inTarlabilità  del  piano  di  oscillazione»  e  del  moto 
diurno  sono  permanenti,  e  costanti»  e  permanentemente»  e  co- 
itaniemeule  devono  prodarre  i  medesimi  effetti. 

Micfrte  osta  inolire  che  facendosi»  per  esempio»-  la  osciUa- 
lione  del  pendolo  in  uà  yertioate  distante  dal  piano  del  ne-' 
ridiano»  niente  osta  dico  che  si  sapponga  che  essa  abbia  già 
deviato  dal  meridiano  del  luogo  dato  ino  a  quel  verticale»  e 
continui  il  suo  giro. 

Terminerò  questo  breve  scritto  colio  stimolare  le  dotte  per- 
sone ad  occuparsi  di  risolvere  il  diibbio  recentemente  pro- 
mosso» se  la  deviazione  del  pendolo  sia  o  no  regolare»  ed  in 
intervalli  di  tempo  uguali  aumenti  di  una  stessa  quantità.  Il 
Bsetodo  più  diretto  da  tenersi  per  decidere  la  quistione  sa- 
rebbe di  calcolarla  con  la  lormola  di  ora  in  ora ,  ed  ad  ogni 
ora  determinarla  colla  osservazione  adoprandovi  un  buon  can- 
nocchiale »  ed  un  buon  teodolite  »  e  fame  quindi  il  paragone 
colla  calcolata*»  come  esegui  il  cbiariss.  P.  Secchi  per  il  solo 
angolo  azimutale  di  80''  51'  (Vedi  II  fascicolo  di  maggio  pag. 
238  e  segg.) 

Lo  scoprire  altresì  la  legge  che  osserva  V  ampiezza  delle 
oscillazioni  nelle  sue  diminuzioni  potrebbe  essere  utile  per  in- 
cludere ed  escludere  l'influenza  loro  su  tale  proposilo. 
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oc: 


SOPRA  UNA  MEMORIA  OFFERTA  IN  DONO  ALLA  REALE 
ACCADEMIA  DELLE  SCIENZE  DI  NAPOLI 

OSSERVAZIONI 
nei,  C4Y  «  «ACEV91W1II  MiULLOIKI 


Ho  l'onore  di  presontare  airaccademia,  da  parte  deirillu* 
sire  amico  mio  Giovanni  Planai  una  sua  breve»  ma  importan-* 
tissima  w>ta  intorna  alla  qnifilione  di  meccanica  terrestre  sol- 
levata daireaperionza  del  Sig,  Focicaiilt. 

Tutti  sanno,  oramai,  che  questa  sperienza,  eseguita  prima 
nella  casa  dell'  autore ,  e  poscia  ripetuta  con  egual  successo 
nell'Osservatorio  e  nel  Panteon  di  Parigi,  quindi  in  Inghilter- 
ra, in  Italia,  in  Germania  ed  altri  paesi,  consiste  nella  devia- 
zione  d*un  pendolo  liberamente  sospeso  dal  suo  piino  d'oscil- 
lazione iniziale.  Questo  piano  non  resto  immobile,  come  s*era. 
creduto  generalmente  sino  al  giorno  d'oggi,  ma  gira  a  poco  a 
poco  intorno  alla  verticale  che  lo  divide  in  due  parti  uguali, 
movendosi  da  levante  a  ponente  colla  sua  mel^  diretta  verso 
mezzodì,  e  da  ponente  a  levante  coH'altra;  sicché,  qualunque 
siasi  la  posizione  di  un  osservatore  che  guardi  la  linea  intorno 
a  cui  succedono  le  vibrazioni  del  pendolo  ,  egli  vede  sempre 
la  metà  più  prossima  ,  o  anteriore  ,  del  piano  d*  oscillazione 
spostarsi  lentamente  da  destra  a  sinistra. 

Dirò  in  primo  luogo,  o  Signori ,  che  questo  fatto  è  men- 
zionato, con  termini  chiari  e  precisi,  ne'  manoscritti  autografi 
d'uuo  de'segretari  dell'  accademia  del  Cimento ,  Vincenzo  Yi- 
viani,  conservali  nel  museo  del  Granduca  di  Toscana,  siccome 
apparisce  dalla  comunicazione  che  ne  faceva  ultimamente  all' 
Istituto  di  Francia  il  dottissimo  direttore  di  quel  museo,  cav. 
Antinori.  Quale  si  fosse  il  vero  motivo  che  indusse  i  fondai 
tori  della  fisica  odierna  a  tenere  inedita  siffatta  loro  osserva- 
zione  ,  noi  l' ignoriamo.  Forse  essi  non  ne  scorgevano  troppo 
chiara  la  conclusione,  o  scorgendola,  non  credettero  opporliW^ 
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il  divolgarla  in  tempi  tanto  prossimi  alla  memorabile  ritratta- 
zione del  Galileo  (*). 

Io  chiederò  poi  perdono  all'esimio  Sig.  Presidente  ,  ed  a 
miei  egregi  colleghi  delle  sezioni  di  matematiche  pare  cd'Op- 
plicate,  se  le  nozioni  erronee  che  dominano  generalmente  nel 
pubblico  letterato  intorno  alla  dichiarazione  della  saddetta  spe- 
rienza  y  e  degli  analoghi  tentativi  fatti  precedentemente  ,  per 
avere  una  prova  diretta  della  rotazion  diurna  del  nostro  glo- 
bo, m'inducono  a  prevalermi  della  presente  occasione,  per  ri- 
chiamare alcuni  dati  storici,  ed  esporre  brevemente  i  principi! 
fojidamentali  dell'azione  cui  è  dovuta  la  variazione  osservata 
nella  posizione  del  piano  ove  il  pendolo  Compie  le  sue  Tibra- 
zioni. 

I  primi  oppositori  del  sistema  Copernicano  credettero  tra-  * 
yare  una  prova  manifesta  contro  la  mobilità  della  terra  nella 
caduta  di  un  grave  che ,  scendendo  liberamente  dall'  alto  di 
una  torre,  segue  la  direzione  della  verticale  ;  dove  che  ,  se- 
condo la  loro .  opinione  f  dovrebbe  percorrere  una  via  obliqua 
airorizzonte,  e  cadere  ad  una  distanza  notabile  verso  ponente^ 
se  nell'intervallo  di  24  ore  la  terra  girasse  realmente  da  occi- 
dènte in  oriente  sui  Tèsse  de*  poli.  Ma  essi  furono  ben  presta 
ridotti  al  silenzio  dalla  dottrina  del  parallelogrammo  delle  forze, 
e  dal  fatto  analogo  d'  una  pietra^  che  lasciata  in  balia  di  se 
stessa  da  una  persona  situala  sulla  cima  dolTalbero  d'un  ba- 
stimento, precipita  scendendo  secondo  una  linea  parallela  ali* 
albero  e  percuote  sempre  il  sottoposto  ponte  nel  medesimo 
sito^  tanto  se  la  nave  sta  ferma  sull'ancore  ,  come  s'ella  tro- 
vasi animata  dal  più  rapido  movimento  di  traslazione. 

Considerando  in  seguito  che  l'ampiezza  del  circolo  diurno 
percorso  dai  corpi  cresce  colla  distanza  all'asse  di  rotazione, 
si  pensò  dedurre,  da  questo  medesimo  fenomeno  della  libera 
caduta  de'gravi,  una  prova  fisica  del  moto  della  terra.  Impe- 
rocché il  mobile  sollevato  ad  una  grande  altezza  descrivendo, 

(*)  V Accademia  del  Cimento  fii  fondata  n«(  1657  dal  Granduca  di 
Toscana,  Galileo  era  morto  16  anni'  prima,  il  di  8  gennaio  j641. 
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prima  di  essere  abbandonato  a  se  medesimo,  ana  circonferenza 
maggiore  di  qaella  del  terreno  sottostante,  e  conservando  in* 
tatta,  nel  suo  movimento  all'ingiù,  la  differenza  delle  due  ve-* 
locità^  deve  trovarsi,  airistante  della  percossa  ,  più  innoltrato 
verso  levante  che  il  piede  della  verticale  corrispondente  al 
punto  di  partenza.  II  complesso  di  varie  dilicate  sperienze  isti- 
tuite dentro  alcune  delle  torri  più  elevate  d'Italia  e  d'altri 
paesi  vennero  infatti  a  confermare  la  .verità  dell'  assunto.  Se 
non  che  la  scarsezza  de'Iuòghr  opportuni  e  le  difficoltà  di  così 
fatte  osservazioni  non  permisero  di  riprodurle  dovunque ,  né 
in  numero  sufficiente  per  acquistare  ad  una  cotal  prova  di-* 
retta  della  rotazione  diurna  della  terra  llntima  e  general  per- 
saasioue  degli  scienziati. 

Questo  scopo  verrà  eertamente  raggiunto  dall'esperienza  def 
pendolo^  cbe  è  più  facile  a  ripetersi  e  non  esige  un  locale  ec-  ' 
eessivamente  elevato.  Ed  in  vero ,  tutto  l' artifizio  necessario 
per  mettere-  in  evidenza  il  fenomeno  da  noi  considerato  con- 
siste a  rendere  uguali  le  resistenze  intorno  al  corpo  osculante, 
e  duraturo,  più  che  sia  possibile,  il  movimento;-  vale  a  dire  , 
che  per  la  riuscita  dell'  esperimento*  conviene  ;  1.*^  fissare  il 
punto  di  sospensione  del  pendolo  con  una  pressione  uguale  in 
ogni  verso,  affinchè  non  vi  sia ,  da  questo  lato ,  nessuna  ten- 
denza a  modificare  la  direziono  del  movimento  oscillatorio  ; 
2.''  sostituire  alla  cosi  detta  lente,  una  sfera  di  piombo,  d'ot- 
tone 0  d'altra  materia  grave  che,  a  cagione  della  forma  ,  in- 
contri dappertutto  la  medesima  resistenza  nel  mezzo  ambiente, 
e  la  superi  facilmente  per  virtù  del  peso^'S.""  servirsi  come* 
sostegno  della  sfera  oscillante  di  un  filo  metallico  lungo,  sot- 
tile e  ricotto^  il  quale  mantenga,  più  che  sia  possibile,  il  mo- 
vimento iniziale  e  lo  serbi  immune  dalle  azioni  perturbatrici 
della  elasticità  o  della  forza  di  torsione.  Il  pendolo  deve  poi 
essere  posto  in  vibrazione  bruciando  uno  spaghetto  che  lo  ten- 
ga, prima  di  sperimentare,  lontano  35  o  40''  dalla  verticale,  e 
ciò,  a  fine  di  evitare  qualunque  spinta  accidentale  diversa  dalla 
gravità  e  dalla  rotazione  del  globo.  Per  verificare  lo  sposta- 
mento del  piano  d'oscillazione  basta,  finalmente,  avvitare  una 
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pania  sotto  il  globo  oscillaate  ,  e  segnare  sul  pavimento  una 
serie  di  linee  condotte  pel  piede  della  verticale,  ove  si  ferma 
il  pendolo  nel  suo  stato  di  quiete  :  imperocché  la  punta  con- 
siderata nella  sola  serie  delle  sue  semi-oscillazioni  anteriori  > 
passerà  man  mano  sulle  tracce  delle  linee  situate  a  sinislra 
dell'osservatore.  Si  potrà  anche  lasciare,  e  punta  e  linee,  e  di- 
rigiere  soltanto  la  prima  caduta  del  pendolo  parallelamente  ad 
uno  de*muri  della  stanza  ove  ai  sta  operando  ;  vedendosi  al- 
lora il  piano  delle  oscillazioni  perdere  a  poco  a  poco  il  smo 
parallclismo  ,  e  disporsi  angolarmente  ,  in  guisa  che  la  metà 
anteriore  di  esso  pianò  ha  dovuto  necessariamente  muoversi  a 
sinislra  dellosservatore  ,  per  recarsi  dalla  prima  alla  seconda 
posiziono.  Così  un  recipiente  sferico  d'ottone  pien9  di  piombo, 
avente  quattro  pollici  di  diametro  ad  un  sottilissimo  filo  di 
ferro  ricotto,  d*  una  lunghezza  non  maggiore  di  22  piedi  ci 
bastò  a  verificare  l'esperienza  del  Foucault^  pochi  giorni  dopo 
che  ce  ne  giunse  la  notizia  per  mezzo  de'giornali  :  e  lo  slesso 
felice  successo  coronerà  immancabilmente  le  cure  di  tutti  cor 
loro,  i  quali  vorranno  e  potranno  soddisfare  le  condizioni  testò 
accennate^  vale  a  dire;  uguaglianza  di  pressione  e  di  resistenza 
per  ogni  verso  ;  movimento  ondulatorio  cagionato,  dalle  sole 
forze  attive  della  terra;  e  mez/i  atti  a  verificare  la  posizione 
variabile  del  piano  d'oscillazione. 

Non  crederei  meritare  la  taccia  d'esagerato  affermando  che, 
a  quest'ora,  il  numero  degli  studiosi,  i  quali  si  convinsero  spe* 
rimentalmente  della  rotazione  del  piano>  ove  il  pendolo  batte 
le  sue  vibrazioni  sommano  già  a  parecchie  migliaja. 

Per  concepire  con  chiarezza  come  questa  rotazione  derivi 
dalla  rivoluzione  della   terra   sopra   se  stessa  ,  osserviamo  in 
primo  luogo  che  le  rispettive    posizioni  de'  corpi    mobili  alla 
auperficie  o  nelt'  interno  d'  uno  sferoide  essendo  indipendenti 
dallo  stato  di  quiete  o  di  movimento  del  centro    della  massa 
globulare  che  serve  loro  di  punto  d'appoggio,  nd  possiamo 
prescindere  dalla  traslazione  annua  della  terra  intorno  al  sole, 
e  considerare  i  soli  effetti  provenienti  dal  suo  movimento  diar- 
io. Possiamo  anche,  per  maggior  semplicità  ,  supporre  che  la 
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esperienza  si  faccia  sortto  V  uno  de'  poli ,  dove  le  osciliazioni 
del  pendolo  succedono  ialoruo  alPasse  del  moto  rotatorio ,  ia 
coi  direzione  si  confonde;  ivi,  colla  verticale. 

Qiiando  la  massa  oscillante,  scostata  dalla  sua  linea  di  ri- 
poso, e  quindi  abbandonata  a  se  medesima,  comincia  la  prima 
sua  Vibrazioni ,  oltre  la  forza  verticale  della  gravità,  ella  pos- 
éederà  aacke  una  certa  spinta  orizzontale  dovuta  al  movimento 
diurno ,  cbe  sotto  il  polo  si  .effettua  secondo  l' orizzonte  ;  e 
però,  in  vece  di  una  oscillazione  piana  prodotta  dalla  sola  ten- 
denza vers»  il  centro  della  terra  ,  il  pendolo  descriverà  ,  in 
forza  di  un  teorema  bei»*  noto  di  meccanica ,  una  oscillazione 
ellìttica.  Se  la  detta  forza  di  proiezione  orizzontale  fosse  at* 
quanto  energica  in  paragone  della  gravità,  la  figura  di  questa 
ellissi  sarebbe  aperta  e  tenderebbe  al  circolo  :  ma,  qualora  si 
consideri  che  il  pendolo  scende  in  pochi  secondi  sulla  verti- 
cale per  virtù  della  gravità^  e  che  la  rotazione  terrestre  esi- 
ge 24  ore  ,  ossia  86400'^  per  trasportarlo  in  giro  entro  una 
circoaferenza  duna  lunghezza  prossimamente  uguale  a  sei  di 
queste  discese,  se  ne  arguirà  tosto  che  Tellissi  descritta  sarà 
di  forma  tanto  schiacciata  da  confondersi  sensibilmente  colla 
linea  retta;  sicché  le  oscillazioni  del  nostro  pendolo  libera- 
mente sospeso  si  compiranno  in  un  piano  verticale,  la  cui  di- 
rezione verrà  determinata  dal  primo  scostamento.  Ad  ogni 
Inodo,  siccome  durante  una  doppia  oscillazione,  considerata  ri- 
gorosamaate  nella  sua  forma  ellittica,  il  pendolo  si  scosta  della 
medesima  quantità  a  dèstra  ed  a  sinistra  del  predetto  piano 
verticale,  e  descrive  i  due  archi  di  opposta  curvatura  con  ve- 
locità uguali  e  contrarie,  l'effetto  della  forza  precedente  della 
rotazione  terrestre  sarà  per  cosi  dire,  bilanciato  nell'orbita,  il 
pendolo  manterrà  costanti ,  per  la  legge  d' inerzia ,  le  condì*» 
zioni  del  moto,  ed  il  piano  di  oscillazione  resterà  fermo  nello 
apazio.  La  terra  girerà  intanto  da  occidente  in  oriento  ,  e  lo 
spettatore,  andando  in  volta  col  suolo  e  gli  oggetti  circostanti, 
crederà  che  k  curva  piana,  o  meglio  conica  infinitamente  de«- 
pressa,  descritta  dalle  oscillazioni  del  pendolo^  si  muova  ia 
direzione  opposta. 
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Ecco  Torigiae  del  fenomeno  ridotta  dlla  sua  più  semplice 
espressione  :  chi  volesse  dedurla  direttamente  dalle  sperienzc 
fatte  sotto  le  nostre  latitudini^  dovrebbe  ricorrere  a  figure  e 
principii  di  meccanica,  che  non  possono,  né  debbono,  far  parte 
di  questa  comunicazione.  Ci  limiteremo  quindi  ad  osservare 
che,  trascurando  gli  clementi  inutili  a  considerarsi,  vale  a  di'" 
re,  i  moti  di  traslazione  comuni  al  pendolo  alfosservatore,  ed 
a  qualunque  altro  oggetto  circostante,  e  calcolairdo  la  sola 
componente  della  forza  rotatoria  ehe  opera  normalmente  al 
piano  di  oscillazione,  si  ottiene  per  l'espressione  algebrica  cer^ 
cata  V.  sen,  a^  ove  v  rappresenta  la  velocità  angolare  della  terra 
intorno  al  proprio  asse,  ed  a  la  latitudine  del  luogo  di  osser^ 
vazione. 

Questa  semplicissima  formola  mostra  che  il  movimento  ro^ 
tatorio  del  piano  d*  oscillazione  si  fa  con  una  celerità  decre- 
scente dai  poli  all'equatore  ,  ov*  essa  ritluccsi  a  zero  ;  laonde 
la  durata  d*un*in(era  rivoluzione  sotto  una.  latitudine  ioterme- 
dia  sarà  sempre  maggiore  delle  ventiqualtr'  ore  impiegate  a 
descrivere  la  medesima  rivoluzione  sotto  i  poli.  Egli  è  poi 
quasi  inutile  il  soggiugnere  che  siffatto  moto  apparente  del 
pendolo^  procedendo  dalla  rotazione  uniforme  del  globo,  do- 
vrà essere  necessariamente  uniforme  ,  per  modo  ehe  gli  archi 
descrìtti  saran  proporzionali  ai  tempi. 

•  Nella  accurate  spierienze  eseguile  a  Roma  dal  padre  Sec- 
chi, direttore  della  specola  del  Collegio  Romano,  la  deviazione 
del  pendolo  fu  di  19".  30',  5  in  un  ora  e  43  minuti ,  e  di 
50".  50V  5  in  6  ore  e  6  minuti;  lo  che  dimostra  con  sufficiente 
esattezza  la  legge  della  proporzionalità  degli  spazi  ai  tempi. 
Quanto  al  periodo  della  ri-voluzione  totale,  non  fu  possibile  averlo 
direttamente,  perché  il  pendolo,  quantunque  grave  di  28  chilo- 
grammi ed  oscillante  alPestremilà  di  un  filo  di  ferro  lungo  32 
metri,  si  fermava  dopo  cinque  ore  circa:  ma  qualora  si  voglia 
dedurlo  dagli  elementi  dellosservazione  più  prolungata  ,  Iro- 
verassi  uguale  a  36  ore  e  6  minuti.  Ora  sotto  la  latitudine  dì 
Roma  il  tempo  della  rivoluzione  totale,  calcolato  colla  formola 
V.  sen.  a  é  36  ore,  4  minuti,  e  9  secondi.  Quando  si  conside- 
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rìoo  le  cause  d'errore  che  possono  influire  sull'esattezza  delle 
.osseryezioni  e  sulla  perfetta  regolarità  del  movimento  oscilla- 
torio, Tuguaglianza  quasi  assoluta  de'due  dati  numerici  é  ve- 
ramente maravigliosa. 

Questo  stupendo*  accordo  dtlla  teorica  e  dell'esperienza  ri- 
move ogni  .benché  minimo  sospetto  d'errore  nella  interpreta- 
zione del  fenomeno,  ed  il  movimento  del  piano  d'oscillazione 
d'un  pendolo  liberamente  sospeso  diventa  così  una  prova  irre- 
fragabile,  della  rotazion  diurna  del  globo  terrestre. 

Gli  argomenti  in  favore  di  questa  rotazione  dedotti  dalle 
apparenze  celesti,  sono  si  copiosi  ed  incalzanti,  che  chiunque 
abbia  studiato  gli  elementi  d'astronomia  ò  certamente  persuaso 
della  mobilità  della  terra  :  ma  l'esperienza  del  Foucault,  of- 
frcpdo  il  mezzo  di  sentirla,  per  cosi  dire,  materialmente^  reca 
al  più  alto  grado  possibile  la  persuasione  di  questo  gran  vero, 
e  lascia  ncU'anìmo  una  impressione  profonda,  maestosa,  incan- 
cellabile ! 

Dopo  le  grandi  scoperte  del  Newton  e  de'  suoi  successori 
ijìtomo  all'equilibrio  dinamico  delle  masse  rotanti  che  formano 
il  sistema  solare,  i  geometri  assegnarono  costantemeAte  le  os- 
servazioni da  istituirsi  onde  porre  in  chiaro  la  sussistenza  e 
la  misura  di  qualunque  fatto,  più  o  meno  importante,  relativo 
alla  meccanica  celeste.  Anzi  essi  previdero,  in  varie  occorren- 
ze, certi  fenomeni  cosmici  che,  attesa  la  debolissima  loro  ap- 
parenza, sarebbero  certamente  sfuggiti  alle  più  accurate  inda- 
gini degli  osservatori.  Non  é  quindi  a  dire  quanto  giungesse 
nuova  e  sorprendente  nel  mondo  scientifico  la  scoperta,  tutta 
sperimentale,  di  tal  conseguenza  d'uno  de'principali  movimenti 
cui  va  sottoposto  il  nostro  pianeta,  da  produrre  in  poche  ore 
delle  rotazioni  di  50  e  più  gradi.  Come  mai  un  fatto  si  no- 
tabile s' è  potuto ,  non  solamente  trascurare  per  tanto  tempo 
dall'alta  scienza  astronomica,  ma  apparire  agli  occhi  d'uno  de' 
migliori  geometri  del  sccol  nostro  talmente  debole,  da  doversi 
sottrarre  del  tutto  alle  nostre  sperienze  ?  (*) 

•*•  I  .1  I      ■  .IMI!  III...  I 

(*) la  ibrce  perpeodìculaire  an  pian  d'oaicillatìon  est  trop 
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A  quesfuUima  parte  del  qaesito  risponde  più  direttartieD|l(i 
ia  Qieinoria  da  me  offerta  airaccademia  in  nome  dell*  autore. 
Plana  opina  infatti  che  non  può  cadere  nessan  dubbio  sulU 
certezza  de'  principii  che  servon  di  base  alle  equazioni  diffor 
renziali  del  pendolo  dove  sia  introdotta  ia  condizione  della 
mobilità  deir  orizzonte  e  del  meridiano  ;  le  qoali  equazioni , 
rettamente  interpretate,  conducono  ad  un  valore  sensihilissimQ 
delia  forza  cercata.  Ma  Terrore  ove  cadde  involontariamente 
Poisson  derivj^  secondo  il  Plana,  dalfaver  egli  sostituito,  per 
inavvertenza,  un  Coseno  ad  un  Seno  ed  un  segno  +  ad  un 
segno  — . 

Le  probabilità  di  così  fatte  inavvertenze  e  de'danni  risnlr 
tanti  non  sono  tante  rare,  come  si  suppone  generalmente  ;  ed 
a  questo  propo^ito  Plana  allega  V  esempio  dell*  immortai  La* 
grange^  che  nell'esame  delle  forze,  le  quali  operano  sul  nostro 
satellite,  per  un  semplice  errore  di  calcolo  ,  lasciò  a  Laplace 
l'onore  della  scoperta  d'una  delle  più  belle  conseguenze  della 
legge  di  gravitazione  cui  dobbiamo  l'equilibrio  dell'universo  , 
la  spiegazione  della  causa  donde  provione  1'  equazione  Hcolart 
della  luna* 

^el  terminare  questi  brevi  cenni  non  debbo  tacere  che  i 
geometri  son  tutti  d'accordo  oggidì  sulTesattezza  delle  espres- 
sioni matematiche  relative  al  movimento  del  pendolo  inserite 
nelle  opere  di  Lagrange,  Coriolis  e  Poisson;  che  il  nostro  va- 
lentissimo prof.  Mossotti  ha  tratto  dalie  equazioni  differenziali 
dell' ullirtio  di  questi  autori  una  elegante  e  compiuta  teorica 
della  spienza  del  Sig.  Foucault;  che,  partendo  dal  teorama  d' 
Eulero  sulla  composizione  e  decomposizione  delle  forze  rota- 
torie, siffatta  sperienza  fu  pure  interpretata,  con  molta  chia- 
rezza^ dai  Signori  Binet,  Poinsot  e  Lionville;  e  che,  Gnalmen- 
le,  lo  stesso  inventore  ne  trovò,  prima  d'ogni  altro>  la  formola 
algebrica,  con  alcune  semplici  ed  ingegnose  considerazioni  di 
meccanica  e  di  geometria. 

petite  poar  écarter  sensiblement  le  pendute  de  son  pian  .  .  .  .  en  con- 
n^nence  cotte  force  ne  sanratt  avoir  une  influence  appréciable  sur 
40D  mouvemtfot,  (PoUson.  Sur  le  momsemeiU  des  prajeclUes  p.  21.  Parb 
1837. 
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SOPAA  ALCUNE  PROPRIETÀ'  DEGL'INTEGRALI  DEFINITI 

DEDOTTI  DAL  METODO  DELLE  COORDINATE  ELLITTICHE 

DEL  Sl€r*  WILLIAM  ROBERTS 

(ArUcoto  estratto  in  parte  dal  giornale  M  Sig.  Liouville  gennajo  1851.) 

E  noto  che  il  metodo  conaupemente  adottato  per  ottenere 
il  valore  dell'integrale  definito 

consiste  a  trasformare  Tìntegrale  doppio 

r^flo         co 

j       I      «-l'*+r*}  dx  dy 

col  fare 

0?  =  r  Cos  01 9        y  =r  sen  gì  , 
il  che  dà 


o 

da  dove  si  trae 


J     C    e-(''+r*)  da?  dy  =  J]    e"^^ ràrp"" àcù 


ovvero 


r*  1 

Supponiamo  ora  che  invece  di  trasformare  a?  ed  y  in  coordi- 
nate polari  si  faccia  uso  delle  coordinate  ellittiche,  vale  a  dire 
delie  variabili  fx,  v  date  dairequazioni  seguenti 

fi.  _!! 1    ^.'  ■    y'    -1 

itt»  ^ /*»  —  A»  ~     '     »'        ó»  — v' 
b  essendo  una  quantità  costante  :  noi  avremo  come  si  sa 

x'  •+•  y»  =  /j.»  -I-  v'  —  A* 

in  modo  che  si  abbia 
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il  che  dà,  collo  scrivere  la  lettera  u  invece  di  [i,  v, 
1       _j,  _/••    e-^'u'iu   r*  e-"'  dw      T*     <-"'  d«     r»  e-"'  «'  Jk 

Facciamo  in  questa  forinola  £  =  1,  e  trasformiamo  gl'iotegrali 


J^*      6-'^*  du  r' 

»     l/(u*—  1)  'J' 


l/(M*—    1)    V       l/^K— 1) 

col  porre 

V  =  i/'(u"  —  1). 

Trasformiamo  anche  gl'integrali 


J"'     g*»^'  du         f  e-"/  u'du 
o  1/  (1   —  U^)    VoV(l  —  U" 


col  fare  u  =  l/^t? ,  ed  avremo 


''.      r    \  e  /  J. i^»(t-.) 

-  r  »•'■"   r>|/"(-^)d.. 

J,   K»(i-H»;-'»     *^     Vi—»/ 

E  bene  di  osservare  che  la  formola  ottenuta  non  è  che  uo 
caso  particolare  di  un  risultato  dato  da  Abel^  e  che  si  trova 
nelle  sue  opere  pubblicate  da  Holnéoè'  tom.  1.^  pag.  100. 
Basterà  fare  nel  teorema  di  Abel  di  cui  si  tratta. 

u=?fi  =  —^        ed        a  =  l. 

Ecco  dunque  una  nuova  applicazione  delle  coordinate  ellitti- 
che^ e  che  serve  ancora  a  far  conoscere  con  quale  semplicità 
questo  sistema  maraviglioso  conduca  a  dei  risultati,  che  sono 
molto  difficili  ad  ottenersi  con  altri  modi. 

Il  Sig.  Rùberls  prosegue  l'applicazione  del  metodo  nel  caso 
di  tre  variabili.  B.  T. 
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EVOLVUNTUR  MODULARIA  INTEGRALIA   SIYE  ELLIPTIGA  OMNIUM 

GENERUM   TRASGENDENTIA   MODULI   POTENTIIS9  AMPLITUDINIS 

FUNCTIONIBUS   NOVISQUE  PARAMETRI  FUNCTIONIBUS9 

ADDITUR  THEORIA  HARUM  ET  AMPUTUDINIS 

ET   PARAMETRI  FUNCTIONUM 

A  GHRISTOPHORO  GUDERMANIN, 

philosophiae  Voetore  diseiplinarum  fnathématiearum  Professore 

publico  ordinario  Begiae  Monasteriensis  et  theologieae 

et  philosopMeae  Aeademiae. 

FERTIT 

et  necessariis  adnotationibus  quibusdam  hanc  clariMimi  ac  doctìssimi 
aiictoris  dìsputationem  ìpsius  iussu  instruxìt  discipulus  eius 

niANClSCVS  STAPEll, 

Stud.  Matkeseos. 


PRAEFATIO  INTERPRETIS 

Ma^o  profecto  beneficiò  in  me  ac  sin^Iari  qaadam 
hnmanitate  huins  dissertationis  anctor  doctissimus,  quem 
semper  grato  animo  colam  necesse  est,  nt  eam  prò  tota 
modolarinm  fnnctionum  ac  modnlarinm  integralinm  theo« 
ria  et  gravissimam  et  fecondissimam  in  sermonemlatinum 
"vertam  simnlqne,  qiiot  ad  eam  recte  inteUigendam  necesse 
fiierit,  animadversionibns  instmam  me  admonnit,  praeser- 
tim  qanm  multa  in  aliis  aactoris  libris  germanice  scriptis 
exposita  in  hac  disputatione  adhibeantnr. 
4  Dnbitari  non  potest,  qnin  magna  afficiar  laetitia  occa- 
sionem  mihi  oblatam  esse  ,  qua  prò  multis  in  me  collo- 
oatis  beneficiis  gratum  in  praeceptorem  optime  de  me  me- 
Jnnali  di  Scienze  Mat,  e  Fis.  T>  IL  deeembre  IStfl.  35 
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ritam  etiain  nane,  qiioad  fieri  potest,  prò  virili  mea  parte 
miimnm  praestituras  sim. 

Quae  quidem  disputatio  non  solum  ad  ea,  qnaecnnqne 
priore  ac  hoc  saeculo  splendidissimis  studiìs  in  theoria  il- 
lanun  functioQuoi  dupla  periodo  pr^editarum  inventa  simt, 
velut  cumulus  acQedit  ^  venup  etiam^  quam  recte  ille  de 
hac  theorta  iudteaveril;,  qaairtat|ne  animi  ac^^itate  totam 
tractaverit,  dilvcide  apparet,  Itaque  qaam  iam  q[aaestioiie, 
quae  maximaa  Jiabebat  diificoltatea^  modularla  mmiiam  ge- 
nerum  integralia  compntandi  perfiBetisaime  explicata,  onuies 
illae  tantnmmodo  ad  artem  redactae  expressiones  nane 
etiam  ad  calcnlos  vocari  possint^  simulac  tabulae,  id  qnod 
nobilissimns  anctor  acerrime  concupisciti  computatae  snnt  : 
mihi  persuasum  est  fore^  ut  permulti  eandem  viam,  quam 
sagacissimus  ille  vir  in  tractandis  bis  functionibus  iugres- 
8US  est,  imitatione,  ex  qua  quin  masdmae  in  semet  ipsos 
redundent  utilitates  nemo  dubitaverit,  complectantur. 

Magnum  pr^ileeto  in  eo  ponendum  est  momentum , 
quod  modidaria  int^pralia  in  duo  genera  primaria  divisit, 
et  Inter  secondi  generis  integndia  ea  numerai,  quae  con- 
stante qttodam  betore  instra^a  snnt,  eoque  quidem,  sìciit 
frequentissimus  eomm  uava  satis  superqne  edoowt,  i»le- 
gpaUbua  ita  proprio^  ut  seiunctaw  ab  iis  osse  nequeat,  imo 
Tero  quasi  iis  impEcitna  esse  videatur.  Biimm  sane  est , 
itta  iategralia,  ut  exemplmn  quoddam  aibram,  in  aeclio* 
imm  eonicaram  aphaerioaram  reotìfieatione  et  quadratura 
HeoiqQe  reej^rocarum  curvaram  ^  ne  constante  quidam 
membro  associata  apparerò,  sed  ab  iUis  ipsas  singnlamm 
ourvarum  partwm  eupressioiies  exluberi.  Multa  alia  ex  artp 
spbaarica)  statica,  meebaaica  exmBg>Ui  aflbrre  possnmns^ 
e^  quifaus  rni  pariter  se  hahere  aut  ad  summum  facto- 
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rem  numericuiii  2  aut  |  mtegràtione  prodire  fiicifó  ititel- 
ligablr.  Aliorum  autem  ratione  integirandi  adhibita  in  om« 
niba»  bis  carìbas  iateg^alia  impediente  qnodam  et  expres- 
aioni  necessariam  simplicitatem  anferente  factoro  praedita 
eaaent  Haec  omnia^  quum  freqiiens  illorum  commemorala 
fimm  integralium  060g,  tnm  ratio,  qna  fiiciUime  compn-^ 
tentar  ^  ab  anctore  in  bae  dispntatione  exposita  ^  nlmis 
Pendant ,  qaam  apte  recteque  sìnt  modularla  integ^ralia 
ab  eo  descripta  atque  in  duo  genera  distributa. 

Sed  ut  munere  meo  rite  perfungar,  altitis  l'epe tam  ne« 
eesfèe  faerii,  praesertim  quum  et  tbeoria  dupliei  periodo 
fiinctionom  vel  modularium  fìmctioniimi,  a  dcriptofe  piane 
QmTorsa  lege  conaiderata  atque  exeulta,  et  iUa  functionum 
gimfUti  periodò  tbeoria  vel  functionum  potentiallnm ,  ab 
«odem  iam  anno  1835  edita,  ita  inter  se  cobaereant,  ut 
pHor  altei*a  band  bene  cognita  in  universum  recte  intelligi 
non  possit,  atqae  etiam  potentiales  functiones,  quae  in  ey* 
elieas  et  in  byperbolicas  divisae  iSiint,  in  illa  tbeoria  quam 
frequentissime  adbibeantur,  Namque  si  modulus  modula- 
rium functionum  realis  est  et ,  qiiod  plerumque  accidit  , 
positus  est  intor  fines  0  et  1 ,  ipsae  intei*  duo,  quae  modo 
eommemoravi,  potentialium  functionum  genera  interieetae 
sunt*  Modulo  fini  0  adpropìnquante  modulares  fìinctioned 
magia  conveniiint  vulgaribus  functionibus  cyclicis,  modulo 
autein  fini  1  adpn^inquante  vulgaribus  functionibus  by-* 
perbolicia  aimiliores  evadunt  Prorsus  denique  congruunt 
eum   illis  aut  bis ,   prout  modulus  aut  cifrae  aut  monadi 
par  est.  -  Itaque  modulares  ftinctiones  ob  eam  causam  per- 
"magnnm  sunt  periodicarum  functionum  genus  complectens 
innmnerabiles  species,  in  quarum  numerum  etiam  vnlgares 
cyclicae  et  byperbolicae  functiones  ipsae  tamquam  simpli- 
cissimae  simulque  finitimae  referendae  sunt. 
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Quae  quidem  omnia  quum  tam  universa  lege  conside-? 
randa  sint,  primum  vulgaribus  cyclicis  fìinctionilms  longe 
notissimis  id,  quod  de  hyperbolicis  fiinctionibiis  itemqae 
de  alìis  quibusdam  iunctionibus,  quae  functiones  longitu^ 
dinales*  et  cycUcae  et  hyperbolicae  nominatae  sunt^  et  qui- 
bus  usus  ab  hyperbolicis  ad  cyclicas  et  vice  versa  transire 
poteris,  notatu  dignissimum  maximeque  necessarium  erat, 
brevi  composui.  Qua  occasione  sex  novas  ex  illis  functio* 
nibus  pendentes  principale^  formulas,  quae  ad  usum  in 
calculo  integrali  admodum  praestantissimae  atqne  elegas- 
tissimae  sunt^  adnotavi.  Postquam  baec  praemissa ,  sunt,  ea 
quae  de  modulartbus  functionibus  ac  modìdaribus  integra'- 
libus  praecipue  illustranda  erant,  exponere  coepi.  Primum 
signa,  quae  auctori  propria  sunt,  interpretatus  necessarias, 
quas  in  disputatione  cognitas  esse  anctor  posuit,  formulas 
attuli;  tum  nominatim  modularium  integralium,  de  quibns 
hic  potissimum  agitur,  divisio  in  duo  genera,  ut  bene  iar 
felligatur,  mea  magni  interfuit 

Hoc  niodo  id,  quod  mihi  mandatum  est,  praestitissem* 
Sed  mea  sponte ,  si  mihi  liceat ,  duarum  aliarum  rerum 
mentioneui  facere  velim,  quarum  altera  ad  nomina  perti- 
net,  quibus  ilbistrissimo  auctori  functiones  duplae  periodi 
ex  iisque  pendentia  integralia  appellare  placuit;  altera  au^ 
tem  ad  ^igna ,  quum  hyperbolicarum  et  longitndinalinm 
functionum,  tum  modularium  functionum  modulariumque 
integralinm  sicuti  characteres  ijs  proprios  ab  eodem  dele^ 
ctos  refertur. 

IVotissimuin  est,  Legendre^  illustrissimum  analysten  , 
dupla  periodo  functionum  theoriam  ab  Eulero^  longe  acn<r 
tissimo  homine,  (  qui  merito  cognomine  patris  matheseos 
appellatur  )  olim  procreatam  magnopere  auxisse  atque  am^ 
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plificasse;  praeterea    autem   nominis  illarum    fùnctiònuiii 
scilicet  elUpticarum  auctorem  fuisse  ,  dum    ìntegralia  ex 
iis  pendentia  elliptica  traseendentia  nominat.  Gontra  huiits 
dìsputationis  doctissìmiis  auctor   iliìs    nominibus  negilectis 
ìam  dm  modular es  funetiones  et  modularia  integralia  loco 
eoram  posuit.  Cuius  quidem   novae  analyseos  partis  stu- 
dittm  quom  aetate  nostra  revera  sit   omnibus   Gommane^ 
nec  quisquam  de  magna    eius    utilitate    dubitaverit,  imo 
▼èro  omnes  veritatis  amantissimi  magnam  operam  curam^: 
que  in  ea  colloeent,  facile  quisque,  uti  maxime  illiiis  fon* 
tìs  aperiendi  desiderio  tenetar,  ita  libentissime  opus  esse, 
ut  omnes  in  bis  nominibus    tribuendis  cohsentiant ,  mibi 
concesserit^  Nec  vero  est  diflScile  diiudicare,  quae  illarum 
fiinctionifm  summa    atque  universalis  notio  sit.  IXam  illae 
duplicis  periodi  funetiones  ,  quae  realiter  periodicae  ,  ut 
Tulgares  cyclicae,  et  simul  imaginariae  periodicae  sunt,  ut 
vulgares  byperbolicae  funetiones,  non  solum  ,  ut  bae ,  ex 
argumento  quodam  variabili ,  sed  etiam  ex  altera ,  quam 
plerumqué  constantem  cogitamns,  qiiantitate  pendent,  quae 
emnino  inter  fines  0  et  1   interposita  esse  solet ,    et  cui 
Bomen  est   modulu».  Sed  id  potissimum  his  functionibug 
prapriwn^  quod  naiuràe  earum  attribuendwn  sit^  id  ipsum 
est ,  in  quo  earum  indole»  potissimum    cernatnr.    Ergo 
summo  iure  fimctiones  ob  eam  causam  esse  modulares  at- 
que inde  int^ralia  ex  iis  pendentia  esse  modularia  inte^ 
gratta  nominanda,  nemo  erit,  qui  infitietur.  Altera  autem 
ratio  funetiones  illas  atque  integralia  nominandi,  quae  ab 
omnibus  fere  recepta  esse  videtur ,  ex  eo  tempore ,   quo 
haec  analyseos  pars  non  ita  elaborata,  exculta  et  confor- 
mata erat,  ut  numeris  suis  perfecta  esset,  originem  trabit; 
quo  factum  est,  ut  m^is  ex  fortuitis  fimctionum  proprie- 
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tutibus,  quam  ex  ipsa  rei  natura  nomina  iUa  chicta  sint 
8eìUcet  problema  plaoae  eUipsis  reetificandae  dueit  ad  £fr 
ferentiale  quoddam  iìs  differentiaKbiis  aliqaa  ex  parte  ri- 
mile )  quibiift  modularea  fnnrtiones  eanunqiic  ar^menta 
nexa  inter  se  et  iagata  smit;  et  ob  banc  differenlialÌMB 
similitudincm  ilhistrÌ89Ìmii&  ille  JLegendre^  qui  prinma  ad 
eariim  tbeorìam  pleniua  ac  perfectius  describeBdam  mg^ 
gressna  est,  iUa  commemorata  nomina  :  eUiptiems  funcU^ 
ue$  et  elUptiea  tra$cendeutia^  in  osimi  Tocavit  y  qBamTia 
mult^m  ea  differre  iater  seae  ac  distare  omnioo  noa  ne- 
garet.  Mimirmn  si  usua  barum  oominationHm  tmMwdtttmr^ 
fecile  observaG^tia  et  veteettodia  y  quam  anctori  debeamva 
^portet,  exeu^ari  poseùit^  sed,  uti  iam  diQtiim  e^t^  e^  firn- 
etiomim  proprietatibus  nimis  fortuito  et  extrìnseeua  immi» 
nentibus  e^ortae  suot,  earumque  vis  a  (\inctioB«m  MtMfa 
nìmis  aMcna  est,  quam  ut  observari  possint,  X  ptineipto 
eum^  qui  in  hac  doctrinae  parte  yelut  tiro  yerset«r>  isl» 
inani  nominatìoBe  fiikam  de  tota  funetìonw»  tbeoria  ^i- 
nionem  capere  oportere,  yix^  ut  admoneamus,  opus  fueriL 
Portasse  autem  qnispiam  mSii  dicendo  ocemrrat,  ^m» 
i^ihaericas  sectiones  conicas,  de  quìbus  primua  idem  bisiua 
dissertationis  doetissimus  ac  sapìentissimos  aaetor  in  spikae- 
rica  sua  analytica  fiisius  atque  uberius  disputavit,  eUipti- 
eoTum  qnac  dieuntur  transcendentium  adiumento  ab  ^no 
et  rectificatas  et  quadratas  esse  itemque  retaforocas.  curvasi 
bie  tamen  navus  functionnm  usus  nullo  pactn  qDemqaaBi 
re  diUgentìus  considerata  aecurateque  perpensa  ad  obser^* 
Tandastfalsas  illas  nominationes  moTcbit^  praeseriim  quum 
eadem  integralia  in  pbirimis  aUis  easibus  freqnanter  et 
bibita  sint  et  mine  adbibeaatur«  bisiqieìriiiiiversalìor 
mm  fimctioBiim  et  iirtegralium  s^itentia  summum  qaod«pie 
ingenium  magis  ad  se  aliiciet  magisque  attendet 
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Si  iptià  de  praettautia^  ^aé  atiotori  prlipria  saM^  aa» 
gttorttm  éisfitit^fn  «otior,  ià  aiiaeìpio  ndti  %iiovaiia,  iMìih- 
nem  in  artibas  mathemalicis  exftt^èaaioiicia  deilljfftiaÉdì  pie-» 
rumque,  simodo  rei  ipsi  intelligendae  non  noceatur,  haud 
mag^o  momento  esaè^  aftaflutti  nOdMlllae  taUc  ift|^nio8ae, 
non  minns  simplieitate,  quam  perspicuitate  excellentes  snnt 
notationés,  qiiae  matliettiaCida  symbola  reeepta  in  perpe- 
tuum  retinentur.  Gudermanni  quidem  stgna ,  nominatim 
characteres  modnlarium  fiinctionum  modulariumque  inte- 
gralinm  bis  virtntibus  praedita  atque  ornata  esse  boc  loco 
demonstrabo.  Quem  ad  finem  nonnuUas  paneas  multarum 
longe  elegantissimarum  formularum  ex  aactoris  operibus 
sumptas  attuti  et  unam  ant  alteram  ista  diversa  ob  latitu» 
dinem  ac  discrepaiité  inCef  se  seribendi  ratione  adbibita 
apposni.  Ex  bac  i%  tam  ^Incide  apparet,  quam  semper 
priores  formnlae  non  solum  simplices  et  perspicuae  ,  ve- 
rum  etiam  commodae  oculisque  ipsis  gratae  sint. 

Huc  accedit,  quod  magpoa  opera  onmino  opus  non  erit, 
ut  ad  banc  ingeniosam  scitamque  seribendi  rationem  ad- 
suescas;  nec  enim  dubito,  quia  unusquisque,  simodo  magno 
se  seribendi  labore  liberatum  esse  secum  reputayerit,  li-* 
benter  ad  novam  banc  seribendi  rationem  sese  accomodet* 
Nec  vero  a  veritate  aberro,  si  dicam,  librum,  qualem  11^ 
lustrisi^  Prof.  Dr.  Gudertnanuus  de  modnlarium  fiinctio- 
num modulariumque  integralium  tbeoria  scripsit,  et  qui 
mathematicorum  eommentariorum,  quae  ab  111.  etc.  Creile 
Berolini  eduntur,  circa  650  paginas  expleyit,  certe  duplum 
spatii  occupaturum  fiiisse,  si  ille  altera  seribendi  ratione 
usus  esset. 

Tantum  autem  abest,  ut  unquam  illam  seribendi  ra- 
tionem parvi  faciam    pmninoque  negligam  ,  ut  bene  eius 
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praéstantìa  et  conunoditate  cùgmisL  omnibus  viribus  meis, 
qaoad  .fieri  poterit,  ut  signa  illa  propagentur,  ma^s  ma- 
gisque  adhibeantur,  nitar. 

t 
Bfonasterii  mensae  Febr.  1851. 

m 

FRÀNCISGUS  STÀDER,  Stud.  Malb. 
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,  ,  ,  2.  4.  6 (2r)       r  . 

amplUndliils  9.  {*) 

§.  1. 

formulis  exhibeniur. 


Illastrìssimas  Legendre  olim  yafores  ìntegraliam  /^sìn'^.d^, 
/^8iii4  9  3^  ,  /^sin^  f^f  9  •  •  •  /oSin""  9.  89  computavit ,  et  in 
tabalam  redegìt.  Qaod  priasqaam  in  libris  snis  a  Exercices  de 
eakul  Integrai  »  inveni,  in  similem  incidi  ideam  et  simul  per- 
spexì,  integrali  /osin*''  9.  df  longe  praeferendam  esse  fnnclio- 
nem 
/jv  >   /  V  2.  4.  6  .  •.  (2r)        /*  .  ^ 

<*)    •       ^^  («"^  =  1.  3.  5  . . .  (2r  -1  l)/r'^  ^  •  ^ 

amplitndinis  9,  factore  tantammodo  constante  ab  integrali 
f^rìu^  9  •  39  diversam.  Gognitis  yaloribns  fnnctionibas  X''(9)  y 
yice  Tersa  integralinm  yalores  formalis  exhibentnr  bis: 


1 

sin*  9.  39  =  — .  X*(9) , 

1 3 

sin*  f .  3?  =  ^-  .  X*(f  ) , 

1.3.5 


(2) 


et  sic  deinceps. 


f  )  Le  Note  del  sig.  Stader  si  porranao  alla  fine  di  ciascuna  sezione. 

B,  T. 
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Si  facultates  aritmeticas  aodem  modo»  quo  Tolait  lUast.  Vanr 
dermonde;  signiGcamos^  scilicet 


n 


iaj==a{m  —  l)(a  — 2Xa  —  3) (a  — nH-  1) , 

la, d]  =  a(a  —  d)(a  —  2d){a  —  Zd) (a  — (a— l)rf)  , 

-n  1 

[o]  sai  "'■''■'      ^      ■ 


(a -4-  l)(a-4-2){a-+-3) (a -+- n) 


-/I 


*■  (o -l- rf)(a -»- 2rf)(« -H 8<Ì) (OH-  ftrf) 

et  pernatatioooiD  oumcruiD 

r' na  [r]  =a.  [1, -~  1}  =r  ~— ss:  1.2. 3 r,  integrai» 

to'f 


=  Ce ,  -  li. X^ (?)  =  (-1)^.  [-  i  ]". X-(9) 

esse  perspicies. 

Formulae  apUssimae,  qaaram  ope  valores    fnnctionis  X''((p) 
computari  queanl,  hoc  moio  ìnTeniuntar.DiffereotiaDdo  inrenis 

—  3(sin»'~*-'  9  .cos  f\  ss  (2r  -t-2)«in»'+»9. 3^  — <2r*+-l)sÌQ»'-9.  3j>j 

„.,    ,   ^  2.4.6.,..(2r)  [2,-23", 

quare  addilo  factore  '         >  ■  '       =  ^^-^ integra- 

J.  a.  / (Zr-i-  1)       i^g^  _  2^ 

tio  praebet  ralationcm  persimplifem 

X-^'  (^)  =  X'  (?)  —  tfizi^3    gj„,H-.  p  .  cos  9 , 

[3,  -  2] 
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qaa  usas  formulas  obtines  elegantìssìmas  seqnentcs  : 

X'(9)  =  (p  —  SÌQ  ^  .  CQS  9  , 

2 

A*(y)  =  f  —  sin  9.  cos  9  —  —  .  sin*  f  .eostp  ^ 

ó 

2 

X'(f  )  =  9  -^  sin  9  .  cos  9 5- .  sìn^  9  .  cos  9 

ó 

2.4 
—  ;~L  .  sin^  9  •  cos  9 , 

(*)  \  X4(9)  =  9  —  sip9,cos9 a  •  sin'  9 .  cos  9 

2.4  .  .  2.4.6     . 

~  —r  8in*9  .  cos 9 -^    ■  ■"■:'  .  fin?  9  .  oos  9  , 


X''f9)  ==  9  «^  sin  9  .  cos  9  —  —  .  sin^  9  .  cos  9 

2.4      ,,                              [2,-2]'      .       ^ 
r— ^  .  sin^  9 .  cos  9  —  .... ^ .  sin*'^*9,cos9, 

"^'^  [3,-2] 

quarum  adiumento  yalores  fanctionam  A'(9)  ,  X^(9)  ,  X^(9),  .... 
e  data  amplitudine  9  satis  conupode  compularì  et  in  taftidas 
redigi  possunt. 

E  formulis  bÌ3  perspicis  primo,  prò  quolìbet  indice  r  €$se 
functionem 

dummoda  n  sii  numerus  quilibet  integcr.  Praeterea  valent  for- 
mula > 
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X*{tp)  «  ? , 

1 

X«(9)  s=s  f  —  —  sia  2ip  , 

2  2. 1     sin  4a 

X»(9)  =f  — -^  sin  29  H- g-j  .  "2 —  » 

(2)  \    ,,,  .  3    .    „         3.2     sin  40       3.2.1     sin  69 

. ,,  ,  4    .    «         4.  3    sin  4^       4. 3. 2    sin  6^ 

X%)=  9  - -5-8.n29-h  5-g  . -^  -  5-^  . -y 

4.  3«  2»  1     sidSq 
^  5.6.7.8   '     4     ' 


et  caetera. 


n  n 


Si  in  formula  generali  (l*)-r-h9  et  -r*^?  loco  ampliladinis 

4  4 

f  samanior,  et  formulas  inde  ortas 

^    /  ^  \     /  ^       \        r  ^         r,(r  —  1)        !.. 

r(f  -  l)(r  ~  2)       1  .       r(r-l)(r-^2)(r-3)         j_  . 

"^  (M-l)(r+2)(r-H3)  '  jT  "*'  ''^■*•(^^-l)|r^-2)(r^-3Mr-^4)  '  4  '""*^ 

r(r-l)(r-2)(r-3Kr-4)  1  ^^^  ^^,^. 

O-   -4-    — .  Pt 

X'  (t  -  ?)=It  -  y)'-;:M°"'^-^M)(r.4-2)--2"°^ 


tum  additione  tam  subtractione  coniungis,  oriuntur 
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\  I         -I  3-3        1 


5-5     1 

—  W  •  W  .  -^ .  cos  10  9  H .... 

=  4- .  jr  -I-  S(  -  1)«  .  P-^-  eo»(4«  -  2)  y  ,  prò  a  >  0, 

(*)      I[*'(I-')-Kt-')] 

3       -2     1  4-4      1 

=  f  —  trj .  W  .  Y  sia  4  ?•  -f-  [r]  .  [r]  .  -^  .  sin  8  y 

6-6       1 

—  [r]  .  [r]  .  -r-.  sin  12  ©  -! 

0 

la      -»«  sin  4aa»  „ 

=  ^  -4-  S  (-!)«  [r]  .  fr]  .  -^^  ,  prò  «  >0  ; 

quibos  addimas  formoias  speciales  : 

^'  VT/""  T  ~  "2"  ~  3   "  2="        3.  5  ■  2'         3.  5.  7  *  24 

[2,  -  2]  '    £ 

t3,-23 
(5)'. 

,  /  «  \       ir        W  [ri   .    W  [r]       [r]  [r] 


.... 


*       —I 


lai-i     -(afilli) 

,    ,>   W  .  [r] 
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aae-1 


quaram  seconda  eo  usqne  continuanda  est,  ut  facultas  M=0 
fiat. 

Formulam  « 

Fri 
cos»'-  9  =  (1  —  sin*?)'-  =  S(  —  1)« .  ~  .  sin»«  9 

factore  df  maltiplicatam  integrando  obtines 

13    [r]    .,.  .       1.3.5     [r] 

r 

+_.... (_i)-.fiiz:^.x-(y)l  . 

[2,-2]  -* 


§3. 
Functio  y(f)  seriebus  infinUis  erpritnitur. 

Si  in  formula 

2    .  , 

X'-  (y)  =  9  —  sin  9 .  cos  9 ór  si»   9  cos  9 

[2,  —  2]      .       , 
— —  ^-^ 7=7  .  sin»'^'  9COS9 

[3,  -  21 

substituis  seriem  infinitam 

2    .  ,  2.4     .  . 

9  =  sin  9  .  cos  9  -H  -^  SII*   9  •  ^^^'^  "^"35  '  ^^^^  •COS9  4-  .  • . 

oritur  series  infinita 


(  573  ) 

r2,  —  21 

V{(p)  z=z  S^-^ — pr^  sin»'-'-»"*'  ycos  9 

sive 

^*K                L2,— 2J      .                    /.         2r4-2  .  , 
X'  (9)  =  ^— y  .  Sin»'*»  9.0089(1  -+-  ~ 5  sin'  9 

[3,-23  "^ 

(2r-4-2X2r-f4)  .  ,        (2r-f-2)(2r-+-4)(2r-4-6)  .  «    ^    \ 
^  Ì2r+3)(2,^)  ^^"^  ^  (2r-^K2r-H5)(2>H-7)'"^^^'  -*-"> 

«qoae  yalet,  si  ©  est  inter  Iimites  —  ir  ®^  "*"  IT  " 
Quia  porro 

sin*''  (p  =  sin*''  tp  cos  5?(1  —  sin'y)"    , 
cvolutio  potentiae 

(1  —  sin^f)"  * 
pradbct  serìein 

sin*'*  f  =  sin*'"  f  Gos  ^  +  —  sin**^*  9  cos  y 

-f-  ^— r  sin*''^*  9  cos  f  +  .  ,  .  , 
'qnae  addito  factore  df  integrata  erit  : 


\r(     _  [2,  —  2]/sin"-^'  <p       i^  sin*'^^  y       j^  sin*'-^5 y 
K2);  [1,-2?^^^^^"*"  ^  "2rT3  +  24  2r^5 


1.3.  5   sin?'^7  y 
FO   "2r 


.  •  •  •  1  • 


Ante  plures  annos  inveni  formalas   demonstratu  facillimas 
lias  generales  : 

JnnaU  di  Seienxe  Mot.  e  FU.  7.  //.  dicembre  1851.  36 
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^  (^,  U    II 

Ìg      ^ 
«    4- 
I  ; 

oc 

in  qaibus  G  est  combinationum  classis  giada  «^  admissis  qui* 

ba9can<{iie   repetitionibos  conflata  ex  elemeotis  sive  nnmaris 

serief  (^)  ^r*  ,  (r~l)%  (f  — 2)% {r  — ^^J  et  si- 

miles  formalas  geoerales,  quae  pari  modo  pertinent  ad  poteiH 
tiam  8iii*'^"«  f  • 

Adiumento  formulaa  prìmae  iam  inyenis  serìem  ; 

m*r  a  =s  S(— 1)«  I>]  2'«  e  9"^*'  , 
quae  integrata  fit  : 


/  f  \     i'.2'.3',...r*y    yv^'  ■,     y^^ 

V  2  /""         2         V(2r  -<-  1)*       J:, (^T^Tsl)"' 


l».2».3',...rV    fV+«  .      ^ 

(3)    \ 


(-  (2r  -H-  5)'      j;,  (3r  -f-  7)' 
Vix  monendain  est,  in  serie  hae  tigno  C  denotari  cotnbiMtio- 

{ri 

Q^m  olassem  gradm  a^  i^dmìssis  elementoram  repetitioniboa  in 
qnalibet  fprma  qnibi^seunqae ,  oonflatam  ex  elementia  acllae 
sire  serici  (r)  =  1*,  2*,  3*,  .  . ,  r*  . 

Quia  adhibita  elementoram  |3  -f- 1  scala  (/3)= 

\f',  {r-l)%  (r_a)», , . . .  (r  -  /3)»  }  est  prò  y  =  0 

-1)"  -~r^  =  s(-i)^  2««  e  im 


(  *'?5  ) 
saira  coaditione  0;+^  =  »)  ponendo 

è 

Ir  =  (2r)*  —  (2r)(2r-l)  =  2r , 


a^  «  44  C  ^  a'  C  C2r3  -+^  [2r]  , 


é»i 


3,  =s  S{— 1)^  -i'*  e  C2r]    éoùd.(a  +  fl  =  n) 


in*  >     o4         3   fjfi.         4     «t 


(5)  ;     siTe 

>     ^  ■       - 

Iterala  diflerèntiaiiooe  oritar  primo 
et  deinde 


(2r)*  cos*'-  f  —  2r(2r— l).cos»'->  9  es  S(— 1)«  a^  -7^^^,  , 


a+i   fflStt 

qnare  emergit  refatio  per  simplex 


(6)    ,  «,  =  (2r)'  «,  -  2r(2r-l)  a^. , 

n 

qaae  adiuvante  calcai as  nunieronim  absolutoram  a^.  est  facil- 
limas.  His  praemissis  illieo  orìtor  serìes 


(576) 

,  /R  \       n  2.4.6.  .  .(2r)     /      •   p» 

MT  -  '';  "=  y  -  1.  3.  5. . .  .(2r-l)  V^-"' 3^ 

(7) 

**r  t ,    -~*  «y.   —  -i-  Op  g,  -1-  .  ,   .    .  I 

qua  atimur,  si  arcus  f  est  cxigQus,  ideoquc  arcus  -^ f  ad 

pircnli  qaadranlem  prope  accedìt,  dummodo  memineris  esse 

J1.3.  5. .  .  (2r  —  IvFTT       .   /7r  vT 

CCS»- y  39=     2.4.6...(2r)lT-^lT  "  ^)]  ' 


/l 


3i  duce  formula   (6)    computum    quaulìtatum  a^  incipere  vis» 
non  negliges,  esse 

In  usum  vocabis  et  seriem  hanc 

^  .       -  2.  4.  6 (2r)    r-  . 

Guitts  terminum  gencralem  paullum  complicatum  et  parum  uti- 
lem  hoc  loco  supprimimus. 


(  577  ) 

ÀDNOTATIONES  F.  STADER 

ad  prinam  seetionem. 


fiale  sectioniy  quae  quam  ad  cyclicsls  fanctiones  pertin^at^ 
dò  hyperbolicis  fanctioiiibus  id  ,  qaod  ad  piade  intelllgendaid 
liane  auctoris  disputationem  ^ufficiai ,  hoe  loeo  annectere  tc- 
lim.  Permuitis^  qaae  alias  io  ealculo  integrali  inyeniebantar  , 
ineommodis  orìginem  debent.  Sunt  enim  integralia  ejclicìs  fan- 
etionibas  expressa,  in  quìbus  j  qaamyis  ipsa  sint  realia ,  fan^ 
ctioncs  tamen^  qaae  iis  eontinentar  ,  saepe  numero  quibusdam 
quantitatibus  imaginarìae  reddantor.  Quod  qaidem  eiasmodi  in- 
tegrale alio  tempore  ita  transformari  solebat,  ut  loco  cyclica- 
ram  contineret  fanctiones  logarùhmicas.  Quo  factum  est,  ut  in 
reali  quidem,  sed  piane  fere  et  omnino  minns  commoda,  quam 
quae  desìderaretur^  forma  apparerei.  Permitteretur  tamen  ne- 
cesse  erat,  quippe  quae  sola  ad  usum  apla  fuisset.  Sed  studio 
illa  impedimenta  auferendi  et  analjseos  facilitatem  bic  servandi 
auctor  doctissimus  in  quarundam  incidit  sententiam  functio- 
num,  quae  vulgaribus  logaritbmicis  neglectis  etiam  tunc  adbi- 
beri  possint,  quum  circuii  functiones  usum  ncgent;  quas  qui- 
dem  eyclicì»  oppositas  functiones  nominavit  hyperbolicas.  Haec 
nominatio  originem  ducit  ex  aequilatera  byperbola,  quae  intef 
byperbolas  fere  idem  valet ,  quod  circulus  intef  ellipses.  — 
Sed  ,  ut  accurate  describam  functiones  byperbolicas ,  quippe 
quae  circuii  functionum  band  fere  impares  sint  origine,  immo 
Tero  utrasque  uno  coque  potefUialium  functionum  genere  con- 
tineri  pateat,  piane  novas  eas  esse  vix  dicendum  est.  Quibus 
quidem  adhibilis  non  solum  impedimenta  illa,  quae  commemo- 
ravi, ex  ealculo  integrali  omnino  sublata  esse  ,  verum  etiam 
summam  iis  in  analysin  introductis  novarum  arithmeticarnm 
expressionum  varietatem  praeberi,  facile  tibi  persuasum  erit. 
Nec  igitur  ob  eam  causam,  ut  locum  teneant  in  analysi ,  quin 
eodem  iure  nisi  maiore,  quam  cyclicae  fanctiones,  mereantur, 
quisquam  erit,  qui  dubitet. 


(5T8) 
Modas  ratiocinandi^  qaem  ad  hyperbolicas  fanctiones  adhi* 
beamas  necesse  €*!,  QiikDÌBi»d#  oun  ao  oomparanda  est ,  quo 
in  cjclicis  fanctionibivi  i;i^|imr«  Qu(U«  ^i  vocabula  technica  et 
sìgna  nbìque  ad  earain'siiniIitadÌDeiD  reddita  sunt,  ita  ut  me* 
morìa  hac  re  band  param  iuvefar.  Ut  igitar  cjclìcaè  fanctio- 

W»  «W  ff  ^  W«  ^  i  tawg  f  ,  cut  a;  *tl?,  sqribmftWi  ÌVl  lyW^o- 
|Ì(^  f^9Qti(mes  ^signuiitw  f/^r  iifì;;^^  Qq^q:  ^  ^nog  ^  t  Qot^ 

fit(.  ^^4  Kio»  %A  ì%^\m^  q«wi  I|M  m^i%  KQfPogwMP»  w^M 

^i§B9Ntll%  f«iP4  Qlfiqae  lancAioMni  gwm  pr^riam  Mt,  ìmr 
4i<^rì  ppp#U  j  qvMVi.  ob  rem  fieixMvteae  »dhi|)f«niar  Ultoiar 

fvMÉioiies  per  fian|iqlaa  s 


(*> 


008  jr» 

e*  -4-  «"^          -       a?*       re*      ar^ 

9   m    -  ■     ..'.  ...   ans  X  «^  ---* «Hr         !■    — -* 

2              ^^a*      4'       ft' 

sr^» 

-*T  •'«=??*  ^    « 

$ÌA4?  = 

f  —  r*               «*       «*       «!» 

f 

"T~   ••••  =  »5   ":r r^ 

(2ai  -iH  ir 

^Dga;s 

Qot«  191! 

Go9  X           e'  +  «-* 

1     '«4""'   'i'  «W    '•-'*"■■■-*> 

gip  o:           e*  —  er^ 

.jffi  qoilMm  €i  4^\gWtt  bMÙi  vatqraliiim  lo^^arithoionHn  system 
IP^U  piFtvriw.  $aqiqif^e  signw^^  S»  qqo4  Qii^  ip  dJspjitatiom 
ftiiepiqs  ^4hìb^tqr9  S<  qnp^l  gwer^H  seifiei  pwhro  praepmtuni 


^  r      ■  I  I  »  I        yr^"^^  ^      ■  ■  1 1  f        «t  '  i  ■  ■  -  "i       y  i   i    i  - 1  .■  ii  i    i       !»■■»» 


(*)  F«v  naggiev  eomnod»  aHe  lettere  Germaniche  sono  state  so- 
ithnilA  1a  soia  «ujoioole  ìaiaiaK  cleamlf  <U1  carattere  ingteaa     B.  T. 


ad  nameros  qaosdam  illias  membri  iategros  variabiles  ct^^jf^i 
eie.  iiilenkiifr  c«rtb  cmdiiioiiibtis  ictlmtos  fmetàuif  £icito  per- 
spicitur. 

.  Ex  fandameotalibas  ilIÌ6  formalù  seqnniitar 

Se*  =  €Jo8  a:  H-  Sin  X  j    r*  =  ©os  x  —  Sin  «  ; 

1  1 

1  — .Gilngr'ir's±:s-T-?    Bùfdl^'^1 


lAh'  • 


eos*»  '  Sin*  X  ' 

porro 

Sin( — x)  =  —  Sin  X ,    Saog( — x)  = —  6ang  x  , 


Ì8in(—  a?)  = 


(3)     .     _  _ 

Gos  jc,    Got( —  jr)  =1  —  Got  X  j 

qaìbus  nexus  inter  quatnor  hyperbolicas  fanctiones*  zaffar  per- 
spicaas  est.  Pn^  a;  ss  ft  eyadant  singalares  valoiea,  : 

1 

(4)    eo80=l,  SinO=0,  5angO=0,  eotO=-^  . 

Relationes  intev  ha&  potentialas  Canctione»-  earonqne  argii- 
menta  si  inversae  cogitantar,  haec  qnantitas  x  arcus  dltae  fon- 
ctionis*  WMOor.  Triid  ìdir«i«}o  9oi0m  modlD^  qpii  tfterìs  ad  cy- 
clicas  fadctioDeSy  exprìmitar.  Scilicet  : 

s!     Sino»  =  Zi^y    est    x  szs-tHorc  Sin  (;s)  j 
»    Qosx:=^Xy    est    a;  xs  Jbro. Gos  (x) , 

(5)  : 

si    Cang  ar=  Zy    est    op  =  Jle>rc  Sang  (z)    et 


si^    Cdt^  a;  as9  j» ,,    é»ti    ^'d=^efeW®Olt<z)^ 


io*  «raoilwB  eKlo08(i0iAiis:oDmpRitaiié9saptae  sm*»  ampres- 
iiows  finifM: 


i;£ 


(  5^) 


«fere  eo8(«)  =Iog(z-+i^(2*--l))«—  ìof(x-\^{z'—i)y 

(6)1  c«,rc  §iii(z)  =  log(|/-(z*-4-l)+«)=  —  log(l/^(*'-l-l)— z)^ 

c«,rc  &iDg  (z)  =  —  log  j— ^  =  log  y    j— ^  . 
In  formalis  (1)  si  ponitar  x\/~ — 1  vel  xi  prò  x,  fiant= 

Gos  (X.) = -:t_  =  s(-i)-  _. , 

8ìn(xi)='— ^  =  tS(-l)< 


(2a-hl)  ^ 
et  qaoniam 


V =  cos  X  et  — rr-: 

2  2t 


=  sinjp^ 


est  igitur 

Gos  (art)  =  cos  0? ,  Sia  (xt)  =  t  sia  x  y 
Saog  (xi)  =  f  taag  x  ^  €^ot  (xt)  =  —  i  cot  x  ,. 
(7)    ]  et  vice  versa 

cos  {xi)  =  Gos  X  j  sia  {xi)  =  t  Sio  x  ^ 
taog(xt)  =  ì  Saog  X ,  cot  {xi)  =  —  t  Got  x  . 

Quibus  qaidem  formalis  eadem  atramque  poteotialiam  fooctio- 
auoi  geous  esse  stirpe  dilacide  apparet.  Gyclicae  fanctioaes  , 
qaae  etiam  ad  aoalylicam  geometriam  pertiaeat,  qaam  siat  loo- 
ge  aotissimae,  solae  relatiooes  iater  byperbolicas  Tarioram  ap- 
coam  faoctioaes  bic  compooeodae  saat  Simplicissimae  saat 
bae  : 


(8)      1 


(  581  ) 
Sin  {a -t- b)  =s  $ìn  a  Gos  b  -l-Cos  a  Sin  b  ,• 

Cos  {a-^b)  =  Gos  a  Gos  b  +  Sin  a  Sin  b  , 
Sin  (a  —  i)  =  Sin  a  Gos  b  — Gos  a  Sin  i  ^ 
Gos  (a  —  b)  =  Gos  a  Gos  l  —  Sin  a  Sin  b  ,. 

gang  g-f- gang  & 
^•"8<*-^*)=l  +  GangaCang6    ' 

gang  a  —  gang  i 
5ang(«-  b)  =  ^— ^-_^-— ^  , 

e  qoibus  protinos  proficiscantur  : 

Sin  2a  =  2  Sin  a  Gos  a , 

o     a        o  o»     L   «•  »         1  -4-  gang'g 
(9)    V    Gos  2«=  Gos  o-f-  Sin  a  =  .  -_  — — j-  r 

2  gang  a 
^»"«  ^*  =  1  -H  Sang-a  ' 

Praeterea  habebìs  fòrmalas  bas  : 

eos2a-Hl=2eos^a,  Gos  2a  —  1  =  2  Sin'a  , 

Sin  a  Gos  a  —  1 


^        a      I  /"Gosa—  1 


^mmmmr 


(10)  f         "2      r      Gos  o  +  1       Gos  «  -♦- 1         Sin  a 

Got  -^ Eang  —  =  . — ,  Got  —  •+-  Bang  —  =2Gota. 

Peritissimas  quìsqne  namerum  haram  formularuin  facile  aa- 
gebit  simal<pie,  qna  potìssimom  re  hae  formalae  et  illae>  qaae 
ad  cjclicas  referunlur  functioDcs,  inter  se  differani,  statini  di- 
iadicabit. 

Addimns  singulares  valòres 

(     Gos  1  =  1,  54308  0&348  15243  77847  79053  .... 
(11)^ 

(    Sin  1  =  1,  17520  11936  43801  45688  23812  .... 

Porro  inyeniantur  formulae  : 


tm) 


Gos 


(12> 


I 

V  *  ¥  *)  ~  —  •^^««i^ 


Cosfa  db  "a  ^  •  j  ==?=  »  Sia  a  , 
Sin  t«  =fc  —  i  js=5:±ì6o8^ay 

€Jo8  (a  =fc  Tri)  =  —  Gos  a  , 
€^s  (a  ±  27r  t)  s=r  Gos  a  , 


Si«  (tr  2t:R'  t)=:^ —  Sia  a  , 
Sin  (a  ±  2;ri)  «%  Sin  a  . 
Itaqae,  si  n  nameras  integ^f  est,  fi«nt  generales   formalae  : 


m 


Gos(a  db  2n  TI  f  )  =  Gos  a  , 
)ÌQ  (a  db  2n  ;r  t)  =  Sin  a . 


KjprboUcag  igjUiF  fimcJioMs.  ima^ifiar»?  puMtietie  muày  quia 
arcnbus  qaantitatc  27riirauctis  aat  dTminatis  yalores  caram 
legitime  r«deant.  CoiUra  cyclicis  f anctioDibas,  quod  ad  ima|ÌBa- 
riós-arctts  pertmet,  ilta  proprietà»  deest.  Prteterea  Talent  for- 
mulae 


(14). 


6iiDg.(«c:fc(2»i  -^  4)  —  t  j»=9.^iit^«K 


Sang  {adtznn  i)  =  Sang  a  . 

Cam  qaalibet  igitar  fonctione  hyperbolica  ionamerabiles  con- 
iancti  sub!  arcHS  ,  qui-  mnktpto  quantilatrs  S&rr  mier  S9  diffc- 
rDDt,  ajMid  tangentes  etcotangeotoa  baac  4iffere«itia.omiiiiio  cfst 
mùTtipram  qaantitatis  n  % . 


nnffimnU  ni  ì^^  nflturft  qqntaor  CancUwiiiBt  hjperlM)IÌQ«r«Bi 
in^Mìgi^iPPi  T«m  9d  diS^rmUalia  e^i,  iisqae  pendentìa  iotefrar 
h^  nif^  ^9li¥^aiP-  Ut  nk^\m  Qeiwtnr,  qail>g»  pottsaimim  ver 
ì^9^  4i^t^nt  ì^^e»  a^  djH^iieqtìalici  «t,  ìntogratia  alteri^tri  fuoei»^ 
generi  ppppiì^y  ^  >P^U  6«  p^anlw. 

3  Sin  X  =  Cos  ^  do;  9  d  sia  a?  ;=;:  cqs  2:  dx  , 

9  @oa  01  xs  8)b  £9  Bjp  ,  d  oos  a?  zxB  —  sin  o?^  dar , 


3  Gotx=  — (Cot*x— 1)  3a:,  3  cot  a?  =  —  (l4-cot'a?)  3^. 


NataraliiiHi  logarìtiiiMOVOip,  qui  aé  eaa  peptipent,  differenlialia 
Don  minns  simplicia  sani: 

3 1^  6oa  X  s=:  Sang  xdx^  3  log  cos  x  =?  — ^ta^g  ^  d^y 
3  log  Sin  X  =  Qot  a;  3j;  ^    3  log  sìd  x  =  cot  a;  3x  , 

/ifi\  /  2  3a;  2  3x 

(16)  ^  3  log  C«,g  *  =  ^^-^  ,     3  log  tang  x  =  -j^  -   , 

/  ;r        a:  \         3a? 
et        81ogtang(-^  +  -)  =  ^-^. 

Prianariae  integr€iium  fonnulae  annt  hae  : 
J      _    a   =  (A»rc  fcang(z)-+-C;  J  -r j-  =  are  lang(i)-+-Cj 


o       "  "^  o 


^M.x,    ^_-i  5=  Jlrc  €^a&(z)  -MJ  i  I  -. =^  =  are  cot(z)  ■+•  C. 


u 


(  584  ) 
Qoaram  qnidem  qaataor  priore»,  praesertim  qaom  hjperboii- 
caram  faDCtionom  (heorìa  nondom  exculta  faisset ,  io  calcalo 
integrali  adheri  adhac  non  solebant;  sed,  ut  iam  commemora- 
ci, ad  fanctiones,  quas  dicont ,  logarìtmica^  confageretar  De- 
cesse eraty  quamvis  nanqaam  tam  apta,  qnam  quae  desider^- 
retur,  inlegraliam  forma  appareret.  Nane  aatem  vel  Simplicio- 
sima  ratìone,  dummodo  hyperbolicaram  functionam  aatara  ini- 
tiatns  sis,  omnia  illa  inlegralia  inyenies  ,  et  qaaecamqae  am- 
bages  in  computando  libi  ac  morae  occurrerant,  naate  prorsas 
-vitabis.  Itaqae  non  solnm  artis  ,  veram  etiam ,  qaae  in  temef 
ipsuni  redandat,  utilittftis  gratia  haec  hjperbolicaram  fonctio- 
nam  theorìa  qain  sammam  mereatnr  atteationem,  omnino  noa 
dabitaverìm. 

Etiam  serìes  ,  qaibus  arcas  ex  potentialibos   fanclionibtt 
datis  computentar,  adsunt  hae  : 

■^■^    ■  T      •     •     •    *  ■    O 


»'        e*        t)7        t)9  e.****' 

«^rc  &ang(v)  =»-+--v  •+--?--•--=-"'"  "o""'"  ••••==  », 


a        5         7         9  2a-i-l  ' 

.      o.  ,  V  -^  >        11  1-3    1        i.3.5    1 

1\ 


-  -t- .  .  .  .  =Iog(2r)-S(-l)«     -^   -^  prò  «>a, 
.      ^     ,  .       .      ,c.  .       11        1-3    1         1.3.5     1 

OC 

1  \'^ 


i-n(w 


—  ....  =slog(2v)  —  S   — *  — - —    prò  a>0. 


(  585  ) 
Complures  alias  series,  ad  qnas  hoc  loco  rcfereadas  non  salis 
«patii  relinqaitur,  omiltamus  necesse  est. 


Sed  aliae  snnt  functiones,  quarum  ope  ab  byperbolicis  fun- 
iCtionibus  ad  cyclicas  et  vice  versa  transire  possìs.  Cogitar!  qui* 
jàem  einsmodi  transitum  omnino  posse  iam  ex  eo  videtur,  qnod 
et  hyperbolica  tangens  et  cyclicus  sinus  eodem  modo  crescunt 
jet  decrescanti  et  qnod  earam  valores  Inter  eosdem  limites  — 1 
et  -H  1  continentur.  Solum  discrimen  in  eo  positum  est  ,  ut 
9Hrcu8  illius  tangentis  a  fine  0  nsque  in  infinitum  crescat,  dum 

arcus  cyclici  sinus  tantummodo  a  fine  0  usque  ad   -    créscit. 

Prouma  igitnr  adest  aequatio  Sang  x  =  sin  y,  atque  inde  re-* 
lationes  sequentes  oriuntur  : 

sin  y  =  Sang  x , 

1 

(1)    (     Go9  X  = ■  ,         et        cos  y  =  ^ , 

>  '     1  cos  V  ©OS  X 

tang  j^  =  Sin  0? , 

.  qnibus  omnibus  idem  Inter  utrumque  arcum  nexus  cxprimitur. 
Qanm  pnmerì  a;  et  y  ita  inter  se  cohaereant,  ut  unus  ex  al- 
tero computari  possiti  x  functio  numeri  y  et  vice  versa  y  fun- 
atio  numeri  x  apparet.  Quas  relationes  auctor  per  literas  in- 
ceptivas  (*)  ^  et  /  vocabuli  Germanici  «  -Polngn  »  (longitù- 
dine )  et  latini  vocabuli  «  longltndo  »  significavit,  functio- 
lies  autem  ipsas  :  functionem  langittidincdem  hyperbolicam  et  fun- 
ptianem  langitudinàlem  cycUcam  nominavit.  Et  quidem  est 

(2)         I        a;  =  ^y        et        y=tZx. 

Hac  designandi  ralione  adhibìta  priores  formulae  sic  exhiben* 
tur  ; 


Sin  2;  = 

=  tang  y  , 

Go^  X  • 

1 

cos  y 

Sang  X 

=  siny, 

^* 


O  Qui  egualmente  sostituiamo  la  maj ascola  -P    inglese  alla  ger< 
manica.  B.  T, 


(  686) 
Sin  f  1=  tang  ftp    ,        sin  9  =  Sang  .Pjf  , 

©08  y  =  ; —      ,  COS  9  = 


(3) 


006lf  ^       Qoii^f  ' 

gang  f=  sin  2  9    ,        tang  9  =;  Sin  kP  9  j 


sin  ?  y    '  '^       Sin^y  ' 

Si  logftritlum  »  obicamqQe  tdbibtaiuif ,  p«r  praetyllabAin  li% 
desi  gnan ter,  fanctiones  JP(p  et  ip  cam  log  permisceri  non  pos- 
stmt.  Quam,  quòd  ad  tiypòf bolicàs  f imctiones  designandas  per- 
tinet  y  res  confessa  sii ,  earom  charaoteres  distioolioDis  caosà 
litterìs  scrìbantnr  yernacalis  nostrìs  necesse  esse  ^  pari  mòdo 
signnm  functionis  longitudinaUs  hyperbolicae  propter  analogiam 
e  nostris  iilteris  samtam  est  retinendtidl. 

Facile  pers^citur,  ambarnm  functionuln  vim  ad  aliqadd  ar- 
gumentnm  ita  còmparatàm  esse,  ut  extingaatur ,  thi  primilftì 
illae  concorrunt.  Itaqae  semper  est  : 

(*)  ^Z9  =  i^9  =  f. 

Characteres  ^  et  I  etiani  signa  rei  potids  praecepta  aliquamm 
ratiocinationam  haberi  posano t)  qoarani  ope  e  dato  arca  fin* 
veniantnr  arcas  JPf  et  If*  Sdlicet  slgno  «P  f  amplifioaiio  et 
signo  I9  diminutio  arcos  9  praeoipitori  ita  ut  sit 

(5)  ^9>f>l?. 
Facile  invenles  esse 

(6)  ^(-9)  =*»  -  ^9  ,  l(^)  =  -  i9, 

nnde  pefspid^  j  tentata  positiTdrtini  àfcùnm  liattieros  lòùgltti- 
dinales  esse  compntandos.  Si  porro  in  fonnalis  Sin  9  =  ishgbp 
el  «n  9  BB  Sang  ^  9  ponis  91  loeo  9;  stmniqne  recordaris  esse 
Sio(9t)  z=  >  sin  9  =2±:  iSang  ^  9=  tang  i  JPf  et  »in(9t)d>=  i  $inf 
=  i  tang 2  9 ft=  Sang ilf^  nabebis  relationes  : 


(  B«7  ) 
Adsant  finitae  harom  faactionaa  expressiones  seqoentes  : 


«   '  logt/'t:^  =  log  1±^  =  log  -^ 

-^^7       »»g  1^     4_g.  log     ^  g  j-jj 


COS  (p 

■sino  ~     COS  ^  "  1 — stno 


1+  Ung  I 

(8)1  "'*"*;; — 7 

sed  simpUcissimi  est  baet: 


(9) 


^?±=logtang(|--h^9), 
ex  qua  facilitile  derifantur 

_  t  9  3=  are  tang(«?')  —  -j^  , 

—l(pt=z^  —  are  tang  (ef  )  , 

{ 9  =  are  tang  (et)  —  are  tang  (er?) , 

quanim  tertia  est  gravissima,  praesertim  qaattt  are  tang  (er?) 
in  serie  ^adam  oelerrime  eenrergente  eyolfi  queat.  Nempe 
est 

arct«ng(rf)=i^-^4--g^'--^+.^  -^-.... 

Series  prò  ipsìs  fonctiooibos  longitadiiialibus  evolutae  snnt 
hae 


(  588  ) 
1  .  «        l  1  1  1 


/_/   — iL__     __  _ 


5.e5f      V-e??"       9.e9? 

1  11111 

— ^9  =  tang  — 9  4- —  lang»  g- 9 -H  y  tangs  —  9 -4-... 

I  «  „       ,.„,.^ 1  tang^y      1.3  tangSy      1.3.5  Ung?9 

1  111 

^--I^P  =  sin?» 3  *•»  39H-  -g-  sin  5p —  ysin  7p  H .... 

1  11111 

(10)  (y  ^  ? = S«ng  Y  ^  ~  T  ^'°^  T'^  y^*"»* Y  ^"" 

1  ^ang'f     1.3  Sang^o     1.3.5  Sangue 


1  111 

—i  y  =§109 —  —  SìdS^h-  -^-SinSf =-  Sin  7f  H 


V\2  ^/       *  tanno      2      2  2.4      4 


k(T-^H«;nr;-T 


taogf      2      2  2.4      4 

1    sin'^      1.2  sia4  ^ 


9        2       2       2.4      4 

V 

4^?=?+!^  +  5  ^  61  ^  -1- 1385  ^50521  ?^*. 


(11)  \l<p  =9=  ^  H-  5  |Ì  -61  ?L  +  1385  ?i  -5052l|i;-+.., 
V\2        ?T^'"»  p        3  2"        15  2M' 


(  589  ) 

,<.r    2-)=logj-^  -  log  3— H-logg—  -  log  ^^ 

Ci     M^    t     2a-Hl  -4-© 
-S(-l)Mog^^-^3_-^. 

<i2)  :  „   ■      « 

I 

—are  tang^y)  ......  =^  S(— 1)«,  are  tang^^^^^-j-)  .. 

formuli^  (3)  addendae  sunt  bae 

^"' *  ?  =  FÓS^)  *      ''"^^=  k-(eo8^?)  ' 

^  Sang  lf  =  tanghi  f,  tang y  =  Sang  | -(^9  , 

qaapropter  sin  1^  =  tang  I  22fi  et  Sin  JPf  =Sang  ^^  2^ , 

„.    „  2  sin/o  .    „  2  Sin  ^9 

'^         cos  Ì9  eoa  jP  9 

-     ,,      .,      co8(lto-itó)         ^.      ,.     eos(iJ^a— l^ó) 
^^^  ^  <*^J==  K^^i^sT*)'  ~^  ^  ^''-^^17)008.^  .  Gos^T)  ' 

(14)  ^8i„  i  (^,  =  '>!Ai?±i4;,  sin  1  (a+^)=?^<.«  J:tl4?  . 
Gang  J(^i5)=!!=lÌÌ^ltifÌ),  ung  l(«^.^)=§MXfJ±±£i!  . 

Sed  binomii  functioncs  longitadinales  et  eyelicae  et  byperbo- 
Jicac  exbibentur  bis  formalis  perqaam  eleganlissìmis  : 
JnnaU  di  Sciente  Mat.  e  Fi$.  T.  II.  deeembre  ISSI.  37 


(  590  ) 

(sin  a  \        „         ,  /sio  b  \ 


skkb 


(sin  a  \       ^  .   /  SHi  0  \ 

^^^^  l  /Sin  a  \  ^ .       /Sia  «  v 

/Sin  a  \  ,       /Sin  *  \ 

|{a  -  A)  =^  are  tang  (g^J  ^  «e  Umg  (^  i 

/smiix  ,       /Sn*v 

j^(a+W):^^arcrip(g^)^»arcUng(^  , 


(16) 


,  /  sin  a\      .  ^     ^      /Sin  i\ 
^(a-A.)  =  ^arcsin(^-,^rctang(— )  , 

/Sin  o\     .  -,         .  /sio  *  \ 

/Sin  a\        ^  /  sin  i  \ 

i(«  _  A.)  =  are  H^H  <_«rc  an(^  . 

Faeile  derirantor  et  hae  : 

^(9»d;«jr)  =  (— l)"  J^<f  dzmni; 

{11)1    <(«-^9)=-<.?*«''5-t<"-»)==<.?-"*^ 

Et  pafiter  erues; 

1(9  drm  m)  =  (— 1)«  Z  p  :*:  •»  rr , 

?(?>  -4-  71  f )  =  —  Z  9  -f-  yr , 
(18)5 


(  591  ) 
Tandem  reliquam  est  »  ut  haram  fanctionum  longUudina- 
liam,  qaae  prò  calculo  integrali  vel  gravissima  evaserant  dif- 
ferentialia  et  integralia  hoc  loco  afferar.  Sunt  quidem 

(19)  aPy  =  ^  et         dlf=;^   ; 

ideoque 

Non  praetermittendum  puto,  cuiits  potissimum  rei  summa  ha- 
ram formularum  admoneam  simplicitate  atque  elegantia^  quia 
consilium  in  sablimiorìbus  matheseos  partibus  ut  cycTicis,  ila 
hjpèrboiicis  functionibus  atendi  capiatur  uecesse  esse  denuo 
affirmem.  Nimirum  quispiam  mihi  dicendo  occurrere  possit , 
totam  potentìalium  fanctionam  theoriam  haud  magna  esse  posse 
utilitate,  nisi  valores  earum  antea  in  tabulas  redactos  faisse. 
Sed  magno  cam  sudore  buie  necessitali  subvenit.  Namque  o- 
mninm  circuii  arcuum  numeros  longitudinales  réspectu  non 
solam  vulgaris^  sed  etiam  reoentioris  circuii  divisionis  compu- 
tatos  in  tabulam  redegité  Praeterea  etiam  logarithmos  hy^er- 
bolicarum  fanctionum^  quarum  arcus  =  2  et  maìor  quam  2 
est,  computavit,  Quamvis  valores  hyperbolicarum  functioaum , 
quarum  arcus  inter  fines  0  et  2  coatinetur  ,  nondam  compu- 
tati sint^  longitudinalium  tamen  numerorum  tabula  usus  etiam 
has  functiones  facile,  quotiescunque  vis,  invenire  poteris.  Daae 
tabulae^  quas  vere  pariter  ac  vulgares  tabulas  ad  conferendos 
cycUcarnm  fonctionum  logaritbmos  quisqae  in  manibus  habeat 
Decesse  est ,  inveniuntar  in  auctoris  tbeoria  functiouum  po« 
tentialium  seu  cyclicarum  et  hyperbolicarum  (a  G.  Reimer  ty- 
pis  exscripta  editaqus  Berolini  1833). 

Singulari  denique  ex  parte^  ut  potentìalium  functionun) 
gravitatem  laudemus,  id  potissimum  praedicare  velimus,  quod 
Cardani  formula^  quae  nos  sacpennmero  in  dnbìo  relinquit,  nano 
omnino  reddita  est  supervacua,  propterea  quod  ,  quaecamque 
ad  cobicas  aequationes  solvendas  referuntur  quaestiones ,  iliia 
functionibus  adhibìtis  summa  subtilitate  ac  facilitate  ei^licari 
queunt.  — 


(  592  ) 


•K        ' 


FORMULE   PEL  CANGIAMENTO^  CHE  NELLE  DIMENSIONI 
MATERIALI  AVVIENE,  CANGIANDO  LA  TEMPERATURA; 
ED  APPLICAZIONI  DELLE  MEDESIME. 

NOTA 
DEL  PROV.  PAOLO    TOLPICCLLI 

{Continuasiùne  V.  pag.  423.) 

/  ^^^ 

§■7. 

Passiamo  a  determinare  la  generale  dipendenza  fra  tre  coefr 
Scienti ,  uno  X  della  dilatazione  assoluta  di  nn  liquido  ,  gli 
altri  dne  7,  7'  della  dilatazione  cubica  di  due  diversi  solidi  ^ 
e  di  questi  uno  faccia  da  recipiente.  Sicno  alla  temperatura  t^ 
rispettivamente  t?^  »  ti^  »  tr^  i  volumi  del  recipiente,  del  liquido, 
e  del  solido  immersovi;  saranno  pi»  ,  11/' ,  w^f  i  voipmi  stessi 
flh  temperatura  i^ }  ed  avremo  evidentemente 


Vfi  =5:  Ui,  rh  Wi 


t  • 


Inoltre  sienp  G^ ,  G'e  le  gravità  specifiche,  alla  temperatura  f^ 
del  liquido,  e  del  solido  immersovi;  saranno  6^' ,  GV  le  gravità 
specìfiche  medesime,  alla  temperatura  t\  Quindi  se  p^ ,  P  es- 
primano i  pesi,  uno  del  liquido  contenuto  nel  recipiente  alla 
temperatura  r,  Taltro  del  solido  immerso  nel  medesimo;  es- 
primerà ptt  il  peso  dello  stesso  liquido,  restato  nel  recipiente 
alla  temperatura  t' ,  mentre  II  esprimerà  il  peso  di  quello  da 
esso  escito  per  Taumento  ^  —  t  ài  temperatura  ;  e  mediante 
la  terza  delle  (a^)  avremo 

^"-VGT^Q^ArTvJ' 

Inoltre  sarà 

G,  :  G,  =u,  :«,  (t±^)  ,       GV  :G\  =  «,:«,,  {\^); 


7 

qaindi,  poiché-  p,  —  Il  esprime  il  peso  del  liquido  restato  ne| 
recipiente,  alla  temperatura  r*;  cosi  avremo 


(  593  ) 

H  -^rzil-  0>^-n)(i.-^xo 

G,.  G,(l-HXt)        * 

I 

_  p      p(i-ì-yo 

donqde 

Eguagliando  fra  loro  i  dae  troyati  valori  di  v^i ,  aTremo  laf 
èercata  generale  dipendenza 

/f ,       P  W  1  H-  Yf'  V      (jp,  -  Ìl)(l -4- XÓ       P(Ì4-yV) 
\G,      G', A  1  -h 7»  /"^       G,(l  -^It)  G'.(l  ^  y»)  ' 

elle  dopo  le  opportdae  rìdazìoni  diviene 

G',  t{\  -H  X<')(1 4-  yt)(l  -H-  7'<)  = 

=  EG',  p,(X  -  7)(1  -^  it)  H-  PG,(7'— y)(l-hXt)l{t'-<),^ 

'  '9'  ^  0  più  semplicemente,  facendo  f  =0  ,  e  sostituendo  i 
alla  (*,  sarà 

G'„n  (1  +  X<)  =  [G'„>,  (X  -7)  -t-  PG„  (/  -  7)1< . 

r 

Ora  pongasi  P  =  0,  cioè  non  ri  sia  nel  mercurio  tflcun  soir-' 
do;  si  otterranno  dalle  (a^^  le 

'    K) 

^  n(t -f- x<)  ^^«(X  —  7)«  .■ 

.■  •    ,     'i 
•  .  ■        » 

Per  le  (a^g) ,  (03^),  dato  ano  qualunque  dei  coefficienti  7,  X,  8t 
determina  facilmente  Taltro  dei  medesimi;  la  seconda  però  delle 
(«30)9  è  la  più  acconcia  per  siffatte  determinazioni,  dalla  quale 
abbiamo  le 


(  594  ) 
Le  (^^Bi))  che  discendono  ambedue  per  corollario  dalle  (a^g)? 
servono  assai -nella  fisica,  per  determinare  i  coefficienti  della 
dilatazione  cubica,  sia  dei  solidi  che  si  possono  foggiare  in  re- 
cipienti, sia  dei  liquidi;  ed  ì  signori  DuJong  e  Petite  Despretz, 
Budberg;  Magnus,  e  Begnault,  con  la  prima  deHe  (031),  hanno 
determinato  i  coefficienti  della  dilatazione  cubica  pei  diversi 
vetri. 

Dalh  seconda  delle  (a^)  abbiamo 

n 

(033)  {  9  da  questa,  mediante  la  (azs),  arrenKT  ■ 

n 


A{Po~U)—ny 


Formale  ambedue  che  servono  pel  termometro  a  venamento, 
detto  anche  a  peso.  Facendo  t=iOO°,  dovremo  porre  U.^=It} 
quindi  le  (03.),  elimiaaoèo  dalla  prima  X  —  y,  e  daUa  secon- 
da A  ,  si  ridurranno  alle 


_  100  n 


<«33) 


100  X  (n' —  n)  4- n'  ' 
100  n  (p. — n') 


■paMMaMWMW*— wMWM** 


n'(p,—  n)-^  100 Po 7  (n'  —  n)  ' 

Nella  seconda,  tanto  delie  (a^^  quanto  delle  («33)9  trascurando 
il  termine  affetto  dal  coefficiente  7,  perchè  sempre  piccolissimo 
riesce  il  coefficiente  della  cUlfttftzÌQ|ie  enbica  dei  solidi ,  avre- 
mo le 

i.  ^  *  n  ,       100 II  (po  -  n^) 

^''^       '"A(r==nT'  '=   n'(p/-nj     ' 

Ora  trattandosi  di  un  termometro  a  versamento,  composto  di 
mercurio  ^  e  di  vetro  eguale  a  quello^  adoperato  dai  signori 
Dulong  e  J^elU,  Bolle   interessenti  ed   utilissime  loro  ricerche 


(W5) 

sulle  dilaUzioni,  sarà 


e    A  =  X  —  y 


'38100/  55SO'         *^""    ^^      6480' 

faiadi  la  prima  delle  (054)  si  rìdonri  nella 

.6480  n 


(«35)  < 


vr^* 


L®  (^34)  9  (^35)  SODO  approssimate ,  e  sono  tfltresi  quelle,  che 
per  Tnso  del  termonietro  a  yenasmito,  é  daooo  iietia  fisica 
del  sig.  Pouillet  (*). 

Possiamo  giungere  ^le  general)  f^ripule  (a^^)  anche  per 
altra  via  :  infatti  basandoci  sulla  teria  delle  (oe)  $  otterremo 
dalla  medesima 

espressione  generale  dell'  aumento  di  Tolome,  corrispoadente 
all'aumento  di  temperatura  f'  —  I.  Pertanto,  ritenute  le  prece- 
denti denominazioni,  saranno 


rispettivamente  le  dilatazioni  assolute,  del  liquido,  del  solido, 
e  del  recipiente,  per  Tamnento  t!  -r^t  4i  temperatami  Espri- 
mendo n  il  peso  del  liquido,  escito  dal  recipiente  per  siffatto 
aumento,  dovrà  essere 

n     n{i  +  xo 


ii*^i»*^WW"»"i«^^ 


G|.     G,(l  -f-  X<). 

il  volume)  del  |ieso  medesimo;  cioè  la  totale  dilatazione  appa- 
rente del  liquido,  per  l'indicato  aumento  di  temperatura.  Quin- 
di, poiché  questa  dilatazione  apparente,  uguagliar  deve  la  dila- 
tazione assoluta  del  contenuto,  diminuita   di  quella    del  reci- 


C)  Élem.  de  pby.  Paris  1844.  T.  I.  p.  250.  251. 


(  596  ) 
piente,  cosi  avremo 

n(i-fr-A<')_r,  V«     .      /P 


da  coi,  dopo  le  doyote  rìdozioni,  si  ottiene  la  prima  delle  (oig), 
eioò 

G',  n(i  -H  x<0(i  -f-  yt){i  -+-  7'«)  = 


=  CG',i>.(X  ~y)(l-hy«)-i-PG,(y'  -y)(l  -h  XOK*'  -«) . 

Se  invece,  per  base  del  precedente  ealcolo,  si  prenda  la  terza 
delle  (03)9  da  cui  abbiamo 

saranno 

rispettivamente  le  dilatazioni  assolute,  del  liquido,  del  solido, 
e  del  recipiente,  per  ràumenfo  i^— f  di' temperatura.  Quindi,  ri- 
petuto il  ragionamento  precedente,,  avremo 


(aje) 


<     G,(1-hX0       Lg,   ^  G»,        ^  VgT^  G' jr      '' 

{ovvero,  facendo  l  =  0  ^  e  ponendo  ^  invece  di  i' 
H  G',(l-hA<)  =  t^.G-'„  -*-  v'PG,  -  yipfi/.  -h  VGjy . 

Le  (ase)  essendo  approssimate  ,  servono  pei  casi  ne*  quali 
non  fa  d*  uopo  tutta  la  precisione  :  la  prima  delle  medesi- 
me coincìde  con  <iuella,  che  trovasi  alla  p.  239  del  corso  di 
fisica  del  sìg.  Lamé,  T.  L  Parigi  1840. 

(£^on^tntieril.) 


(  S97  ) 

AGGIUNTA  ALLA  NOTA  ASTRONOMICA  O 

COMUNICATA 

DAL  PBOV.  A.  COLLA 

Rilevasi  dalle  allime  notizie  che  mi  sono  giunte  col  mezzo 
delle  Àstron.  Nachr.  e  délVbisiiiui  intorno  alle  due  Comete  di 
D'Arrest  e  di  Brorsenj  che  la  prima  è  stata  seguita  airOsser- 
Yatorìo  di  Konigsberg  sino  al  30  settembre^  e  la  seconda  ali* 
Osservatorio  di  Amburgo  sino  al  27  dello  stesso  mese,  e  che 
respettivamente  alla  cometa  di  D*  ArrtsU  il  ^ìg*  Yvon  VUlar- 
ceauj  con  nuovi  calcoli  è  arrivato  a  trovare  per  la  durata  della 
rivoluzione  siderale  un  valore  alquanto  minore  di  quello  dato 
ne'suoi  primi  elementi,  riferiti  nella  mia  nota  del  20  ottobre. 

Io  penso  di  far  opera  gradita  ai  lettori  di  questi  Annali  di 
qui  riportare  e  le  due  osservazioni  e  la  nuova  orbita  calco- 
lata dall'Astronomo  francese. 

Osiervaziane  delia  Cameia  di  d*  Ajirest  fatta  aU'Os$0rvaterio 

di  Konigsberg. 

1851     T.  M.  Konig.        AR.  appar.  Deci,  appar. 

Sett.  30.    15*  50~  26^     65"  57'  21",  4—3"  31'  34",  7. 

Osservazione  della  Cometa  di  Brorsen  fatta  alV  Osservatorio 

di  Amburgo. 

1851     T.  M.  Amb.  AB.  Deci. 

Sett.  27.    9*  44-  34%  8    260"  4'  24",  7    h-  58"  10'  22",  2 

Rispetto  ai  nuovi  elementi  della  cometa  periodica  àiD'Ar- 
resij  il  sig.  F.  Villarceau  fa  notare  che  i  primi  erano  incerti , 
particolarmente  in  ciò  che  concerneva  la  durata  della  rivolu- 

(*)  Si  veda  il  Cncicolo  dello  «corso  novembre  piig.  529. 
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(  598  ) 
zione  ^  la  qaale  non  poteya  essere  fissala  con  esattezza  col 
mezzo  di  osservazioni  poco  concordanti ,  e  che  abbracciavano 
un  intervallo  di  35  giorni  solamente.  Egli  dichiara  che  la 
nuova  orbita  da  lui  calcolata,  è  fondata  dall'insieme  di  OMer- 
vazìoni  pubblicate  sino  al  settembre  e  comprendenti  un  inter- 
vallo di  3  mesi.  Queste  osservazioni  sono  state  da  lui  riunite 
in  un  gruppo  di  11  posizioni  normali,  alle  quali  egli  ha  ag- 
gittiilo  un'osservazione  isolata  di  Berlino  in  data  del  5  settem- 
bre. Il  sig.  y.  F.  fa  osservare  che  la  risoluzione  delle  equa- 
zioni lineari  entro  le  sei  correzioni  degli  elementi  lascia  an- 
cora una  indeterminata,  di  maniera  che  prendendo  per  questa 
una  correzione  incognita  del  medio  movimento  N  ,  ciascuno 
degli  altri:  elementi  diviene  una  funzione  lineare  della  inde- 
terminata dN,  i  cui  limiti  sono  assai  difficili  a  fissare  a  mo- 
tivo della  discordanza  delle  osservazioni.  Ha  questa  discor- 
danza, che  tiene  in  gran  parte  al  debole  splendore  della .  co- 
meta, sarà  ridotta  allorché  le  posizioni  delle  stelle  di  compa- 
razione saranno  state  ottenute  con  delle  osservazioni  meridia- 
ne. Qualunque  siasi ,  prosegue  il  signor  F.  F.  ,  non  sembra 
punto  che  attualmente  Tindeterminata  dN  possa  estendersi  10 
a  20'';  il  suo  vero  valore  é  forse  al  disotto  di  10".  Ecco  il 
risaltato  a  cai  egli  é  pervenoto  : 

Elementi  indeterminati  della  Cometa  periodica 
del  Sig.  VArrest. 

Passag.  al  perielio,  1851,  lag.  8,69807—0,00151  $N  t.m.  Parigi. 

Longitudine  del  perielio  322059'  48  ",7-  50, 21  dN^cont.  dell' 

<eqain.ined. 
Long,  del  nodo  ascend.  148  27  40,  6—  36, 66  $N(deir8, 7  lag." 

Inclinazione    .    .     .    .13  16    2,  1—12, 84  5N 

Angolo  (sen.=:  eoceni.).     41  21  23,  5—101, 90  dN 

Medio  mov.  elioc.  diur.     .  .  ,  .  .    551, 2255  -+-  d  N 
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Questi  elementi  danno 

« 

Ecccnlricilà     .....  0,6607426  —  0,0003708  JN 

Semi  grandmasse    ....  3,460235    —  0,0041851  5N 

Distanza  perielia  ....  1,1729446  —  0,0001366  JN 

Durata  della  riv.  siderale    .  6«''«S  436916  —  0,11677  $N 

11  Sig.  Y.  V.  fa  osservare  che  i  coefficienti  di  dN  in  que- 
ste esperienze  mettono  in  evidenza  V  incertezza  relativa  degli 
elementi  ridotti  alla  loro  parte  cognita.  Attribuendo  all'  inde- 
tcrminata $N  i  valori  p.  e.  di  10  e  20'^  si  vede  che  la  du- 
rata della  rivoluzione  varierà  di  0*"*,  117  e  O*"*,  234  ,  o  di 
\mese^  4  ^  ^mesi^  8  ;  ma  sì  suppouc  chc  il  vcro  valore  di  $N 
sia  inferiore  ad  una  decina  di  secondi ,  1*  errore  della  durata 
della  rivoluzione  fissata  a  6^'%  437  non  potrebbe  punto  ecce- 
dere un  mese  circa. 

Io  trovo  che  questi  nuovi  elementi  concordano  assai  bene 
con  quelli  del  III  sistema  ottenuti  dall'  astronomo  D'  Arresi, 
pubblicali  nel  num.^  775  delF^^on.  Nachr.  Abbiamo  già  ve- 
duto nella  nota  in  data  del  20  ottobre,  cbe  secondo  tali  ele- 
menti, il  valore  del  medio  movimento  eliocentrico  diurno  della 
cometa  sarebbe  di  550",  86468^  per  cui  la  differenza  tra  i  due 
elementi  di  D'Arrest  (III  sistema)  e  gli  ultimi  di  Yvon  Yillar- 
ceau  non  salirebbe  che  a  —  0",  3608  (*). 

Dall'ultima  Cometa  scoperta  da  Brorsen  ai  22  ottobre  so- 
no stati  calcolati  gli  elementi  parabolici  dai  Sigg.  E.  Yogel  — 
G.  Rùmker  sulla  osservazioni  di  Scuftenberg  del  22  ottobre , 
di  Vienna  del  24  e  di  Berlino  del  30.  Eccoli  : 


f  )  Il  cattivo  tempo  ed  ora  il  chiaro  di  Luna  mi  hanno  impedito  di 
poter  ricercare  la  naova  Cometa  scoperta  da  Brorsen  nella  sera  del  22 
ottobre. 
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Passaggio  al  perielio  1851  settem  30,  66264  t.  m.  Berlino. 

LoDgìtudine  del  perielio.    .    339^  46'    4''  ) 

>EqaÌQ.  appar. 
Log.  del  nodoascend.  41,  38  30  ) 

Inclinazione 73,    3    0 

Log.  q      .     ,    .    .    .    .        9,  24886 

Movimento  diretto. 

La  media  osservazione    differisce  (G.  —  6)  =  -f-  8"  ia  longi- 
tudine e  =  —  59"  in  latitudine. 

Parma,  10  novembre  1851. 


NUOVO  TEOREMA  PER  LA  TEORICA  DEI  NUMERI 
DEL  PBOV.  PAOliO  TOLPICELLI 

Essendo  i  numeri  a,  b,  m  interi,  svolgasi  la  potenza 

(a  4-  *r . 

ed  i  termini  della  medesima  in  sede  impari  si  sommino,  presi 
alternativamente  positivi  e  negativi;  facciasi  altrettanto  dei  ter- 
mini nello  sviluppo  stesso  in  sede  pari.  La  prima  di  queste 
somme  rappresenterà  il  valore  della  Xj  la  seconda  quello  del- 
la y,  soddisfacenti  alla 

a:*  -+.  y*  =  (a»  ^-  **)«. 

Se  a'  4*  h^  sia  un  primo  in  se,  saranno  j?,  y  primi  fra  loro  : 
le  altre  soluzioni  poi  della  equazione  medesima,  tutte  in  mo- 
do facile  a  riconoscere  dipendono  dalla  ora  enunciata  (xy  y); 
ed  ognuna  risulta  da  due  numeri  non  primi  fra  loro. 

A  di  30  dicembre  1851. 
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PAG.     UN. 


ERRORI 


CORRZZIONI 


aOS  12,13  f  («!/*(»« -♦-r'/3) 

320  12    proadto 

321  14    Si7!=?s(i) 


824 

•  • 
IVI 
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ITI 
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327 
323 
329 
333 
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13 
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24 


ivi    25 


Na  ,  N»_t ,  «  D»  Dji.i 

=  qffi  -+-  f N^ 

-+■  (A— 5](A— 6) 
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334    12    B 
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335  (otta  questa  facciata  e  la  oltioia  linea  della  preccdeote  si 

rìgaardìno  come  ommesse. 

336  19    Si  F« 

340    18    (13+15.  H)  (33+15.  M) 


341      2    S^40y+  = 

(2 


silo! 

2 


ivi    4  air  11    Qaeata  tavola  rifondasi  come  segoe 
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PAG.      LIN.  ERRORI  CORREZIONI 

Valori  approssimati  di  |/   jg     libiti  degli  errori  dei  con- 
io forma  di  rotti  volgari  traposti  rotti  volgari 

81 
ì."  appross.»' .  gg     0,  000,  008 

2  « —       0,  000,  000,  05 

161 

3." HI?*   0,  000,  000,  000,  3 

12960   '   '   '   ' 

■ 

4." ^^^^      0,  000,  000,  000,  002 

26081 

2125521 
2Ó9944Ò  

343  3  positivo  primitivo 

{vi  15  soddisfare  soddisfarvi 

414  18  alle  vicenda  alle  vicende 
ivi  31  dal  fenomeno  del  fenomeno 

415  12  grandi  massi  grandi  masse 
ivi  13  difesa  dei  tetti  distesa  dei  tetti 

416  6    A  qnal  Al  qnal 

ivi      26    Da  parecchie  Da  parecchie 

ivi      31     vi  si  liberan  vi  si  libran 

417  10    a  mercarìo  è  a  mercurio 

ivi  21  l.""  grado  1  grado,  ovvero  1"" 

418  25  penobra  penombra 

419  15  osservazione  oscurazione 
422  20  all'estronomia  all'astronomia 

Nella  tabella  a  pag.  421  si  aggiunga  1'  a  ciascun  istante  o 

numero  della  colonna  dei  tempi  siderei. 
Riveduti  poi  e  corretti  corrispondentemente  i  tempi  medii 

deir  ultima  colonna  ,  i  valori  da  sostituire  ,  coir  ordine 


(  608  ) 
stesso  della  tabella,  sono 

3.*  ir.  25",  l 
5.  14.  45,  0 
3.  14.  46,  0 
3.  15.  35,  9 
3.  16.  14,  8 
5.  14.    8,  1 

3.  59.    1,  8 

4.  2.  6,  3 
4.  7.  35,  4 
4.  9.  36,  1 
4.  11.  35,  7 
4.  15.  15,  1 
4.  19.    4,  7 

4.  28.    9,  2 

5.  4.  29,  3 

6.  8.  34,  5 

Alle  Memorie  del  Sig.  F.  Hossotti  pag.  474,  e  seg.  e  del 
Sig.  G.  Barsotti  pag.  489,  e  seg,  alle  iiotazioni  sen  hxf  cos  kx 
si  sostituisca  sen  b  x  ,  cos  b  x. 

PAG.      UN.   ERRORI  CORREZIONI 

555    24    ix  dg  dx  èy 
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